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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3102.07

Desarrollo del sentido estructural en alumnos
universitarios mediante el uso de la Teoria
de la Variacion en el manejo de expresiones
algebraicas racionales

Development of structure sense in university students through the
use of Variation Theory in handling rational algebraic expressions

Rebeca Ascencio Gonzalez!
Cristina Eccius-Wellmann?

Resumen: Desarrollar un sentido estructural permite al alumno realizar tareas
algebraicas de formas mas eficientes y menos propensas a errores, por lo que
es relevante fortalecerlo. Se presentan en este articulo los resultados de una
investigacion cuyo objetivo fue desarrollar el sentido estructural en estudiantes
universitarios, mediante la elaboracion, implementacion y prueba de actividades
de ensenanza-aprendizaje que, a la par, promuevan el desarrollo de habilidades
para simplificar y operar expresiones algebraicas racionales. El disefo de las
actividades se basé en la Teoria de la Variacion. Se definieron y ponderaron
descriptores del sentido estructural, para fines de comparacion. Se aplicaron
evaluaciones antes y después de la implementacion de las actividades, a cuatro
grupos experimentales y tres de control. Se observé un incremento del nivel de
sentido estructural estadisticamente superior en los grupos experimentales con
respecto a los grupos de control. Se comprob6 que es posible desarrollar, en
mayor medida, el sentido estructural en los alumnos, al incluir, en las actividades
que realizan, contrastes y variaciones elegidos con esa intencion.
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Palabras clave: Sentido estructural, estructura algebraica, Teoria de la Variacion,
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Abstract: To develop a structure sense allows a student to perform algebraic
tasks in more efficient ways and with fewer errors, so it is relevant to strengthen
it. This article presents the results of a study whose objective was to develop
the structure sense of university students, through the creation, implementation
and testing of teaching-learning activities that, at the same time, achieve the
development of skills to simplify and operate rational algebraic expressions.
The activities were designed based on Variation Theory. Descriptors of the sense
of structure were defined and weighted for comparison purposes. Evaluations
were applied before and after the implementation of the activities, to four
experimental groups and three control groups. A statistically higher structure
sense level was observed in the experimental groups with respect to the control
groups. This proved that it is possible to achieve a greater development of the
sense of structure in students, through activities that include contrasts and
variations chosen intentionally.

Keywords: Structure sense, algebraic structure, Variation Theory, teaching-learn-
ing activities, rational algebraic expressions.

INTRODUCCION

Al enfrentarse a una tarea algebraica, el alumno puede proceder de distintas
formas para realizarla, las cuales han sido estudiadas por diferentes autores.
Dichos autores senalan que, de esas formas de proceder, algunas son mas
eficientes que otras, por implicar un manejo conceptual mas profundo y signi-
ficativo, mas reflexivo antes de actuar, procedimientos mas cortos y menos pro-
pensos al error (Hoch, 2003; Hoch & Dreyfus, 2004; Molina, 2010; Jupri & Sispiyati,
2017). Las formas eficientes requieren de un analisis de la estructura de la
expresion, para determinar cuales serfan los procedimientos posibles para tra-
bajar con ella y cual de ellos seria el mejor. En este sentido, Sfard (2001) consi-
dera que, si ser capaz de ver la estructura es util en cualquier dominio del
conocimiento, en matematicas puede considerarse la esencia misma del apren-
dizaje. De entre los distintos nombres que se le han dado a estas formas mas
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eficientes de actuar: sentido de estructura (Linchevski & Livneh, 1999), sentido
estructural (Vega-Castro, 2013), razonamiento estructural (Harel, 2013), pensa-
miento estructural (Mason, Stephens, & Watson, 2009), segun el autor que se
consulte, para esta investigacion se usard el de operar con sentido estructural,
como lo llama Vega-Castro (2013).

Se pensaria que, al tener identificadas las maneras mas eficientes de proce-
der, y la importancia de que los alumnos las usen, éstas podrian promoverse
durante la formacion escolar del estudiante y se observarian en sus procesos a
su llegada a la universidad. Sin embargo, tanto nuestra experiencia profesional,
como diversos articulos consultados, revelan lo contrario. Se han encontrado, por
ejemplo, dificultades en el reconocimiento de la estructura de las expresiones
algebraicas en alumnos universitarios (Eccius-Wellmann, 2011; Eccius-Well-
mann, 2013). A su vez, Chinnappan y Forrester (2014), observaron que los pro-
fesores en formacion que participaron en su estudio manifestaban un
conocimiento mas procedimental que conceptual. Godino et al. (2015), por su
parte, conjeturaron la presencia de carencias formativas en los estudiantes de
magisterio, en particular sesgos sobre pensamiento relacional (estructural). Los
estudios presentados en este parrafo fueron relevantes para esta investigacion
por su enfoque en el sentido estructural de alumnos de nuevo ingreso a la
universidad. El que algunos hagan referencia a profesores en formacion sugiere
la conveniencia de realizar investigaciones posteriores, relacionadas con el sen-
tido estructural de profesores en servicio, como la de Jupri y Sispiyati (2017),
quienes observaron en siete profesores de matematicas en servicio una tenden-
cia a operar expresiones algebraicas sin analizar previamente su estructura,
aunque, al pedirseles una forma diferente de proceder, mostraron un mayor
razonamiento estructural en dicha forma de proceder. El relacionar el sentido
estructural de profesores y alumnos queda fuera del alcance de esta
investigacion.

Sobre el desarrollo del sentido estructural, al observar que los estudiantes
con menor habilidad para reconocer las estructuras eran también los de menor
desempenio, Liken (2012) concluye que necesitan disenarse acciones instruc-
cionales bien fundamentadas para promoverlo en los alumnos, lo cual puede
llevar a mejorar sus competencias matematicas. A este respecto, Vega-Castro,
(2010) considera que algunas formas de ensefar promueven mas que otras el
desarrollo de dicho sentido, aunque no encontr6 estudios al respecto en su
momento. En Vega-Castro, Molina y Castro (2012) las autoras describen el pro-
cedimiento que siguieron para evaluar el nivel de sentido estructural en
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estudiantes de bachillerato, por medio del analisis de los procedimientos segui-
dos por los participantes. Sugieren considerar como descriptor del sentido estruc-
tural, entre otros, el anticipar la utilidad de las transformaciones algebraicas.
Consideran que el sentido estructural es un elemento importante para identificar
la utilidad de los conocimientos algebraicos basicos (igualdades notables) dentro
de otros temas algebraicos (simplificacién de fracciones algebraicas).

La identificacion de las carencias y necesidades mencionadas y la escasez
de propuestas para desarrollar el sentido estructural, motivo la realizacion de
esta investigacion, cuyo objetivo fue el desarrollo de dicho sentido en estudiantes
universitarios de nuevo ingreso a las carreras administrativas, mediante la ela-
boracion e implementacion de actividades de ensenanza-aprendizaje, especifi-
camente en estructuras algebraicas. Para delimitar el estudio, se trabajo con los
temas de simplificacién y operaciones con expresiones algebraicas racionalesy
sus prerrequisitos.

Se eligio, como fundamento tedrico pedagogico para orientar la construccion
de las actividades de ensenanza-aprendizaje, la Teoria de la Variacion de Marton
(2015). Su enfoque en los contrastes y variaciones se estima adecuado para
promover en el alumno el andlisis de las estructuras algebraicas antes de tra-
bajar con ellas, como sugieren Banerjee y Subramaniam (2005). Ellos consideran
que desarrollar un sentido estructural de las expresiones requiere el uso de
procedimientos y reglas en situaciones y contextos variados, que permitan encon-
trarle el sentido a las relaciones entre los componentes de diversas expresiones
que compartan los mismos aspectos estructurales.

En este articulo se da respuesta a las siguientes preguntas de
investigacion:

— ¢Como se puede ponderar el nivel de sentido estructural manifestado en
los procedimientos algebraicos desarrollados por los alumnos?

— Con base en la ponderacién establecida para este estudio, icémo es el
promedio del nivel de sentido estructural en los alumnos, al ingresar a la
universidad? Por todos los participantes, por grupo y entre grupos.

— Con base en la ponderacién establecida para este estudio, {cémo es el
promedio del incremento del nivel de sentido estructural en los alumnos
que trabajaron con las actividades de ensenanza-aprendizaje disenadas
con base en la Teoria de la Variacion, en comparacion con el incremento
del nivel de sentido estructural en los alumnos que trabajaron con activi-
dades que no contemplen dicha teoria pedagogica?
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La primera pregunta se responde en el apartado: Metodologia / Descriptores
del sentido estructural y su ponderacién. La sequnda y la tercera se responden en
el apartado: Resultados / Nivel de sentido estructural manifestado por los alumnos
al ingresar y Cambio en el nivel de sentido estructural, respectivamente.

MARCO CONCEPTUAL
ESTRUCTURAL O PROCEDIMENTAL

Sobre la forma de operar una expresion algebraica, distintos autores han iden-
tificado que estd guiada por la forma en que se visualiza la expresion. Los
alumnos, al enfrentar una tarea algebraica, pueden centrarse en aspectos de
tipo procedimental/operacional/instrumental (ver @ + b como una suma que
debe realizarse) o estructural/relacional (ver a + b como la expresion de la
suma de a mas b, o la relacién de a y b mediante el operador suma, sin que
sea obligatorio realizar dicha suma). La manera de visualizar una expresion
algebraica tiene diversas implicaciones.

Por ejemplo, Skemp (1976) senala la importancia de ensefar las matematicas
de forma relacional, en la que el alumno comprenda las relaciones entre los
elementos antes de operar. Advierte que es facil ensenar de forma instrumental
(seqguir reglas sin razonar), con la que se logran desempefos aceptables rapi-
damente, aunque no perdurables. Ensenar de forma relacional, por el contrario,
tiene las ventajas de permitir adaptar lo aprendido a nuevas tareas y de que el
aprendizaje sea mas sencillo de recordar. Es conveniente que se logre dejar de
ver los operadores como una operacion que debiera hacerse (interpretacion
procedimental) y se le dé a la expresién una interpretacion estatica (relacional)
para que las manipulaciones algebraicas, como las sustituciones de variables,
puedan hacerse adecuadamente, como sugiere Freudenthal (1983). Ademas de
los operadores, el signo igual también puede ser visto de forma meramente
procedimental, lo cual complica la transicion de la aritmética al algebra. Burgell
y Ochoviet (2015) resaltan la importancia de fomentar en los alumnos una vision
relacional del signo igual, mediante actividades no estandar.

Se puede tener una concepcion operacional de las matematicas, en la que
una entidad es concebida como el producto de un proceso o como el proceso
mismo, mientras que en la estructural es concebida como una estructura estatica,
como un objeto real. La operacional estd en las primeras etapas de la formacion
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del concepto y la estructural evoluciona a partir de ella. La operacional es nece-
saria pero no suficiente para el aprendizaje y la resolucion de problemas, mien-
tras que la estructural facilita todos los procesos cognitivos (Sfard 1991).

Por otro lado, Molina (2010) explica que, si al realizar una operacién o resol-
ver una ecuacion se emplea un procedimiento estandar aprendido, sin detenerse
a analizar las caracteristicas particulares del ejercicio en cuestion, se trabaja bajo
un enfoque procedimental. En cambio, si se realiza un analisis previo de las
caracteristicas particulares de las expresiones (su estructura) y al llevar a cabo
la actividad se les toma en cuenta, entonces se trabaja bajo un enfoque estruc-
tural. Propone, por tanto, promover el habito de la observacion y el andlisis de
caracteristicas particulares de las expresiones antes de iniciar la manipulacion,
con el fin de fortalecer el enfoque estructural, que permita un trabajo mas sig-
nificativo con expresiones aritméticas y algebraicas y evite algunas de las difi-
cultades que los alumnos encuentran en el aprendizaje y transicion entre ambas.

SENTIDO ESTRUCTURAL

Aunque el enfoque procedimental/operacional/instrumental es necesario por sf
mismo e indispensable para llegar al enfoque estructural/relacional, los alumnos
suelen quedarse en el primero por diversas razones, como las referidas por
Skemp (1976) previamente en este texto. Es por ello que las investigaciones mas
recientes, presentadas a continuacion, se han centrado en describir y encontrar
formas de promover el enfoque estructural.

El concepto de sentido de estructura, introducido por Linchevski y Livneh
(1999), abarca las capacidades de reconocer formas equivalentes de una expre-
sion y de identificar las formas apropiadas de realizar una tarea. Posteriormente,
Hoch (2003) lo describe como una coleccién de habilidades, separada de las
habilidades manipulativas, que permiten a los estudiantes hacer mejor uso de
las técnicas algebraicas aprendidas previamente. Para ella, las cadenas de sim-
bolos forman estructuras y su interpretacion depende del contexto. La conciencia
de esas distintas interpretaciones es parte del sentido de estructura. Senala que
se denota una falta de dicho sentido al operar sin observar si la estructura
permite sequir un proceso mas eficiente, como cuando se operan los agrupado-
res como un primer paso no reflexionado en una transformacion algebraica.

La apariencia externa de una expresion revela un orden interno determinado
por las relaciones entre las partes que componen su estructura, segun Hoch'y
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Dreyfus (2004), quienes incluyen en la mencionada coleccion de habilidades: la
capacidad de ver una expresion algebraica como una entidad, el reconocer una
expresion algebraica como una estructura previamente conocida, sus sub-es-
tructuras, las conexiones mutuas entre estructuras, cuales manipulaciones son
posibles y, finalmente, cual manipulacion es mas eficiente.

Mas adelante, los mismos autores formularon descriptores para el sentido de
estructura, basados en la complejidad de las estructuras algebraicas operadas,
desde las mas sencillas, con sub-términos simples, las de complejidad intermedia,
con sub-términos compuestos por productos, cocientes y potencias y las de
mayor complejidad, con sub-términos compuestos, ademas, por sumas y restas
(Hoch & Dreyfus 2006). A esos descriptores Vega-Castro (2013) propone agregar
otro que permita distinguir el sentido estructural mostrado cuando las subes-
tructuras pertenecen a una expresion en un solo nivel y cuando pertenecen a
expresiones en diferentes niveles, como en numerador y denominador. Ambas
propuestas, y las distintas formas de ver el sentido estructural, referidas en este
texto, formaron la base para establecer los descriptores usados en este estudio.
Para Vega-Castro (2013), por ejemplo, el sentido estructural es un conjunto de
capacidades necesarias para trabajar flexiblemente con expresiones algebraicas,
que implican el uso combinado de conocimiento conceptual y procedimental.

Por su parte, Harel (2013) describe el razonamiento estructural como una
habilidad combinada de observar estructuras, actuar sobre ellas con un proposito
claro y razonar en términos de estructuras generales, no de casos particulares.
Harel y Soto (2017) proponen cinco categorias para el razonamiento estructural:
generalizacion de patrones, reduccion de una estructura no familiar a una familiar,
reconocimiento y operacion de acuerdo a la estructura, justificacion epistemoldgica
y razonamiento en términos de estructuras generales. Esta categorizacion presenta
algunas similitudes con los descriptores de Hoch y Dreyfus (2006).

Desde su perspectiva, Mason, Stephens y Watson (2009) identifican como
pensamiento estructural la disposicion para explicar, conectar y usar las propie-
dades de una estructura en el pensamiento matematico. La conciencia de dichas
propiedades, que dependen de las relaciones entre sus elementos, es el centro
del pensamiento estructural. Al desarrollar la conciencia de la estructura mate-
matica en el alumno, se transforma su pensamiento matematico y su compro-
miso con la actividad matematica.

Segun estos autores, el profesor debe ser capaz de reconocer la estructura
matematica para poder lograr que sus estudiantes la disciernan, apoyados en
las actividades disenadas por el docente. Una forma de lograrlo es pedirles a
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dichos estudiantes que senalen, antes de manipular la expresion matematica,
cuales propiedades de su estructura justifican dicha manipulacion. Mencionan
que el enfoque procedimental o estructural logrado en los alumnos es una
decision pedagdgica, esto es, depende de como se lleva a cabo la ensefanza.
Consideran que se puede desarrollar el pensamiento estructural al trabajar en
tareas que se enfoquen en la naturaleza de la relacion en vez del cdlculo, para
que la atencion se oriente hacia los aspectos estructurales como propiedades
que aplican en muchas instancias; también al usar ejemplos que bloqueen las
rutinas familiares. Algo importante acerca de las relaciones estructurales es no
convertirlas en el contenido a ser aprendido, sino tratarlas como conciencia a
ser traida a la superficie, preferentemente a través del uso de ejemplos cuida-
dosamente variados, aunque existen casos en los que es necesario hacer del
reconocimiento de las estructuras el centro de la actividad, como en el aprendi-
zaje de los productos notables y la factorizacion (Hoch & Dreyfus, 2007).

Novotna, Stehlikova y Hoch (2006) concluyen en su estudio con estudiantes
universitarios que, si se atribuyen las dificultades de los alumnos a su falta de
sentido de estructura, es importante enfocarse en desarrollar dicho sentido en
esa etapa educativa. Proponen un modelo para evaluar el sentido de estructura
en estudiantes que realizan operaciones binarias de algebra abstracta, que
puede servir de base para atender las carencias mostradas por los alumnos en
ese tema. Senalan que los modelos para evaluar el sentido de estructura pueden
necesitar adaptarse al tema a trabajar, como fue necesario en esta
investigacion.

Para realizar este estudio fue preciso determinar una forma de valorar el nivel
de sentido estructural en los alumnos. Este se considerd como la suma de las
siguientes habilidades: reconocer la estructura algebraica de la expresién que
se observa, identificar las manipulaciones que es posible realizar sobre ella, dada
su estructura y elegir la mas eficiente de todas. Los descriptores establecidos
para hacer esa valoracion se presentan dentro del marco metodologico.

TEORIA DE LA VARIACION
La Teoria de la Variacién de Marton (2015) estd enfocada en las condiciones
necesarias para aprender que estan relacionadas con el contenido, su eleccion

y secuenciacion. Marton y Booth (1997) consideran que adquirir un conocimien-
to es encontrar nuevas formas de vivir una experiencia relacionada con ese

168 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019



Desarrollo del sentido estructural en alumnos universitarios mediante el uso de la Teoria de la Variacion..

conocimiento. Destacan que una persona ha aprendido un concepto o proceso
cuando es capaz de enfocar, de forma simultanea y consciente, aquellos aspec-
tos de ese concepto o proceso que son esenciales a €l, dentro de un contexto
dado. Mencionan que el aprendizaje es una funcion del discernimiento, enten-
dido como distinguir, mediante el intelecto, una cosa de otra o varias cosas entre
si, a traves de la observacion de lo que varia entre ellas.

Los aspectos criticos del objeto de aprendizaje (aquello que se aprenderd)
son aquellos que permiten verlo como debe ser visto para ser aprendido de
forma adecuada al contexto (Marton, Runesson, & Tsui, 2004). Haggstrom (2008),
menciona que la persona que discierna mas aspectos criticos de un objeto y
mas relaciones entre ellos, podra hacer uso de ese objeto de mejores formas,
comparado con quien haya discernido menos aspectos criticos. Lo (2012) senala
que los estudiantes no pueden discernir de forma natural los aspectos criticos,
requieren que el profesor les provea las oportunidades de hacerlo, mediante la
eleccién y organizacion del contenido. Los aspectos criticos toman valores (no
necesariamente numéricos) que varian, llamados caracteristicas criticas. Para un
polinomio que se va a factorizar, por ejemplo, el nimero de términos (dos, tres,
cuatro,..) es un aspecto critico. Aspectos y caracteristicas criticas son inseparables
y, por tanto, se disciernen de forma simultanea.

Seguin como sea presentado y percibido, un aspecto se puede discernir de
formas mas o menos precisas, lo cual afectara la forma en que se entiende y se
usa. Una forma mas precisa se logra mediante patrones de variacion e invaria-
cién, seguin propone Marton (2015), quien advierte que, para que un alumno
pueda discernir un aspecto critico de un objeto de aprendizaje, es condicion
necesaria que lo observe variar. Para el autor, el patron de variacion minimo,
base de los demas, es el contraste, en el que se involucran al menos dos aspec-
tos, uno de los cuales varia y el otro no. EI que varia es sobre el que se llama
la atencion del estudiante, es el que se desea que discierna. Por ejemplo, si se
desea ensenar a distinguir un trinomio cuadrado perfecto de uno que no lo es,
se pueden mostrar estos trinomios:

x2-12x+ 36 x-13x + 36.
El Unico aspecto que varia es el coeficiente del segundo término, debido al

cual el primer trinomio es cuadrado perfecto (el sequndo término es el doble
producto de las raices cuadradas de los otros dos) y el otro no. Mediante este
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contraste, el estudiante identifica, especificamente en estos dos ejemplos, cual
serfa un segundo término de un trinomio cuadrado perfecto y cual no.

Los contrastes consecutivos llevan a la separacion y a la generalizacion,
considerados también patrones de variacion e invariacion. Después de observar
distintos contrastes similares al anterior, el alumno logra separar aquello que
hace que un trinomio cuadrado perfecto lo sea y generalizarlo para identificar
trinomios cuadrados perfectos entre diversos trinomios con distintas sub-estruc-
turas. Finalmente, el hacer variar dos 0 mas aspectos a la vez, lleva a un patron
de variacion e invariacion llamado fusion (Marton, 2015). Por ejemplo, la fusion
podria lograrse al distinguir un trinomio cuadrado perfecto de una diferencia de
cuadrados. Cambia de trinomio a binomio y de un 36 positivo a negativo:

x?-12x + 36 x2-36

Olteanu y Olteanu (2012), por su parte, sugieren un nuevo patrén de variacion
e invariacion, al que llaman similitud (similarity), el cual permite identificar que
dos expresiones tienen el mismo significado, es decir, son dos formas, que se
ven diferentes, de expresar lo mismo, como en:

(a+b)(a-Db) a? - b2

Sumado a la determinacion de los aspectos criticos y de los patrones de variacion
con los que éstos se presentaran a los alumnos, el diseno de una actividad o
serie de actividades puede incluir un andamiaje, el cual implica pequenas varia-
ciones que llevan a pequenos avances en el aprendizaje, graduados por las
actividades que dirige el profesor, seguin sefalan Gu, Huang y Marton (2004).
Ellos indican que el andamiaje pone énfasis en el proceso y la jerarquia del
aprendizaje. Aplicar el andamiaje en el salén, significa que los estudiantes
avanzan exitosamente de su nivel actual de conocimiento hacia el siguiente a
través de un diseno instruccional efectivo, conocido como Pudian en China
(Huang & Li, 2017). En la ensefianza con variacion en China se hace, ademas,
una distincion entre la variacion conceptual y la variacion procedimental en el
momento de elaborar las actividades. Lai y Murray (2012) observaron como las
estrategias de variacion procedimental apoyaron el aprendizaje significativo en
los alumnos, al enfocar intencionadamente, dentro de las actividades que éstos
realizan, conexiones sustantivas y no arbitrarias entre conocimientos.

170 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 2, AGOSTO DE 2019



Desarrollo del sentido estructural en alumnos universitarios mediante el uso de la Teoria de la Variacion..

Por su parte, Kullberg, Kempe y Marton (2017), sefalan que, mediante el
analisis de las actividades de ensenanza-aprendizaje bajo el marco de la Teoria
de la Variacién se puede identificar lo que sera mas facilmente discernible por
el alumno, por haber sido adecuadamente enfocado y tematizado, y lo que no.
Por lo tanto, este marco permite tanto revisar actividades ya existentes para
complementarlas para que incluyan las posibilidades de aprender necesarias,
como crear actividades completamente nuevas. En este estudio se dieron ambas
situaciones al construir las actividades de ensenfanza-aprendizaje con las que
trabajaron los grupos experimentales.

El que la Teoria de la Variacion esté centrada en el contenido hace que sea
adecuada para buscar aprendizajes mas ordenados, reflexionados, significativos
y con un mayor analisis de las estructuras observadas, que, a la vez, eviten cierto
tipo de errores mediante la presentacion de contrastes de ejemplos y contrae-
jemplos. En ese sentido, Marton (2015) considera que la gran mayoria de los
fallos al entender derivan de que el estudiante no observo las diferencias que
era necesario que percibiera. También advierte que, si bien el entendimiento no
provoca una accion, una accion expresa el entendimiento. Esto puede interpre-
tarse como que los procedimientos de respuesta de los alumnos a los ejercicios
muestran las estructuras que discernieron y los procesos que eligieron debido
a dicho discernimiento, es decir, muestran su nivel de sentido estructural.

METODOLOGIA
PARTICIPANTES

Para lograr el objetivo de desarrollar el sentido estructural en estudiantes univer-
sitarios de nuevo ingreso, mediante la elaboracion e implementacion de activi-
dades de ensefnanza-aprendizaje para el desarrollo de habilidades para simplificar
y operar expresiones algebraicas racionales y sus prerrequisitos, se realizo un
cuasi-experimento (dado que los participantes no fueron elegidos al azar) con
siete grupos de nuevo ingreso a las carreras administrativas de la universidad
sede del estudio, que cursaban la materia de Algebra. Los alumnos de cuatro
grupos, 72 en total, trabajaron con las actividades disefiadas para fomentar el
sentido estructural con base en la Teoria de la Variacién (grupos experimentales).
Los de los otros tres grupos, 62 en total, trabajaron de forma habitual, que no
contempla actividades basadas en dicha teoria (grupos de control).
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Cabe senalar que los alumnos que estudian en la universidad sede de esta
investigacién provienen, primordialmente, de diferentes bachilleratos de la Zona
Metropolitana de Guadalajara, México y de la region noroeste de la Republica
Mexicana. El historial académico de cada estudiante y, por tanto, su nivel de
sentido estructural individual al iniciar sus estudios universitarios puede ser muy
diverso.

INSTRUMENTOS

Los reactivos con los que se valoro el sentido estructural en los estudiantes, los
mismos antes y después de realizar las actividades de ensenanza-aprendizaje,
incluyeron los temas de productos notables, factorizacion, simplificacién y ope-
raciones con expresiones algebraicas racionales, los cuales forman parte de la
curricula previa a la universidad, pero se retoman en la asignatura de algebra
que se cursa en el primer ano de universidad para homogeneizar los conoci-
mientos de los alumnos. Sin embargo, las actividades disenadas incluyeron
temas previos (elementos neutros, jerarquia de las operaciones, conformacion
de los términos en el algebra, leyes de los exponentes y operaciones con expre-
siones algebraicas), para promover el desarrollo del sentido estructural a lo largo
de mas clases y crear un andamiaje en el aprendizaje, en el que los nuevos
conocimientos se contrasten con los anteriores gradualmente y en todos ellos
se haya fomentado el desarrollo del sentido estructural.

La preparacion de las actividades se llevo a cabo durante enero-septiembre
2017 y el trabajo de los alumnos con las mismas se realizé durante agosto-oc-
tubre 2017. Se construyeron versiones preliminares, con base en la Teoria de la
Variacién (Marton, 2015) y el andamiaje que se promueve en la ensefianza con
variacion china (Gu et al, 2004). Los contenidos que constituyeron las actividades
fueron seleccionados y secuenciados para promover el desarrollo del sentido
estructural a la par del aprendizaje del tema, al fomentar el analisis de las
estructuras de las expresiones algebraicas antes de trabajar con ellas. Cada
actividad se afino para incluir aquellos aspectos criticos que se manifestaron en
la evaluacion diagnostica y que no habian sido previamente considerados.

A continuaciéon se muestran algunos contrastes que se pidio a los alumnos
analizar, los cuales apoyan el desarrollo del sentido estructural. En algunos casos
s6lo se analizan las diferencias entre las estructuras y en otros se analizan las
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consecuencias que tienen dichas diferencias en la forma de contestar los
ejercicios.

EJEMPLOS DE CONTRASTES EXTRAIDOS DE LAS ACTIVIDADES DE ENSENANZA-APRENDIZAIE
En la tabla 1 se presentan algunos contrastes basicos, que permiten una mejor
transicion del aritmética al algebra, al identificar algunas diferencias entre ellas,
asi como la diferencia entre término y factor y entre reducir y simplificar, con

ejemplos y contraejemplos.

Tabla 1. Contrastes basicos

Contraste El alumno debe contrastar y/o discernir

3+x 3x Dos términos vs dos factores. No son
equivalentes, por lo que 3 4+ x # 3x.

+3=3 3+x#3x El +, cuando es signo, puede omitirse y,
cuando es operador, no.
axb=(a)(b) =ab 3+5=(3)(5)#35 El operador multiplicacién y los parénte-

sis en algebra (al involucrar literales)
pueden omitirse, en aritmética no.

3+8=11 3+x=3+x En aritmética una suma siempre puede
reducirse, en algebra puede ser necesa-
rio dejarla indicada.

(a+b)(c+d) ab + cd Dos factores compuestos por dos térmi-
nos cada uno vs dos términos compues-
tos por dos factores cada uno.

Los términos se reducen 2 + 3 =5 (mis-

23 3 243 _ 5 + 3
25 5 245 7 5 mo nivel), los factores se simplifican:
2= 1 (distinto nivel).
2
2% x 24x  x Solo se pueden simplificar factores, no
2y y 24y |y terminos.

Fuente: Elaboracion propia

En otro tipo de actividad se contrastaron, mediante tablas comparativas que
debian completarse, diferentes expresiones con la misma estructura principal.
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Se identificaron las subestructuras y se realizaron factorizaciones. La tabla 2
es un ejemplo, con el trinomio cuadrado perfecto como estructura principal.
Las variantes de los sub-términos (subestructuras) se basaron en los descrip-
tores de Hoch y Dreyfus (2006).

Tabla 2. Contraste de distintos tipos de subestructuras

a? + 2ab + b? a b (a + b)?

m® + 2m3n* + nt m3 n* (m3 +n*)?

4,2 9 =2 =3 2 32
SX7+2x 4 a=3x b=2 (§x+5)
(a+b)?—10(a+b) + 25 (a+b) 5 ((a+b)—5)2
49w? — 14w(xy + z) + (xy + 2)? 7w (xy +2) (7w = Cxy + Z))2

Fuente: Elaboracion propia

Dado que al realizar una simplificacion de expresiones algebraicas racionales
se presentan diversos procedimientos, tipos de respuestas y posibilidades de
error, se realizd una actividad en la que éstos se contrastaron, como se ilustra
en la tabla 3.

Tabla 3. Contraste de casos en simplificacion de expresiones algebraicas racionales

Caso El alumno debe contrastar y/o discernir
G+2)(x-1) _ x-1 parax # —2 Quedan factores diferentes de 1 en numerador
Ge2) (1) x4l y denominador.

CHDED _ o %2 Quedan factores diferentes de 1 solo en
x+2) p numerador (Ojo, el denominador no
desaparece ni es igual a 0, es un 1 implicito).
(x+2) 1 Quedan factores diferentes de 1 so6lo en

DG xq1 PATaxF -2 denominador (Ojo: el numerador no
desaparece ni es igual a 0, es un 1 que debe

escribirse).
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42 _
DD #x+1 parax # -2
(x+2)(x-1) _ _
oD — 1 parax+-2,x+1

x24+x-2 _ (x+2)(x-1) _
x24+3x+2  (x+2)(x+1)

x-1
— parax # —2
x+1

x?-x _  x(x-1) _
x2-1  (x+1)(x-1)

= parax # 1
x+1

¥2-1 (e D(x-1) x4+l

1-x —(x-1) -1
—(x+1) parax+1

(a+b)x _ (a+b)x
at+b (a+b)

ero atbx * X
p a+b

=x paraa # —b

(x+y)?-z2 _

(x+y)-z -

(Ge+y)+2)((x+y)-2) _
((x+y)-2) -

x+y+z

Contraejemplo del anterior.

No quedan factores diferentes de 1. No es
igual a 0.

Una vez factorizado queda como el primer
caso.

Evitar cancelar las x como tercer paso.

Sélo pueden simplificarse factores idénticos.

|dentificar correctamente los factores antes de
simplificar.

Evitar simplificar erroneamente los términos al
cuadrado del numerador con los términos a la
primera potencia del denominador. Identificar
la diferencia de cuadrados para poder
factorizar y, posteriormente, simplificar.

Fuente: Elaboracion propia

REALIZACION DE LA PRUEBA

Para llevar a cabo la prueba de la efectividad de las actividades disenadas, se
comenzo por administrar una evaluacion diagnostica (pre-test), con lapiz y papel,
en los siete grupos, el primer dia de clases. Posteriormente se trabajo con las
actividades en nueve clases no consecutivas, cuando dichas actividades coinci-
dian con el temario general de la materia. Se fomentd el analisis de las estruc-
turas y los procesos algebraicos mediante la observacion de las diferencias y
similitudes entre, por ejemplo, pares o grupos de expresiones algebraicas y sus
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correspondientes simplificaciones u operaciones, a través de patrones de varia-
cion propuestos con ese fin, como los mostrados en las tablas 1 a 3. Para ello
se uso tanto el pizarron como actividades impresas para contestarse de forma
individual o cooperativa, todo supervisado por el docente para que los estudian-
tes se enfocaran en los aspectos criticos correspondientes. En la clase posterior
a la ultima actividad se aplicé una segunda evaluacion (pos-test), idéntica a la
diagnostica. En ambas, cada procedimiento de respuesta de cada alumno fue
clasificada segun la guia de descriptores disenada para este estudio, mediante
la cual se valuaba el sentido estructural manifestado por la forma particular de
proceder, segun la ponderacion de dichos descriptores, que se muestran en el
siguiente apartado, seguidos de la guia de evaluacion del reactivo 15, como
ejemplo. Los reactivos de la evaluacion completa se presentan en el Apéndice.

DESCRIPTORES DEL SENTIDO ESTRUCTURAL Y SU PONDERACION

Para responder a la primera pregunta de investigacion, écomo se puede ponderar
el nivel de sentido estructural manifestado en los procedimientos algebraicos
desarrollados por los alumnos?, y determinar las caracteristicas y la ponderacion
de los descriptores que permitieran evaluar y comparar el sentido estructural
manifestado por los alumnos seguin sus procedimientos de respuesta, se partio
de lo propuesto por Hoch y Dreyfus (2006) y Vega-Castro (2013). Se adapto la
forma de interpretar el descriptor sugerido por Vega-Castro (2010) a los reactivos
propios de este estudio. Se asignaron valores numéricos que ponderaron el
sentido estructural mostrado segun la complejidad de las estructuras y subes-
tructuras. Se enlistan y explican a continuacion los descriptores, acompanados
por la ponderaciéon asignada.

SET Reconoce una estructura familiar
SEI a en su forma mas simple (1 punto)

SEZ Trata con un término compuesto (subestructura) como una Unica entidad y
reconoce una estructura familiar en una forma mas compleja

SE2 a donde el término compuesto (subestructura) contiene un producto
0 potencia pero no una suma o resta (2 puntos)

SE2 b donde el término compuesto (subestructura) contiene una suma o
resta y posiblemente también un producto o potencia (3 puntos)
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SE3 Elige manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una
estructura

SE3 a en su forma mas simple (4 puntos)

SE3 b donde el término compuesto (subestructura) contiene un producto
0 potencia pero no una suma o resta (5 puntos)

SE3 ¢ donde el término compuesto (subestructura) contiene una suma o
resta y posiblemente también un producto o potencia (6 puntos)

SE4 Distingue subestructuras dentro de una entidad y reconoce relaciones entre
ellas (evita errores de interpretacion y uso de las relaciones dentro de la
estructura)

SE4 a Las subestructuras forman parte de la misma expresion polinémica
o similar (expresion en un solo nivel). Opera sin error pero no contesta la pre-
gunta (7 puntos)

SE4 b Las subestructuras forman parte de diferentes expresiones polinomi-
cas o similares (expresion en dos niveles). Opera sin error pero no contesta la
pregunta (8 puntos)

SE4 ¢ Las subestructuras forman parte de la misma expresién polinomica
o similar (expresion en un solo nivel). Opera sin error y contesta la pregunta (9
puntos)

SE4 d  Las subestructuras forman parte de diferentes expresiones polinomi-
cas o similares (expresion en dos niveles). Opera sin error y contesta la pregunta
(10 puntos)

Cada procedimiento de respuesta fue evaluado segun los cuatro descriptores (SE1,
SE2, SE3 'y SE4), ya sea con la letra (a, b, ¢, d) correspondiente al descriptor mostrado,
con un guion, que significa que no puede manifestarse ese descriptor dado el
diseno del ejercicio, 0 una X, que indica que el procedimiento sequido no muestra
ese descriptor, aunque el ejercicio estaba disenado para que se pudiese mostrar.
Para valorarlo numéricamente, tanto el guion como la X contaron como 0 puntos,
mientras que las letras contaron los puntos que se sefalan en el listado previo,
que ponderan el grado de dificultad implicado al mostrar ese descriptor.
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EJEMPLO DE LA GUIA DE EVALUACION

Puede observarse en la tabla 4 un extracto de la guia de evaluacion para el
reactivo 15y en los parrafos siguientes la interpretacion de la misma.

Se eligio este ejercicio porque incluye subestructuras formadas por sumas y
puede ser contestado correctamente de formas distintas, con lo que se revela la
estructura observada por el alumno y el uso que le dio. Ademads, se pueden
apreciar algunos prerrequisitos segun el procedimiento seguido: factorizacion
de un trinomio cuadrado perfecto, binomio al cuadrado, ley distributiva y reduc-
cion de términos semejantes. También permite advertir el error de cancelacion
de elementos que no son factores. Se muestran en la tabla algunas de las
opciones de respuesta para este reactivo, que incluyen los cinco casos para los
que se considerd un nivel de sentido estructural mayor o igual a 1, asi como los
dos casos que contemplan el error de cancelacion mas comuin que se puede
presentar en un ejercicio con esta estructura.

Tabla 4. Guia de evaluacion para el reactivo 15

Planteamiento/
Respuesta

Coédigo C/S/I SE1 SE2 SE3 SE4 SE

15) Expresa en la forma factorizada mas — (y43)2-12(x+3)+36

simple: (x+3)? A C a b da d 24
(x+3)-6)° (x-3)? B a b ca d 24
(x +3)2 (x +3)2
(x+3)-6) (x=3)(x-3)
(x +3)? (x+3)(x+3) C C a - X d 1
(x®+6x+9—12x — 36 + 36) x2—6x+9 (x—3)?
(x + 3)2 W= (x+3)z D S a - X b 9
(x+3)2—12x—36+36
CFOL E S a - X b 9
(x% + 6x +9 — 12x — 36 + 36) X2 —6x+9 U | X X 0
(x +3)2 X +6x+9
—12(x +3) + 36 —12x
—12(x +3) + 36
Otros resultados UN X X 0

Fuente: Elaboracion propia
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Los procedimientos para llegar a cada respuesta, segun su cédigo en la tabla,
son:

A Mejor uso de la estructura al identificar el trinomio cuadrado perfecto como
estructura principal. Expresar la respuesta como binomio al cuadrado.

B Mejor uso de la estructura al identificar el trinomio cuadrado perfecto como
estructura principal. Expresar la respuesta como producto de binomios.

C  No elegir el mejor uso de la estructura. Identificar y realizar el binomio al

cuadrado, y, posteriormente, reducir y factorizar.

Soélo realizar la ley distributiva y no continuar.

No expresar en la forma factorizada mas simple.

Error por cancelar los paréntesis al cuadrado y reducir el resto de la expresion.

UN Error por cancelar los paréntesis al cuadrado mas error de signos o de calculo
al reducir el resto de la expresion.

c m O

En el segundo renglon de la tabla se presenta el reactivo. En la primera y segunda
columnas se observan los procedimientos considerados, en la tercera su cddigo,
en la cuarta, identificada como C/S/], si dichos procedimientos fueron considerados
como respuestas correctas / semi-correctas (avance sin error pero sin terminar) /
incorrectas (error inicial/avance inicial correcto con error posterior).

En la ultima columna se presenta el valor que se le da al sentido estructural
reflejado por ese procedimiento, con base en las anteriores cuatro columnas,
que corresponden a los cuatro descriptores. Como se sefald en el apartado
anterior, un guion (=) implica que con esa respuesta no se esperaba que se
mostrara ese descriptor y una X implica que si se esperaba, pero no se observo
el descriptor. Cuando el procedimiento lo permite, puede mostrarse un descriptor
mas de una vez, por lo que hay columnas que muestran mas de una letra.

Por ejemplo, la respuesta A implica que primero se vio el numerador de la
expresion como un trinomio cuadrado perfecto en el que uno de los términos
es un binomio, lo cual muestra un SEZ b. Posterior a la factorizacion, se redujo
la expresion que quedd en el numerador, lo cual muestra un SE1 a. El elegir
manipulaciones apropiadas para las estructuras percibidas en ambos casos
manifiesta un SE3 ¢y a respectivamente. Como se contesta correctamente un
ejercicio con expresiones en dos niveles, se observa un SE4 d. La suma de los
valores correspondientes a los descriptores manifestados indica un nivel de
sentido estructural de 24 puntos.
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NIVEL DE SENTIDO ESTRUCTURAL POR REACTIVO

Se puede observar en la tabla 4 que, al procedimiento de respuesta del reactivo
15 que manifiesta mayor nivel de sentido estructural, le corresponden 24 puntos.
Se muestra a continuacion, en la tabla 5, el maximo de puntos que pueden mani-
festarse en cada uno de los quince reactivos que, en total, suman 371 puntos.

Tabla 5. Nivel de sentido estructural maximo que fue posible mostrar en cada reactivo

Reactivo 12 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 Total
SE 23 23 16 22 21 29 13 35 24 24 33 25 30 29 24 371

Fuente: Elaboracion propia

ANALISIS ESTADISTICO

Para contestar la sequnda pregunta de investigacion, se califico el sentido estruc-
tural manifestado por cada alumno en cada reactivo en el pre-test, segun la
ponderacion de los descriptores establecidos, y se obtuvo el promedio por grupo.
Con esta informacion, se realizd una prueba Levene para comprobar la homo-
cedasticidad y una ANOVA para probar la hipotesis de igualdad estadistica de
las medias de todos los grupos:

Ho:§1 =S__E2 = SE; = SE, = SE5 = SE¢ = SE;
Hy: SE; # SEj, para algan [ # j

SE;: Media del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo i,
para i=1,2,3,45,6,7
SE;: Media del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo j,
para j = 1,2,3,4,5,6,7

Posteriormente se calcularon los incrementos de nivel de sentido estructural
manifestados por cada alumno en cada grupo (valor en el pos-test menos valor
en el pre-test), se promediaron, por grupos experimentales y de control, respec-
tivamente y se realizd una prueba t-student de comparacion de medias de
muestras independientes para probar la hipdtesis correspondiente a la tercera
pregunta de investigacion:
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Hy: B, = ASE,
H,:ASE; # ASE,

ASE : Media del cambio en el nivel de sentido estructural en los alumnos de todos
los grupos experimentales.

ASE¢ ; Media del cambio en el nivel de sentido estructural en los alumnos de todos
los grupos de control.

En caso de rechazo de la hipétesis nula anterior, seria interesante complementar
el analisis estadistico mediante una prueba ANOVA de igualdad estadistica del
promedio del cambio en el nivel de sentido estructural en los grupos, con la
hipotesis que se presenta a continuacion. Se realizaria una prueba de Levene
previa para comprobar la homocedasticidad.

Ho: ES_El - ZS_EZ - ZS_Eg = ES_E‘} = ES_ES = ES_E6 - ZS_E7
Hy: ASE; = ASE;, para algan i # j

ASE;: Media del cambio del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo
i, parai=1,2,34,5,6,7
ZS_E,-: Media del cambio del nivel de sentido estructural en los alumnos del grupo
j, para j=1,2,3,4,5,6,7

Si se diera el rechazo de la hipdtesis nula anterior, se realizaria una prueba
Duncan, con la que se compararia el promedio del cambio de los siete grupos,
para identificar los subconjuntos homogéneos.

En todas las pruebas se us6 un nivel de significancia de 5%. Los resultados
obtenidos se presentan y discuten a continuacion.

ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS
Antes de contestar las preguntas de investigacion dos y tres se presentan, como

ilustracion de las problematicas que se buscaban resolver y del cambio que se
buscaba lograr, ejemplos de las producciones de los estudiantes.
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ERRORES OBSERVADOS, RELACIONADOS CON UN SENTIDO ESTRUCTURAL POCO
DESARROLLADO

Entre los errores que puede cometer un alumno al contestar un ejercicio, hay
algunos que tienen una relacion mas evidente con un sentido estructural poco
desarrollado, es decir, que no distinga las estructuras que observa y/o no sepa
cudles son las manipulaciones validas segun dicha estructura, ni cual de ellas
es la mas eficiente. Las actividades disenadas incluyeron un énfasis en contras-
tes y variaciones que facilitaran a los alumnos discernir las diferencias estruc-
turales y procedimentales que les permitieran evitar dichos errores.

Un ejemplo es el reacomodo y operacion o concatenacion errénea de ele-
mentos en numerador y denominador. Puede verse un caso especifico en la
figura 1. En problematicas similares, en los grupos experimentales se vio una
disminucién de 58% mientras que en los de control solo de 20%.

Figura 1. Ejercicio en el que se observa un reacomodo y concatenacion erroneos de los
elementos
x+y 3

Otro ejemplo son los esquemas de tachado no validos, en este caso de expo-
nentes. Puede verse una muestra en la figura 2. En los grupos experimentales
se vio una disminucion de errores de ese tipo de 27%, mientras que en los de
control solo de 5%.

Figura 2. Ejercicio en el que se observa, después de probar con un algoritmo erréneo vy rei-
niciar el procedimiento, una correcta simplificacién de factores (c-d), un posterior esquema
de tachado erroneo de exponentes, en el que se restan los del denominador menos los del
numeradory otro error subsecuente de escribir un tnico 1 como numerador (ademas de que
se omite el signo igual entre las expresiones)

G’ sl &-n”
a’bg/

(c%{\ (a:z,bz) A

o
i o
e
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Un tercer ejemplo son los esquemas de tachado no validos de términos, los
cuales se cancelan. Puede verse un caso en la figura 3. En los grupos experi-
mentales se vio una disminucion de 49% mientras que en los de control la
disminucién fue solo de 5%. Estos fueron los tres casos en los que fue mas
notoria la diferencia en la disminucién de errores entre ambos grupos.

Figura 3. Ejercicio en el que se observa una cancelacion de términos, omitiendo los opera-
dores en numerador y denominador

s R, T
t3—8t+15 ——

gt 15

B St —24: ke o L

CAMBIO EN EL PROCEDIMIENTO SEGUIDO

Como ejemplo ilustrativo del cambio observado en la manera de proceder, en
la figura 4 se puede observar el reactivo 4 contestado por un alumno que, en
el pre-test, muestra poco nivel de sentido estructural (14 puntos, segun la guia
de evaluacion de ese reactivo), ya que comenzo por realizar una accion que le
permitiera quitar los signos de agrupacion, esto es, expandir los binomios al
cuadrado, sin darse cuenta de la estructura externa de diferencia de cuadrados
existente. Quitar signos de agrupacién como primer paso no reflexionado es
comun cuando el sentido estructural no esta suficientemente desarrollado. En
la figura 5 se presenta el mismo ejercicio, contestado por el mismo alumno en
el pos-test, en el que manifiesta mas uso de sentido estructural (22 puntos), al
percibir y aprovechar la estructura de la diferencia de cuadrados.

Figura 4. Ejercicio contestado en el que se manifiesta un menor nivel de sentido estructural

(a+8)%—(a—8)°=
ol +lbq s st b -t = 32q
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Figura 5. Ejercicio contestado en el que se manifiesta un mayor nivel de sentido estructural

(2+87-@-82=( (a4§) +la~F]

2q @ 11

Aunque el resultado es correcto en ambos casos, se considera que el seqgundo
procedimiento, implica un manejo conceptual mas profundo y significativo, mas
reflexivo antes de actuar y, por tanto, menos propenso al error que el primero
(Hoch, 2003; Hoch & Dreyfus, 2004; Molina, 2010; Jupri & Sispiyati, 2017). Esto
es, en las figuras 4 y 5 se observa que el trabajo con las actividades propuestas
tuvo un efecto positivo en la forma de proceder de este alumno al contestar este
ejercicio, lo cual es una muestra del impacto en el cambio en la forma de operar
que se logro en los participantes del estudio, segun los analisis estadisticos
presentados, que se esperaria que afectara en su desempeno en algebra mas
alla de este tema.

NIVEL DE SENTIDO ESTRUCTURAL MANIFESTADO POR LOS ALUMNOS AL INGRESAR

La segunda pregunta de esta investigacion fue: con base en la ponderacion
establecida para este estudio, {como es el promedio del nivel de sentido estruc-
tural en los alumnos, al ingresar a la universidad? Por todos los participantes,
por grupo y entre grupos. A esta pregunta se da respuesta a continuacion.

El promedio del nivel de sentido estructural (SE) inicial manifestado por los
alumnos de cada uno de los siete grupos en el pre-test, medido segun los
descriptores adaptados para ese fin dentro de este estudio, se presenta en la
tabla 6. Fue importante acreditar que ningun par de grupos tuvieran promedios
estadisticamente diferentes en un inicio, por lo que se realiz6 una prueba
ANOVA (tabla 7) que lo comprobé (significancia 0.428). Previamente se probo,
mediante una prueba Levene, que se podian asumir varianzas iguales (signi-
ficancia 0.159).
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Tabla 6. Promedio del nivel de sentido estructural inicial

Tipo Grupo Cantidad SE
de Alumnos (maximo 371)

Experimentales 1 20 4435
2 19 48.79

3 15 44.67

4 18 83.39

Control 5 27 39.22

6 17 45.06

7 18 3761

Fuente: Elaboracion propia

Dado que el valor maximo que se puede obtener en el test es 371 puntos, los
promedios manifiestan un nivel de sentido estructural pobre con el que llegaron
estos estudiantes a la universidad. El promedio obtenido por los 134 participantes
fue 48.4 puntos, esto es, 13% del maximo posible. Con esta informacion se evalta
el sentido estructural manifestado por los alumnos al ingresar a la universidad
y se responde a la sequnda pregunta de investigacion.

Tabla 7. Prueba ANOVA sobre la igualdad de medias del nivel de sentido estructural inicial

Suma de cuadrados gl Media cuadratica F Sig.
Entre grupos 27135221 6 4522537 1.000 0428
Dentro de grupos 574171.205 127 4521.033
Total 601306.425 133

Fuente: Elaboracion propia en SPSS version 23

CAMBIO EN EL NIVEL DE SENTIDO ESTRUCTURAL
La tercera pregunta de esta investigacion fue: con base en la ponderacion esta-

blecida para este estudio, icomo es el promedio del incremento del nivel de
sentido estructural en los alumnos que trabajaron con las actividades de
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ensenanza-aprendizaje disefadas con base en la Teoria de la Variacion, en
comparacion con el incremento del nivel de sentido estructural en los alumnos
que trabajaron con actividades que no contemplen dicha teoria pedagogica?
Para contestarla, se calculd el cambio del nivel de sentido estructural manifes-
tado por alumno, mediante la resta de resultados de ambos test Se presentan
los promedios por grupo en la tabla 8. Puede notarse, en la ultima columna, que
todos los grupos incrementaron su promedio.

Tabla 8. Cambio en el nivel de sentido estructural

Tipo Grupo SE inicial SE final Cambio en SE
Experimentales 1 4435 167.65 123.30

2 4879 21126 16247

3 44.67 17947 134.80

4 83.39 25822 174.83
Control 5 39.22 104.00 64.78

6 45.06 12235 77.29

7 3761 119.00 81.39

Fuente: Elaboracion propia

Posteriormente, se agruparon los datos de todos los alumnos en solo dos grupos:
experimental y control. Se observd que los participantes de los grupos experi-
mentales tuvieron un promedio de incremento superior a los de los grupos de
control (tabla 9). La prueba t-student de comparacion de medias de muestras
independientes mostro que la diferencia de los promedios de incremento en el
nivel de sentido estructural es estadisticamente significativa (tabla 10, significan-
cia 0.000). Por la prueba de Levene previa se mantiene el supuesto de varianzas
iguales (significancia 0.096).

Tabla 9. Estadisticas de los grupos experimentales y de control en conjunto

Desviacion Media de error

EXCO N Media estandar estandar
Cambio SE Experimental 72 14892 78812 9.288
Control 62 7303 65.063 8263

Fuente: Elaboracién propia en SPSS version 23
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Con la informacién de las tablas 9 y 10 se contesta a la tercera pregunta de
investigacion y se rechaza la hipotesis de que los alumnos que usaron las activi-
dades de ensenanza-aprendizaje basadas en la Teorfa de la Variacion no tuvieron
un incremento en su nivel de sentido estructural significativamente diferente
que el que tuvieron los participantes que usaron actividades sin esa base.

Tabla 10. Prueba t-student de comparacion de medias de muestras independientes

Prueba de Levene prueba t para la igualdad de medias

F. Sig t gl Sig. Diferencia
(bilateral) ~ de medias

Cambio SE  Se asumen 2811 0096 6018 132 0.000 75.884
varianzas iguales

Fuente: Elaboracion propia en SPSS version 23

Para profundizar el analisis estadistico, se llevd a cabo una prueba ANOVA con
los promedios de los siete grupos, con la que se confirmé que habia al menos
un par de ellos cuyas medias no eran estadisticamente iguales (tabla 11, signi-
ficancia 0.000). Previamente se prob¢ la homocedasticidad, mediante una prueba
Levene (significancia 0.119).

Tabla 11. Prueba ANOVA para comparar las medias de los incrementos en el nivel de
sentido estructural

Suma de Media

cuadrados gl cuadratica F Sig.
Entre grupos 226934.645 6 37822441 7233 0.000
Dentro de grupos 664124311 127 5229.325
Total 891058955 133

Fuente: Elaboracion propia en SPSS version 23

Mediante una prueba Duncan de subconjuntos homogéneos, se determind qué
grupos formaban subconjuntos entre si (tabla 12). Se recordara que los grupos
1 al 4 son los experimentales y los grupos 5 al 7 son los de control. Puede
observarse que se forman cuatro subconjuntos. En el primer subconjunto estan
solamente los tres grupos de control. El sequndo subconjunto es el tnico que
incluye grupos mezclados de experimentales y de control, pues retne al grupo 1,
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cuyos resultados fueron los menores entre los grupos experimentales, con los
grupos 6y 7, cuyos resultados fueron los mayores entre los grupos de control.
Los ultimos dos subconjuntos estan formados solo por grupos experimentales.

Tabla 12. Prueba Duncan de subconjuntos homogéneos para las medias de los incremen-
tos en el nivel de sentido estructural

Subconjunto para alfa = 0.05

GPO N 1 2 3 4
Duncan?” 5 27 64.78

6 17 7729 7729

7 18 8139 81.39

1 20 12330 12330

3 15 134.80 134.80

2 19 16247 16247

4 18 174.83

Sig. 0514 0.068 0121 0113

Se visualizan las medias para los grupos en los subconjuntos homogéneos.
a. Utiliza el tamano de la muestra de la media arménica = 18.604.

b. Los tamanos de grupo no son iguales. Se utiliza la media arménica de los tamanos de
grupo. Los niveles de error de tipo | no estan garantizados.

Fuente: Elaboracién propia en SPSS version 23

CONCLUSIONES

Vega-Castro, Molina y Castro (2012) se apoyaron en los descriptores del sentido
estructural de Hoch y Dreyfus (2006), los complementaron y adaptaron para
evaluar el sentido estructural en estudiantes de bachillerato en simplificacion
de fracciones algebraicas que involucraban igualdades notables. Observaron
cémo el nivel de sentido estructural mostrado, que fue alto en 40% de los casos
y bajo en 36% de los casos, se veia afectado por el tipo de estructura algebraica
usada. En la investigacion aqui reportada se partio también de la determinacion
de las caracteristicas y la ponderacion de descriptores que se usaron para
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evaluar el nivel de sentido estructural de los alumnos. La aportacion de este
estudio es la propuesta y puesta a prueba de actividades de ensenanza-apren-
dizaje, con base en la Teoria de la Variacion (Marton, 2015), que fomentaran el
desarrollo del sentido estructural en alumnos universitarios, las cuales tuvieron
un efecto positivo, como se presentd en el apartado de resultados y se comenta
en esta seccion.

Los resultados obtenidos en el examen diagnostico permiten concluir que
los alumnos llegan a la universidad con un sentido estructural poco desarrollado,
ya que el promedio de su nivel fue 484, de 371 puntos posibles (13%). De los
134 alumnos, 112 mostraron menos de 100 puntos al inicio de la investigacion
(57 de los grupos experimentales y 55 de los grupos de control). Esto es con-
gruente con las investigaciones mencionadas al principio de este texto, en las
que los participantes mostraban un proceder mas operacional que estructural,
probablemente debido a las decisiones pedagdgicas de sus profesores anteriores
(Hoch 2003, Mason et al, 2009 y Skemp 1976). No se encontrd ningun grupo
cuyo promedio inicial de nivel de sentido estructural fuera significativamente
diferente a algun otro.

Este estudio contribuye, por tanto, a la linea de investigacion sobre el sentido
estructural al identificar que, aunque se ha escrito en publicaciones anteriores
sobre la necesidad de desarrollar el sentido estructural en los alumnos a lo largo
de todas sus etapas académicas, la problematica persiste, por lo que los esfuer-
Z0s para probar estrategias para resolver dicha problematica, como los realizados
en esta investigacion, deben continuar.

Al analizar los incrementos en el nivel de sentido estructural manifestados
por los participantes, con promedios grupales de 148.92 puntos para los expe-
rimentales y 73.03 puntos para los de control, se observa que las clases en
general promueven el desarrollo de dicho sentido, sin embargo, en las clases
con actividades basadas en la Teoria de la Variacion (Marton, 2015) se pudo
lograr un avance significativamente mayor. Incluso en los cuatro subconjuntos
homogéneos formados segun el promedio de avance mostrado, sélo en el segun-
do se incluyen grupos combinados: los dos de control con mayor avance con el
experimental con menor avance. Los resultados obtenidos después de la inter-
vencion son congruentes con lo que se ha reportado sobre lo complejo y tardado
que resulta desarrollar el sentido estructural, ya que requiere abstraer las rela-
ciones dentro de una expresion y entre varias expresiones, como concluyeron
Banerjee y Subramaniam (2005). Kieran (2018) coincide en que desarrollar la
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capacidad de ver la estructura es un proceso largo que necesita reinventarse
con cada nuevo objeto matematico que se observa.

Cabe agregar que, de los 20 alumnos que obtuvieron mas de 300 puntos
en el pos-test, 18 fueron de los grupos experimentales. Por otro lado, de los 48
estudiantes que obtuvieron menos de 100 puntos en el pos-test, s6lo 17 fueron
de los grupos experimentales.

Las actividades usadas en la intervencion con los grupos experimentales,
basadas en la Teoria de la Variacién (Marton, 2015) y el andamiaje que se
promueve en la ensefanza con variacion china (Gu et al, 2004), que incluyeron
contrastes, variaciones y andamiajes cuidadosamente planeados, mostraron ser
significativamente mas utiles para integrar intencionadamente el desarrollo del
sentido estructural dentro del aprendizaje de diversos temas algebraicos, en
comparacion con actividades que no tuvieron ese diseno. Aunque los resultados
fueron obtenidos al trabajar con expresiones algebraicas racionales y sus pre-
rrequisitos, se considera que pueden conseguirse resultados similares al elabo-
rarse y probarse actividades con disenos semejantes a los usadas en esta
investigacion, para diversos temas algebraicos, por lo que el aporte a la mate-
matica educativa abarcaria el algebra en general, no solo las expresiones
mencionadas.

Esta investigacion corrobora la presencia de un sentido estructural poco desa-
rrollado en los alumnos de nuevo ingreso a la universidad, lo que sugiere la
necesidad de que el desarrollo del mismo sea promovido desde las primeras
etapas de la ensenanza-aprendizaje de las matematicas, con actividades que
tengan un diseno con una base similar a la presentada en este estudio, en la que
se tomen en cuenta los errores comunes que cometen los alumnos y las caracte-
risticas propias de los temas algebraicos para la determinacion de los aspectos
criticos, los contrastes y los patrones de variacion e invariacion necesarios para
tematizarlos, como propone la Teoria de la Variacion (Marton, 2015). Dicha promo-
cion debe continuar durante toda la formacion académica de los alumnos, para
que éstos aprovechen las ventajas que ofrece el tener un sentido estructural mas
desarrollado a lo largo de ella y lleguen mejor preparados a la universidad.

La propuesta de intervencion a nivel universitario presentada probo ser Util
y se considera conveniente continuar esta investigacién mediante la elaboracion
de actividades de ensenanza-aprendizaje para el resto de los temas del curso,
con el fin de lograr un desarrollo del sentido estructural ain mayor, en beneficio
de los alumnos.
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APENDICE

Reactivos usados en las evaluaciones anterior y posterior a la intervencion

1) Expresa en la forma factorizada mas simple:
(x+3)2—12(x+3)+ 36 =

2) Factoriza completamente la expresion:
81x*y? — 36x*z° =

3) Expande la expresion y exprésala como el
polinomio mas reducido:

(m?n® — 6p*)? =

4) Expresa en su forma mas simple:
(a+8)?—(a—8)?%=

5) Expresa en su forma mas simple:

7e+7f
de+af

6) Expresa en su forma mas simple:

xy?-9x _
(y-3)2

7) Expresa en su forma mas simple:
x+yz _
x+y

8) Expresa en su forma mas simple:
t2+5t-24 _
t2-8t+15

9) Expresa en su forma mas simple:
m-n

n-m

10) Expresa en su forma mas simple:
a-5 _
az-25

11) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:

a-b c—d
c—d ' a2-p2 =

12) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:
(t+1)? | t+1
t-1 = (t-12

13) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:
1 1 _
x2—4x+4  (x—-2)(x+2)

14) Realiza la operacion y expresa la respuesta
en su forma mas simple:

w-3 1

w2-9  w+3

w+3

15) Expresa en la forma factorizada mas simple:
(x+3)2-12(x+3)+36 __
(x+3)2 -
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