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Definiciones e imagenes del concepto de angulo

y su medida en estudiantes que inician la
educacion superior

Definitions and images of the concept of angle and its
measurement among students who are beginning their
undergraduate studies

Yanira Pachuca Herrera®
Gonzalo Zubieta Badillo?

Resumen: El titulo de este escrito provoca a priori desconcierto, pues el lector
podria considerar que el concepto de angulo y su medida, estd superado por
los estudiantes al iniciar una licenciatura, no obstante, aunque algunas difi-
cultades reportadas en la literatura si lo estan, otras todavia persisten. En
matematicas la definicion de un concepto resulta relevante, sin embargo, en
la practica los estudiantes recurren usualmente a la imagen evocada del con-
cepto, lo que con frecuencia les trae dificultades para realizar una tarea espe-
cifica. Se diseno6 un cuestionario basado en la nocién de angulo y su medida.
Los ftems fueron contestados por 22 estudiantes mexicanos del primer semestre
de la Licenciatura en Fisica y Matematicas. Para conocer las imagenes y defi-
niciones, se aplico el modelo de Tall y Vinner. Encontramos una amplia variedad
en las definiciones personales de dngulo de los estudiantes, que no son una
memorizacion de las definiciones dadas en los cursos o en los libros de texto.
Ademads, no poseen una unica imagen del concepto de angulo y su medida,
pues evocan diferentes imagenes segun el problema a resolver.
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Palabras clave: dngulo; medida de dngulo; definicion del concepto; imagen
del concepto; nivel superior.

Abstract: The title of this paper causes a priori bewilderment, because the reader
might consider that the concept of angle and its measurement is understood
by students starting a bachelors degree; however, although some difficulties
reported in investigations has been overcome, others still persist. In mathematics,
the concept definition is relevant, however, in practice, students usually resort
to the evoked concept image, which often makes it difficult for them to perform
a specific task. A questionnaire was designed based on the notion of angle
and its measurement These questions were answered by 22 Mexican under-
graduate students. To identify students’ images and definitions, the Tall and
Vinner's model was applied. We found a wide variety in the students’ personal
definitions of angle, which are not memorization of definitions given in their
courses or textbooks. In addition, they do not have a single image concept of
angle and its measurement, because they evoked different images according
to the problem to be solved.

Keywords: angle; angle measurement: concept definition; concept image; under-
graduate level.

INTRODUCCION

El dngulo y su medida forman parte del estudio de la geometria y la trigonome-
tria. El dominio de estos conceptos es esencial en el aprendizaje de otros cursos
de niveles avanzados como: Calculo, Geometria Analitica, Mecanica, Estatica y
otros. Sin embargo, como resultado de una investigacion previa llevada a cabo
con profesores de la educacion media superior y alumnos del nivel superior,
encontramos la falta de un entendimiento solido del concepto de medida de
angulo, al mostrar dificultades para interpretar el argumento de la funcion tri-
gonomeétrica seno, cuando la unidad de medida es un numero real. Pero {cual
es el origen de estas dificultades? ¢EI concepto de angulo? éiLa medida del
angulo? Estas son algunas de las preguntas que estamos valorando y necesi-
tamos responder.
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Si tomamos en cuenta las investigaciones donde se reporta que, desde la
ensenanza elemental, los estudiantes muestran dificultades en el aprendizaje del
angulo y su medida (White y Mitchelmore, 2003; Browning, Garza-Kling y Sundling,
2007; Keiser, 2004), y puesto que existen pocas investigaciones relacionadas con
estos conceptos en la ensenanza superior, donde se esperaria encontrar menos
dificultades, hemos considerado importante llevar a cabo el siguiente estudio
donde nuestro objetivo es conocer la definicion e imagen del concepto de angulo
y su medida en estudiantes que inician la educacion superior. Los resultados de
esta investigacion nos permitiran tener un acercamiento al conocimiento real de
los estudiantes sobre estos conceptos al iniciar su formacién en cursos avanzados
de Matematicas o Fisica; saber si las dificultades reportadas en investigaciones
realizadas en los niveles elementales persisten en los niveles avanzados y, por
ultimo, proporcionar a los profesores de dichos cursos elementos para el disefio
de actividades que permitan al estudiante tener un mejor desempeno.

ANTECEDENTES
DEFINICIONES DE ANGULO ENCONTRADAS A LO LARGO DE LA HISTORIA

El concepto de angulo, esencial en la teoria matematica, fue concebido desde
perspectivas diferentes por matematicos y filésofos. En la obra de Heath (1956),
volumen |, hay una recopilacion histérica de las diferentes definiciones dadas
sobre el dngulo, al tomar como punto de partida las definiciones 8 y 9 de Eucli-
des. Estas definiciones son las siguientes:

8. Un angulo plano es la inclinacion mutua de dos lineas que se encuentran una
a otra en un plano y no estan en linea recta.

9. Cuando las lineas que comprenden el angulo son rectas, el angulo se llama
rectilineo (Heath, 1956, p. 176, nuestra traduccién).

Hay otra resena historica del concepto de angulo en los articulos de Matos (1990
1991) cuyo objetivo es comprender las formas en que los matematicos enten-
dieron el angulo, las propiedades que le atribuyeron al concepto y los problemas
que resolvieron o no al utilizarlo. Matos (1990) plantea que surgieron debates
sobre la naturaleza del angulo al tratar de responder la pregunta éa qué cate-
goria aristotélica de cualidad, cantidad o relacién pertenece un angulo de
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acuerdo a su definicion? En Matos (1991) contintia la discusion sobre la nocion
de angulo, cita la definicion dada por Hilbert y expresa que ésta es aceptada
por muchos matematicos contemporaneos y utilizada en las matematicas esco-
lares en algunos paises. Hilbert (1971) definio el dngulo de la siguiente
manera:

Sea a un plano cualquiera, y h, k dos semirrayos diferentes que parten de un punto
O en ay que pertenecen a rectas distintas. El sistema de estos dos semirrayos h, k
se llama angulo y lo designaremos con #(hk) o con #(k h) (Hilbert, 1971, p. 11,
nuestra traduccién).

En sus conclusiones, Matos (1991) senala que la discusién sobre la naturaleza
del dngulo aun no ha terminado y que no solo fue abordada por matematicos,
sino también por fisicos quienes estaban interesados en cuestiones relativas
a la medida del angulo. Menciona también que los angulos estan asociados
con las rotaciones y con las medidas de eventos periodicos, e indica un con-
cepto innovador de angulo: el dngulo como cantidad de giro.

Basta con observar las obras de Heath (1956) y Matos (1990; 1991) para
constatar la transformacion de la definicion de angulo con el paso del tiempo,
y darse cuenta de como cada definicion se cred para resolver los problemas de
acuerdo a las necesidades en el campo que estudiaba su autor.

DEFINICIONES DE ANGULO EN ALGUNOS TEXTOS ESCOLARES
SUGERIDOS COMO LIBROS DE CONSULTA

En los cursos de geometria elemental, se define el dngulo en forma conveniente
para el estudio de los triangulos, los criterios de congruencia, semejanza, para-
lelismo, etcétera. Esta forma se muestra en las siguientes definiciones de dos
libros de geometria consultados en el bachillerato. En Moise y Downs (1986) el
angulo se define como sigue: “Si dos rayos tienen el mismo origen o extremo,
pero no estan en la misma recta, entonces su reunion es un angulo. Los dos
rayos se llaman los lados del angulo y el extremo comun se llama el vértice”.
(Moise y Downs, 1986, p. 75). Esta definicion excluye los angulos de 0° 180°y
360° y los angulos de mas de una vuelta y negativos. Para ilustrarla, anaden
las siguientes figuras, que bastan para una adecuada definicion en el contexto
geometrico (figura 1).
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Un angulo es una figura como una de éstas:
P P p

3 x 3 5
> o > X o >X

Figura 1. Angulo definido como pares de semirrectas con un origen comtn (Moise y Downs, 1986, p. 75).

Mientras en Baldor (1983) el angulo se define asi: “Angulo es la abertura for-
mada por dos semirrectas con un mismo origen llamado ‘vértice’. Las semirrectas
se llaman ‘lados’ [.]". (Baldor, 1983, p. 22). Esta concepcion excluye angulos de
0° angulos de mas de una vuelta y angulos negativos. Esta definicion la ilustra
con las figuras siguientes (figura 2).

A

2

A

Figura 2. Angulo definido como abertura (Baldor, 1983, p. 22).

Observemos que, en las ilustraciones de estos dos libros, todos los dngulos tienen
un rayo horizontal respecto a la pagina. Ademas, en las figuras de angulo de la
primera definicion no hay un arco a diferencia de las figuras en la segunda
definicion. En Moise y Downs (1986) es hasta después de definir la medida de
un angulo que los autores indican con un arco el angulo del cual se desea
obtener su medida, sequramente para evitar la ambigtiedad de no saber si se
refieren al angulo convexo o cdncavo.

En textos de calculo consultados en la educacién superior como Spivak
(1993), Ayres y Moyer (1991) y Leithold (1992) aparece la definicion de angulo
como preambulo al estudio de las funciones trigonomeétricas; sin embargo, esta
definicion aparece de forma diferente a la dada en geometria, pues ésta se
amplia y ahora los angulos se definiran a través de angulos dirigidos u orien-
tados. Por ejemplo, en Spivak (1993) aparece lo siguiente:
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En geometria elemental, un angulo es sencillamente la union de dos semirrectas
con un punto comun inicial [..] Mas Utiles para la trigonometria son los ‘angulos
dirigidos), los cuales pueden ser considerados como pares (1,1, ) de semirrectas con
el mismo punto inicial (Spivak, 1993, pp. 425-426).

Spivak anade la siguiente figura (figura 3).

Figura 3. Angulos dirigidos (Spivak, 1993, p. 426.)

Ayres y Moyer (1991) mencionan lo siguiente respecto al angulo plano:

Mas comunmente, puede pensarse que un angulo plano se genera si se gira (en
un plano) una linea dﬁ posicién inicial OX a la posiciérgrminal OP. Entonces, O
es otra vez el vértice, OX al que se llama lado inicial, y OP'se llama lado terminal
del angulo (Ayres y Moyer, 1991, p. 1).

Con la figura siguiente ilustran su definicion (figura 4).

"
0«‘*‘“\“
of
W

LADO INICIAL

Figura 4. Angulos planos generados a través de giros (Ayres y Moyer, 1991, p. 2).
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Leithold (1992) escribe lo siguiente:

Cualquier angulo es congruente con el angulo que tenga su vértice en el origen 'y
un lado, llamado lado inicial, sobre el lado positivo del eje x. Un angulo tal se dice
que esta en posicion normal. La Figura 5 muestra un angulo AOB en posicion normal
con OA como lado inicial. El otro lado, OB, se llama lado terminal. EI angulo AOB
puede ser formado girando el lado OA hasta el lado OB [..] (Leithold, 1992, p. 61)

El autor ilustra la definicion con la figura siguiente, que incluye ejes cartesianos
(figura 5). v

A

Figura 5. Angulo en posicion normal (Leithold, 1992, p. 61).

Estas tres definiciones incluyen angulos positivos, negativos, de 0°, 180°, 360° y
angulos de mas de una vuelta. Cabe destacar que en las ilustraciones de los
angulos de las figuras 4 y 5 todas tienen un lado alineado con la horizontal.
Mientras que solo en la figura 4 se representan angulos negativos y de mas de
una vuelta. Todas estas definiciones (las dadas en geometria y en trigonometria)
descartan la posibilidad de que al menos uno de los lados del angulo pueda
ser una linea curva.

En resumen, encontramos distintas definiciones de angulo tanto en geome-
tria como en trigonometria, esta diversidad tiene que ver con el objetivo que
pretende cada autor, y esta ajustada a la estructura matematica de la que se
estd haciendo uso.

MEDIDA ANGULAR
Haremos referencia a Moise y Downs (1986), quienes escriben: “Asi como medi-

mos segmentos con una regla, medimos angulos con un transportador”. En
seguida agregan lo siguiente: “El numero de grados de un angulo se llama su
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medida. Si hay r grados en el 4 PQR, entonces escribimos m# PQR= r". (Moise
y Downs, 1986, p. 81).

Por otra parte Baldor (1983), en la seccion titulada medida de angulos sefala
que: “Medir un angulo es compararlo con otro que se toma por unidad” (Baldor,
1983, p. 23).

LA MEDIDA ANGULAR EN LA PRACTICA

En la escuela, la medida angular se obtiene usualmente utilizando al menos
uno de los siguientes recursos: comparacion con angulos de referencia, uso del
transportador y el uso de postulados y definiciones. A continuacion describimos
estos recursos.

Comparacion con angulos de referencia. Se puede aproximar la medida de
un angulo al tomar como referencia angulos cuya medida es conocida, por
ejemplo, el angulo recto cuya medida es de 90° el llano que mide 180° el angulo
agudo (mide menos de 90°), entre otros. Por ejemplo, se puede saber una medida
aproximada del angulo de la figura 6, si tomamos como referencia el angulo
recto, entonces la medida del angulo seria aproximadamente la mitad de la
unidad que es el angulo recto.

Figura 6. Ejemplo de un angulo del cual se desea conocer su medida.

Uso del transportador. Para obtener la medida de un angulo podemos utilizar
como herramienta el transportador. Esta herramienta utiliza el grado como uni-
dad de medida.

Uso de postulados y otras definiciones. Para determinar la medida de angulos
pueden usarse postulados y otras definiciones como: el postulado de la adicion
de angulos, la definicion de par lineal, de angulos suplementarios, entre otros.
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INVESTIGACIONES RELACIONADAS CON LA ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DEL ANGULO Y SU MEDIDA

Varias investigaciones reportan que, desde la ensenanza elemental, los estu-
diantes muestran dificultades en el aprendizaje del concepto de angulo, como
las de White y Mitchelmore (2003), Browning y Garza-Kling y Sundling (2007)
quienes se enfocaron en la formacion del concepto de angulo a partir de expe-
riencias fisicas. Otra, es el trabajo de Keiser (2004), quien hizo una comparacion
entre la evolucion que ha tenido el concepto de angulo a través de la historia,
y las concepciones del estudiante en tres direcciones: en cuanto a la medida
del angulo, si los angulos pueden incluir curvas y las dificultades en concep-
tualizar angulos de 0°, 180° y 360°. Todos estos trabajos se llevaron a cabo
con estudiantes de niveles de educacion basica.

Algunos de los resultados encontrados en estas investigaciones, como los
de White y Mitchelmore (2003), sefialan que el concepto de dangulo es un
concepto multifacético dificil de aprender, al encontrar en los estudiantes
dificultades al identificar los lados que forman un angulo, por ejemplo, el que
se forma al abrir una puerta al no haber un lado visible o con los dangulos de
inclinacion debido a que no estan familiarizados con la idea del angulo que
se forma con la horizontal. Ademas, mencionan que les fue dificil determinar
lo que los estudiantes intentaban comunicar cuando se les pidié que definie-
ran el concepto de angulo.

Mientras, Browning, Garza-Kling y Sundling (2007) mencionan que los estu-
diantes tienen nociones de angulo tan limitadas que tienen dificultades en
proporcionar una definicion matematica adecuada para el término y, en cambio,
describen lo que estamos midiendo cuando medimos un angulo, por ejemplo,
cuando mencionan que un angulo es la “cantidad de grados” o “el numero de
grados’. Ademas, con frecuencia no reconocen que dos angulos tienen la misma
medida si estan orientados en direcciones no estandar, y agregan que algunos
adultos aun luchan con la identificacién de angulos de 90 grados que no tienen
un rayo horizontal.

Entre otras dificultades, los estudiantes tienden a atribuir la medida de un
angulo a la longitud de los segmentos de recta que lo constituyen, algunos
consideran que en el dibujo de las letras R o P puede haber angulos al mirar
intersecciones entre lineas y curvas, es decir, ellos observan dos lineas que se
‘conectan” en un punto; en cambio en el dibujo de Ia letra S no puede haber
angulos porque no observan intersecciones en ningun lado, puesto que
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mencionan “es un solo trazo”. No conciben un angulo de 180 grados porque no
ven dos lineas que se conectan y el angulo de 360 grados no lo consideran un
angulo al no visualizar dos lados que se unen ‘en una esquina”. También es
probable que los estudiantes de los niveles basicos carezcan de un vocabulario
adecuado para formular descripciones claras del angulo (Keiser, 2004).

En cuanto a la medida angular, Pachuca (2014) reporta que profesores de
la educacién media superior y alumnos del nivel superior tienen dificultades
para interpretar el argumento de la funciéon trigonométrica seno, cuando la
unidad de medida es un numero real. En las respuestas, cuando se les pide
evaluar la funcion seno en un numero real cualquiera, eligieron la medida
angular al relacionar el valor del argumento con algun simbolo, numero, o
expresion matematica conocido por ellos, por ejemplo, cuando el valor del argu-
mento era 180 lo consideraron como grados al asociar el numero 180 con 180°
aun cuando el nimero 180 no tenia el simbolo de grados o simplemente le
agregaron el simbolo de grados. Cuando en el argumento aparecia el valor T,
por ejemplo, en 180/m consideraron como medida angular los radianes porque
asociaron el numero 1 con radianes. Para nameros como -7, o 0.357 algunos
no sabian interpretar el argumento. Mientras, Akkoc (2008) reporta que profe-
sores en formacion tuvieron dificultades con el concepto de radian, ademas de
evidenciar que la imagen del concepto de grado predomina sobre la de radian
concluyendo que estas dificultades podria causar problemas para comprender
las funciones trigonomeéricas.

MARCO TEORICO

Entre los enfoques que estudian la formacion de conceptos, tenemos el desa-
rrollado por Tall y Vinner (1981) quienes confrontan los conceptos matematicos
como se definen formalmente y los procesos cognitivos mediante los cuales
son concebidos. Estas ideas se formalizaron a través de la llamada imagen
del concepto y la definicion del concepto.

De acuerdo a Vinner (2011) el concepto es una idea evocada en nuestra
mente cuando escuchamos o vemos el nombre del concepto. El concepto existe
solo en nuestra mente y puede ser considerado algo abstracto. Por su parte, el
nombre del concepto es una entidad linguistica, usualmente llamada una nocion
o un término que tiene un aspecto fisico (visual o vocal). Segun Vinner (2002),
cuando vemos o escuchamos el nombre de un concepto, algo es evocado en
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nuestra memoria, y lo evocado usualmente no es la definicién del concepto sino
lo que ély Tall denominaron ‘imagen del concepto’. Esta imagen es algo no
verbal asociado en nuestra mente con el nombre del concepto, puede ser una
representacion visual del concepto cuando tenga representaciones visuales,
imagenes mentales, una coleccion de impresiones o experiencias, y estas pueden
traducirse a formas verbales.

En el caso del concepto de angulo, la imagen del concepto que se crea en
la mente de los estudiantes esta compuesta por las diferentes representaciones
que recuerdan relacionadas con dicho concepto, junto con las distintas propie-
dades que el estudiante le asocia. Esta imagen es personal, puede variar de
persona a persona o de una cultura a otra, por lo tanto, sélo es posible hablar
de una imagen conceptual en relacion con un individuo en particular.

Tall y Vinner (1981), también introducen el término ‘imagen evocada del
concepto” para describir la parte de la memoria evocada en un tiempo dado o
en un contexto dado, es decir, aquella porcion de la imagen del concepto acti-
vada en una situacion particular, lo cual no es necesariamente todo lo que un
cierto individuo sabe sobre una nocion particular.

Para Tall y Vinner (1981) la “definicion del concepto” se entiende como una
definicién verbal que explica con precision el concepto. La definicion del con-
cepto abarca desde la definicion formal, es decir, la aceptada por la comunidad
cientifica en su conjunto, hasta la definicion personal del concepto, la cual se
usa para expresar con nuestras propias palabras la definicién de un concepto.
La definicién personal puede diferir de la formal y se utiliza para construir o
reconstruir la definicion formal del concepto.

Vinner (2002) dice que al plantear una tarea cognitiva al alumno, al parecer
algunos profesores esperan que en los procesos intelectuales relacionados con
la realizacion de una tarea determinada, los estudiantes basen sus razonamien-
tos principalmente en las definiciones formales del concepto mientras sus ima-
genes del concepto juegan un papel secundario. Vinner y Hershkowitz (1980)
representan esto con el diagrama de la figura 7, donde las flechas indican
diferentes formas de funcionamiento de un sistema cognitivo.
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un comportamiento intelectual
(unarespuesta)

Q)

IMAGEN DEL CONCEPTO

DEFINICION DEL CONCEPTO

-

La parterelevante de |z
estructura cognitiva.

-
-
-

-
-
-

-
-
o

_>‘

Entrada

(1) (2)

Figura 7. Modelo de actividad mental de los estudiantes esperad
y Hershkowitz (1980).

una tarea cognitiva (identificacién o
construccién)

o por los profesores, adaptado de Vinner

Pero, desafortunadamente, la practica es diferente. Aqui, explica Vinner (2002),
la celda de definicién del concepto, incluso si no es nula, no se consulta durante
el proceso de resolucion de problemas. Los habitos de pensamiento de la vida
cotidiana toman el control, y el encuestado no esta consciente de la necesidad
de consultar la definicion formal. Por lo tanto, un modelo mas apropiado, para

los procesos que ocurren en la practica, es el sig

Salida T

uiente (ver la figura 8):

——

| IMAGEN DEL CONCEPTO |

DEFINICION DEL CONCEPTO
[nactiva o no existente

\

Entrada T

Figura 8. Modelo real de actividad mental de muchos estudiantes, adaptado de Vinner y Hershkowitz

(1980).
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Vinner (2002) agrega que el aprendizaje de las mateméticas impone a los estu-
diantes ciertas maneras de pensar distintas al aprendizaje cotidiano, pues las defi-
niciones juegan un rol fundamental, y se espera que los estudiantes entiendan que
el significado de un concepto esta determinado por su definicion formal y no por
sus puntos de vista previos sobre el concepto. Este seria el proceso deseable, sin
embargo, si se toma en cuenta que la mente de los estudiantes tiende a basarse en
su imagen del concepto y no en su definicion, puesto que esta definicion se
vuelve inactiva por ser dificil de entender, porque nunca la aprendieron, porque
se olvida o se ignora, entonces se deberia hacer un esfuerzo por formar image-
nes correctas en la mente del estudiante. De hecho, Vinner y Hershkowitz (1980)
muestran los resultados de una prueba aplicada a estudiantes de grados 7, 8 y
9 relacionados con figuras geométricas como el angulo. Encontraron que los
angulos obtusos con un rayo horizontal son identificados mas facilmente que
otros angulos obtusos colocados en una posicion distinta. De este resultado
comentan que los profesores y los libros de texto tienden a dibujar angulos con
un rayo horizontal, y como resultado de este hecho la imagen del concepto
puede contener dngulos obtusos con un rayo horizontal.

Finalmente, Vinner (2002) sefala que se deben proponer ejemplos o tareas
que permitan al estudiante ver los conflictos que pueden surgir entre la imagen
del concepto que posee y la definicion formal del concepto, discutir esos con-
flictos con la intencion de convencer al estudiante sobre el rol tan importante
que juegan las definiciones en los contextos técnicos, particularmente en mate-
maticas. Es decir, solo si se le plantean tareas que no pueda resolver correcta-
mente refiriendose solo a su imagen del concepto, se le podria convencer de lo
conveniente que es utilizar la definicion del concepto.

PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Para este estudio se formularon las siguientes preguntas de investigacion que
nos sirvieron de guia:

» (Qué definiciones tienen los estudiantes del angulo al iniciar la ensenanza
superior?

» (Qué imagenes evocan los estudiantes del angulo y su medida, al contestar
ftems relacionados con estos conceptos?
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METODO

El método de nuestro estudio es cualitativo. Este tipo de método es particular-
mente apropiado cuando el proposito es examinar las ‘formas de expresion”
propias a cada individuo, es decir, los conceptos, percepciones, imagenes men-
tales, etc, manifestadas en el lenguaje de los participantes, ya sea de manera
individual, grupal o colectiva (Sampieri, 2018). Investigamos las imagenes y
definiciones del concepto de angulo y su medida en estudiantes universitarios.
Como técnicas de recoleccion de datos, utilizamos un cuestionario y entrevistas
semiestructuradas individuales. La muestra elegida para aplicar el cuestonario se
obtuvo a través de un muestreo por conveniencia. Participaron un total de 22
estudiantes de primer semestre de la Licenciatura en Fisica y Matematicas (17
a 19 anos) de una universidad publica de la Ciudad de México. Su preparacion
era variada puesto que provenian de escuelas del nivel medio superior publicas
y privadas, de la Ciudad de México y de otros estados de la Republica Mexicana.
Consideramos estudiantes de esta licenciatura puesto que en los hechos, en el
area de las ciencias exactas se encuentran, en promedio, los estudiantes con
mayor dominio de las matematicas.

Iniciamos nuestra investigacion aplicando un cuestionario escrito de 12 items
relacionados con el angulo y su medida. En su diseno se tomaron en cuenta
las dificultades reportadas en investigaciones previas, se revisaron los planes de
estudio desde los niveles basicos hasta el bachillerato, con el fin de identificar
los aspectos clave que el estudiante debe poseer al iniciar el primer semestre
de su carrera. Los aspectos a considerar son: definicion de angulo, representacion
grafica de un angulo, distintos tipos de angulos y medida de un angulo. Su
elaboracion también se baso en Vinner (2002) quien sefala que un método
natural para aprender acerca de la definicién del concepto de un individuo es a
través de preguntas directas, como por ejemplo, (qué es una funcion?, puesto que
las definiciones son verbales y explicitas, mientras que para aprender acerca de la
imagen del concepto, se deben plantear preguntas indirectas puesto que la imagen
del concepto puede ser verbal e implicita.

En este articulo presentamos el andlisis de las respuestas a cuatro items, mos-
trados en el anexo. Esta seleccion se baso en el hecho de que en los items restantes,
los estudiantes no mostraron dificultades en sus respuestas, o bien no aportaron
informacion relevante adicional para este estudio. El item 1 nos ayudara a responder
la primera pregunta de investigacion: {qué definiciones tienen los estudiantes del
angulo al iniciar la ensenfanza superior?, y los ftems 2, 4 y 10 para responder la
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segunda pregunta de investigacion: équé imagenes evocan los estudiantes del angu-
lo'y su medida, al contestar items relacionados con estos conceptos?

Los estudiantes tuvieron 45 minutos para responder el cuestionario. Se les
comentd que su participacion era voluntaria y que sus respuestas serian ano-
nimas y confidenciales. A continuacion, indicamos en la tabla 1 los propdsitos
de cada uno de los cuatro items.

Tabla 1. Descripcion de los items

ftemn

Objetivo

Intencion particular

Fundamentacion

Escribe la  defini-
cién de angulo

Conocer la definicion
de angulo que posee
el estudiante

Saber si los estudiantes
contintan definiendo el
angulo a través de su
medida

Libros de texto reportados en
los antecedentes.

De acuerdo con Browning,
Garza-Kling y Sundling (2007),
algunos estudiantes de nivel
basico definen el dngulo a tra-
vés de su medida

Dibuja un angulo
y senala cada una
de sus partes

Conocer la imagen
evocada del estudian-
tes al hacer la repre-
sentacion grafica del
angulo

Saber si la imagen del
concepto que evoca el
estudiante esta relacio-
nada con angulos en
posicion no estandar

En  Vinner y Hershkowitz
(1980) se senala que los profe-
sores y los libros de texto tien-
den a dibujar angulos con un
rayo horizontal, y como resul-
tado de este hecho la imagen
puede contener angulos con
un rayo horizontal

Determina la o las
figuras que consi-
deres &ngulos. (Ta-
chalos)

Conocer qué imagen
evoca el estudiante
para decidir si una fi-
gura dada es un an-
gulo o no

Saber si los estudiantes
consideran angulos en-
tre lineas y curvas.
Saber si los estudiantes
pueden identificar an-
gulos de 180°

De acuerdo con Keiser (2004),
algunos estudiantes de nivel
basico consideran que puede
haber angulos entre lineas y
curvas, ademas se les dificul-
ta identificar angulos de 1802

Relaciona cada
angulo con su me-
dida. (Puedes rela-
cionar las figuras
con mas de una
opcion)

Conocer la imagen
evocada al momento
de relacionar cada an-
gulo con su medida

Saber si los estudiantes
reconoce que dos angu-
los tienen la misma me-
dida, aunque estén en
diferentes posiciones

Browning,  Garza-Kling vy
Sundling (2007), reportan que
los estudiantes de niveles ba-
sicos no reconocen que dos
angulos tienen la misma me-
dida si estan orientados en
direcciones no estandar
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Después de un primer analisis de la informacion recopilada de los cuestio-
narios —detallado mas adelante—, seleccionamos algunos estudiantes para entre-
vistarlos de forma individual. El proposito de las entrevistas era conocer a partir
del lenguaje y perspectiva del estudiante, “en sus propias palabras’, su imagen
evocada. La seleccién se hizo con base en las respuestas que consideramos
proporcionaban informacion relevante. Se les informé que la intencion de la
entrevista era profundizar en sus respuestas. A las entrevistas se les aplico un
analisis tematico o de contenido (Sampieri, 2018), utilizando como referente las
preguntas de investigacion.

ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

item 1: Definicion de angulo. A cada una de las respuestas de los estudiantes
a este item se les hizo una codificacion abierta (Sampieri, 2018), utilizando
segmentos de texto de sus respuestas. Las categorias que emergieron fueron 6:
C1, C2,C3,C4, C5 y C6. A continuacion, presentamos cada categoria y su codigo,
senalando algunas respuestas que pertenecen a cada una de ellas. En cada
categoria especificamos el numero de respuestas, por ejemplo (4/22) indica que
4 de las 22 respuestas pertenecen a esta categoria.

C1: El angulo definido como apertura/abertura de segmentos (rayos o lineas) (7/22)

Ejemplo 1: “Es la apertura o separacion de dos rayos que tienen un punto en comun’.
Ejemplo 2: “Abertura que existe entre dos rayos con un origen en comun”.

C2: El angulo definido como interseccion de dos rayos (lineas o semiplanos) (4/22)
Ejemplo 1: “Es la interseccion de dos lineas diferentes las cuales tienen un punto en
comun’”.

Ejemplo 2: “Es la interseccion de dos semiplanos formados por dos rayos con un
mismo vértice”.

C3: El angulo definido a través de su medida (3/22)

Ejemplo: “Es la medida de la apertura de dos lineas que se unen en un punto”.
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C4: El 4ngulo definido como medida particular (3/22)
Ejemplo: “Es la separacion entre dos rectas perpendiculares”.

C5: Otras definiciones (2/22)
Ejemplo: “Un angulo es cuando dos rayos se cruzan entre sfi".

C6: No respondio/No conoce la definicion (3/22)
Ejemplo: “No conozco la definicion, porque no tengo una definicion muy concreta y
me falta mas informacion’.

En las respuestas se observa una amplia variedad en las definiciones personales
de angulo de los estudiantes al definirlo como: la interseccion de dos rayos/
lineas o semiplanos, la apertura/abertura de dos rayos o lineas, a través de su
medida o de una medida en particular.

ftem 2. Representacion grafica del angulo. Aqui revisamos las figuras que
hicieron los estudiantes para representar un angulo. Notamos algunas caracte-
risticas comunes que predominaban en la mayoria de las figuras. Una primera
caracteristica fue la posicion del angulo, puesto que todos los estudiantes dibu-
jaron angulos colocados de tal manera que su vértice estaba ubicado en el lado
izquierdo, uno de sus lados estaba alineado o no con la horizontal, mientras el
otro lado se hallaba por encima de éste como lo muestra la figura 9.

2. Dibuja un angulo y sefiala cada una de sus partes.

) ‘k‘

Figura 9. Ejemplo de una representacion grafica de angulo de uno de los estudiantes, con el vértice
ubicado a la izquierda y uno de sus lados alineado con la horizontal.

Otra caracteristica fue que 15 estudiantes trazaron angulos agudos, con uno de
sus lados alineado con la horizontal, de los cuales doce eran como los de la
figura 9, y tres como los de la figura 10, donde no sefalan ningun arco.
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2. Dibuja un dngulo y sefiala cada una de sus partes. A LONIL
7 ()
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Figura 10. Ejemplo de una representacion grafica de angulo de uno de los estudiantes, con uno de sus
lados alineado con la horizontal donde no sefalan ningun arco.

Los angulos que no tenfan un lado horizontal eran dngulos agudos como el de
la figura 11.

2. Dibuja un angulo y sefiala cada una de sus partes.
Iy 0 = Vérhice (Vakesecardn & e 'Q'fa—l’)
0 -
_>< ﬁ\ = Ru.'YO
v T - Ry

< hon = Angilo

Figura 11. Ejemplo de una representacion grafica de angulo de uno de los estudiantes, con uno de sus
lados no alineado con la horizontal.

18 estudiantes trazaron dos rayos, segmentos o lineas distintas que emanaban
de un punto, y en algunos casos nombraron sus partes (véanse figuras 9y 10),
mientras que los otros cuatro dibujaron dos rayos, lineas o lados distintos que
se intersecaban, y nombraron sus partes. (véase figura 11).

item 4. Imagen evocada del concepto de angulo para decidir si una figura es
un angulo o no. En el andlisis de las respuestas creamos dos categorias. En la
categoria C1 colocamos las figuras que los estudiantes consideraban como
angulos, y en C2 las que no. Se revisaron las categorias y encontramos que 5
de los 22 estudiantes consideraron la figura 12 un angulo.

Figura 12. Figura del cuestionario considerada por algunos estudiantes como un angulo.
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A continuacién, veremos un extracto de la entrevista donde el estudiante expresa
el porqué determin6 que la figura 12 es un angulo. El estudiante sera identifi-
cado como estudiante 1.

Entrevistadora: ~ éPor qué determinaste que esta figura era un angulo? [se refiere a la figura 12].

Estudiante 1: iAh! bueno, porque pues tenemos que tomar esta linea [sefala con su dedo
indice la linea horizontal de la figura 12], entonces aqui pues hay otra [sefa-
la con su dedo indice la curva en la misma figura] que hasta cierto punto
haciendo un acercamiento cada vez mas y mas grande se podria ver que ya
no conectamos en una curva si no que hay un punto en el que va a tener
un comportamiento de linea recta. Un acercamiento muy grande como ha-
cerle un super zoom.

La imagen evocada por el estudiante 1 esta asociada con una imagen formada
por dos lineas rectas diferentes con un punto en comun, que forman una cuna
0 una punta. De los cuatro estudiantes restantes que contestaron de manera
similar al estudiante 1, entrevistamos a tres de ellos y nos proporcionaron argu-
mentos similares.

Otro caso de interés es el de un alumno que sefal6 que la figura 13 no era
un angulo.

Figura 13. Figura del cuestionario que no fue considerada como un angulo por un estudiante.

Veamos a continuacién un extracto de la entrevista que se le realizd a este
estudiante, el cual serd identificado como estudiante 2.

Entrevistadora:  Esta figura [la figura 13] épor qué no la consideraste como angulo?

Estudiante 2: Es que ese me confundi un poco no sé si sea un angulo de 0 o de..si pero no,
no creo porque es una linea.

Entrevistadora: Pero esta es también una linea [se le sefala la figura 14] épor qué esta si la
consideraste un angulo y esta no?
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Estudiante 2: Bueno lo que yo observé es que aqui esta el punto [el alumno coloca su dedo
indice sobre la figura 14 del lado derecho], estd donde empieza el dngulo [ense-
guida traza una trayectoria con su dedo indice como se muestra en la figura 15]
y esta es la abertura que tiene, en esta de acé [senala la figura 13] no se ve
claramente [se refiere a que no se ve abertura de acuerdo a sus palabras].

-

Figura 14. Figura del cuestionario que fue considerada como un angulo por el es-
tudiante 2.

Figura 15. Representacion de la trayectoria trazada por el estudiante 2.

Aqui la imagen evocada del estudiante 2 estd asociada con dos lineas diferentes
con un punto comun que forman una “abertura”. Dos estudiantes mas contes-
taron de manera similar al estudiante 2, ambos fueron entrevistados proporcio-
nando argumentos similares.

ftem 10. Imagen evocada al relacionar un angulo con su medida. En este item,
los estudiantes tenian que relacionar cuatro angulos con una columna de res-
puestas dadas. Dos de los angulos son los angulos Ay B que se muestran en
la figura 16. Estos angulos tienen la misma medida, sin embargo, estan coloca-
dos en posiciones diferentes.

/ 7
L /

Angulo A Angulo B

Figura 16. Angulos del cuestionario que los estudiantes tenfan que relacionar con su medida.
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16 estudiantes relacionaron los dos dngulos Ay B con la respuesta a) “Angu-
lo menor a 90”. Sin embargo, hubo 4 estudiantes que relacionaron el angulo A
con la respuesta a) “Angulo menor a 90"y el dngulo B con otra respuesta, la
b) “Angulo mayor a 180*". A continuacién presentamos un extracto de la entre-
vista realizada a uno de estos cuatro estudiantes sobre la medida que asigno
al angulo B. Este estudiante serd identificado como estudiante 3.

Entrevistadora: En este item te voy a preguntar por esta figura [sefala el angulo B de la figura
16], me dices que lo relacionas con la respuesta b), “Angulo mayor a 180
grados’, si me puedes explicar, ¢por qué lo relacionaste con esta opcion?

Estudiante 3: Pues igual que el anterior, por lo mismo de que me imaginé la linea prolonga-
da [coloca su dedo indice en el vértice del dngulo dado y con este traza una
prolongacion del segmento horizontal efectuando el movimiento de izquierda
a derecha. Véase la linea punteada de la figura 17] y tomé como este el eje x
para poder hacer el angulo [coloca su dedo indice sobre la prolongacion que
trazo, y considerandola como lado inicial, dibuja una trayectoria como se
muestra en la figura 17 hasta llegar al segmento inclinadol.

Figura 17. llustracion del razonamiento considerado por el estudiante 3 para deter-
minar que la medida del angulo B es mayor a 180 grados.

La imagen evocada en este caso esta relacionada con angulos dirigidos. Aqui
el alumno ignoro el segmento horizontal dado como uno de los lados del angulo
B. Trazd imaginariamente una prolongacion del segmento horizontal, el cual
tomé como lado inicial y como lado final el inclinado. De los tres estudiantes
restantes que contestaron de manera similar al estudiante 3, entrevistamos a
dos de ellos y nos proporcionaron argumentos similares.

Ahora, veamos las respuestas asociadas a los dos angulos restantes del
item 10. (véase tabla 2). Si observamos los angulos Cy D estos son el mismo
(ambos tienen la misma medida: 0°), salvo que el angulo D es el angulo C
pero rotado 180 grados.
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Tabla 2. Respuestas de los estudiantes

Anaulo € Numero de Medida Anaulo D Numero de Medida
g estudiantes relacionada g estudiantes relacionada

5 0° 4 0°
11 0° 360° 5 0° 360°
1 0°,180° 2 0° 180°

-— -—
2 0°,180°, 360° 2 0° 180°, 360°
2 180° 8 180°
1 Sin respuesta 1 Sin respuesta

En la tabla 2 observamos, que 8 estudiantes asignaron la medida de 180° al
angulo D. A continuacién mostramos un extracto de la entrevista realizada a uno
de ellos, el cual sera identificado como estudiante 4. Este estudiante inicialmente
asigno al angulo C la respuesta d) “Angulo igual a 0%, sin embargo, al &ngulo
D, le asigné las respuestas f) “Angulo igual a 180 v ) “Angulo mayor a 90"
En la entrevista, el estudiante menciona por qué asignd esas opciones.

Entrevistadora:

Estudiante 4:

Vamos a la siguiente figura [angulo D], esa tu la relacionaste con f ), “Angulo

igual a 180°"y ¢), “Angulo mayor a 90%. Me podrias explicar, épor qué lo rela-
cionaste asi?

Igual, me imaginé la linea prolongada y lo hice [el alumno coloca su dedo
indice en el vértice del angulo dado y con este traza una prolongacion del
segmento horizontal efectuando el movimiento de izquierda a derecha. Véase
la linea punteada de la figura 18. Después coloca su dedo indice sobre la
prolongacion que trazd y considerandola como lado inicial dibuja una trayec-
torfa como se muestra en la figura 18 hasta llegar al segmento dadol.

_i?'j"‘a}'ﬁl‘f"

Figura 18. Representacion de la trayectoria trazada por el estudiante 4.
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En este caso, para el estudiante un angulo se forma con dos segmentos
diferentes. Pero en la figura él sélo ve un segmento, razéon por la cual traza
imaginariamente otro, el cual de acuerdo al movimiento de su dedo indice, en
una rotacion, lo considera como el lado inicial, y el dado en la figura como lado
final de un angulo dirigido de 180 grados. A los siete estudiantes restantes que
contestaron que la medida del angulo D es de 180°, se les hizo una entrevista
proporcionando argumentos similares a los del estudiante 4. Asi concluimos
nuestro analisis.

DISCUSION DE RESULTADOS

La descripcion de las respuestas nos permitio conocer las diferentes definiciones
e imagenes evocadas por los estudiantes al contestar items relacionados con el
angulo y su medida. Vamos a centrar la discusion en los aspectos mas relevantes
extraidos de los resultados obtenidos.

item 1. Conocer la definicién de dngulo que posee el estudiante. La mayorfa
de las definiciones estan en la categoria C1, (apertura/abertura de segmentos,
rayos o lineas), ademas de que las pertenecientes a esta categoria (las que estan
en términos de abertura) son similares a la definicion dada en Baldor (1983).
Seis estudiantes (C3 y C4) definieron el dngulo a través de su medida o como
una medida en particular, esto indica que en los niveles superiores los estudian-
tes auin tienen dificultades en distinguir entre el concepto de angulo y su medida,
como viene sucediendo desde los niveles bdsicos, de acuerdo con Browning,
Garza-Kling y Sundling (2007). En las categorias restantes, los estudiantes solo
dieron como definicion una descripcién de su imagen evocada. Esto apoya lo
dicho por Vinner (2002) respecto a que la actividad de los estudiantes esta, en
una mayoria de casos, basada solo en sus imagenes y no en las definiciones
formales de los conceptos. Aunado a ello Acuna (2012) comenta que la defini-
cion de un objeto matematico es sustituida por la descripcion de un ejemplo
estereotipado que el estudiante asocia con la definiciéon. Por dltimo, ningun
estudiante proporcion6 alguna definicion de angulo que se correspondiera con
las definiciones de angulo dirigido u orientado.

ftem 2. Conocer la imagen evocada del estudiante al hacer la representacién
grdfica del dngulo. Las representaciones graficas de los estudiantes muestran
un angulo agudo, con su vértice ubicado del lado izquierdo, y del cual emanan
dos rayos, uno de ellos horizontal. Angulos con estas mismas caracteristicas los
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podemos observar en la mayoria de las ilustraciones de los libros de texto que
presentamos al inicio de este trabajo. Este hecho da lugar a considerar lo expre-
sado por Vinner y Hershkowitz (1980) quienes comentan que los profesores y
los libros de texto tienen una tendencia a dibujar angulos con un rayo horizontal
y como resultado de este hecho la imagen del concepto puede contener angulos
con un rayo horizontal, aunque puede suceder que dibujar este tipo de angulos
no signifiqgue que son los Unicos que forman parte de sus imagenes del con-
cepto. Rosken y Rolka (2007) sefalan que las figuras utilizadas como ejemplos
de angulos en la clase o en los libros de texto pueden llegar a formar parte de
las imagenes de los estudiantes, y si estas se presentan solo en ciertas posiciones
estereotipadas, pueden volverse esenciales o determinantes al momento de
resolver un problema.

ftem 4. Conocer qué imagen evoca el estudiante para decidir si una figura
dada es un dngulo o no. En el andlisis de los resultados en el caso de la figura
12, se observa que el estudiante 1 reconoce su imagen de angulo solamente
en una parte de la figura (la punta), ignorando la totalidad de la figura. Este
resultado es similar al reportado por Keiser (2004), donde senala que algunos
estudiantes consideran que en el dibujo de las letras R o P puede haber angulos
al mirar intersecciones entre lineas y curvas. Por otro lado, para la figura 13, se
observa que la imagen del estudiante 2 esta asociada con dos lineas diferentes
con un punto comun que forman una “abertura”. Esta imagen lo llevé a decidir
que la figura no era un angulo al no visualizar en la figura 13 ninguna abertura.
Este resultado se asemeja a lo encontrado en el trabajo de Keiser (2004), donde
se menciona que las dificultades para concebir angulos de 0° 180°y 360° y
estan relacionadas con la definicion de angulo que se esta considerando.

ftem 10. Averiguar la imagen evocada al momento de relacionar cada dnqulo
con su medida. En el caso del estudiante 3, posiblemente la posicion en la que
se encuentra el angulo B le hizo pensar que este se situaba en un "tercer cua-
drante”, por ello traz6 una prolongacion del rayo horizontal que funcionaria como
el sentido positivo de un eje x, tomandolo como lado inicial y desde ahi hacer
la medicion. Debe considerarse la posibilidad de que trazar la prolongacion del
rayo horizontal, se deba porque esto conduce a los estudiantes a una situacion
familiar donde estan acostumbrados a medir angulos desde el lado positivo del
eje x. En el caso del estudiante 4, un angulo se forma con dos segmentos dife-
rentes. Al parecer la posicion del segmento que ve le sugiere considerarlo como
la parte negativa del eje x, y el rayo trazado por €él, como su complemento, la
parte positiva del eje x, desde donde ¢l mide el angulo. El hecho de que
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asignaran medidas diferentes a angulos iguales colocados en distintas posicio-
nes es similar a lo reportado en Browning, Garza-Kling y Sundling (2007), donde
sefnalan que algunos estudiantes no reconocen que dos angulos tienen la
misma medida si estan orientados en direcciones diferentes no estandar.

Todos los nuevos angulos que construyen los estudiantes estan en posicion
normal. Posiblemente, su imagen de dngulo (en posicion normal) esta construida
a partir de ilustraciones o ejemplos como el que se muestra en Leithold (1992),
donde los angulos parecen tener el lado inicial sobre el eje positivo x de un
plano cartesiano, y estar en un primer cuadrante. Con esto concluimos nuestra
discusion de resultados.

CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

En nuestra investigacion nos hemos planteado las preguntas siguientes: iqué
definiciones tienen los estudiantes del angulo al iniciar la ensefanza superior?
¢Qué imagenes evocan del angulo y su medida, al contestar items relacionados
con estos conceptos? Encontramos una amplia variedad en las definiciones
personales de angulo de los estudiantes. Observamos que la imagen evocada
por la mayoria de los estudiantes al hacer una representacion grafica del angulo
esta fuertemente conectada a una figura estereotipada (un angulo agudo, con
su vértice ubicado del lado izquierdo del cual emanan dos rayos, con un rayo
horizontal). Otro resultado esta relacionado con angulos colocados en distintas
posiciones, donde algunos estudiantes utilizan parcialmente las figuras de angu-
lo dadas y evocando otros conceptos matematicos, construyen nuevos angulos
para los cuales estiman o relacionan con una medida. Como los resultados lo
indican algunas de las dificultades identificadas en estudiantes de niveles ele-
mentales persisten en niveles mas avanzados.

Un resultado interesante es el caso de la figura 12, donde el estudiante 1
mira un angulo entre lineas y curvas. Cuando el estudiante dice que la curva
en algun momento tiene un comportamiento de linea recta al hacerle un zoom
y ésta se conecta con la recta dada, él esta indicando, de manera intuitiva, la
forma en que se define el angulo entre dos curvas en Calculo (como el angulo
entre sus tangentes), y que serd aprovechado asi en dicho curso. Estas ideas
intuitivas podrian explotarse con estudiantes que tienen alguna familiaridad con
el uso de algun software de Geometria dinamica, para darle sentido a la defini-
cion posterior de angulo entre dos curvas.
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En resumen, las imagenes evocadas por los estudiantes son congruentes
con lo sefalado en Vinner (2002), en cuanto a que la definicion se vuelve inac-
tiva, y los estudiantes responden basandose en su imagen del concepto. Ademas,
de que los estudiantes evocan diferentes imagenes. Estas imagenes dependen
del problema a resolver, es decir, no poseen una Unica imagen del concepto.

Segun Driver, Guesne y Tiberghien (1985) una estrategia que permite adaptar
mejor la ensenanza consiste en tener en cuenta las ideas previas de los estu-
diantes, puesto que en ocasiones algunos conceptos se consideran obvios y se
dan por conocidos al planificar el curso. Ademas, las ideas de los estudiantes
sugieren que incluso nociones aparentemente sencillas pueden no ser captadas
de manera adecuada. La incomprension de estas ideas fundamentales puede,
en tal caso, llevar a posteriores y mas serios problemas de aprendizaje. Por lo
tanto, en nuestro tema, el profesor podria tomar en cuenta las definiciones e
imagenes mostradas en este estudio para el diseno de actividades que permitan
al estudiante tener un mejor desempeno y tener presente que los estudiantes
podrian evocar nuevos conceptos y sus imagenes, para contestar la tarea pro-
puesta. También consideramos importante compartir con los estudiantes el
hecho de que existe una definicion de angulo para geometria y otra para trigo-
nometria (las cuales serdn elegidas, segun convenga, entre la variedad de defi-
niciones encontradas en los libros de texto), al ser la definicion de angulo dada
en trigonometria el resultado de una evolucion y generalizacion tal y como se
observa en la historia misma del concepto. Esta evolucion no se detiene en la
trigonometria, pues tenemos ademas el concepto de angulo entre curvas, que
se utiliza en Calculo y en la geometria hiperbdlica.

Hay que tomar en cuenta que la muestra que se utilizo en este estudio fueron
estudiantes con un mayor dominio de las matematicas, sin embargo encontra-
mos dificultades. Si este estudio se llevara a cabo con estudiantes de otras
carreras universitarias, seguramente se encontrarian nuevos hallazgos. Recor-
demos que la importancia de estos hallazgos radica en ofrecer a los profesores
informacion para la eleccién de los conceptos que ensefaran y para planear
sus actividades de aprendizaje.
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ANEXO

CUESTIONARIO

TEMA: EL ANGULO Y SU MEDIDA

Instrucciones: Lee cuidadosamente cada uno de los siguientes items y contesta
de la forma mas clara posible. Tus respuestas deben ser con pluma. Si de
alguno de los ftems no conoces su respuesta indica brevemente por qué.

1. Escribe la definicion de angulo.

2. Dibuja un angulo y senala cada una de sus partes.
4. Determina la o las figuras que consideres angulos. (TACHALOS)

10. Relaciona cada angulo con su medida. (Puedes relacionar las figuras con mas
de una opcioén)

a) Angulo menor a
b) Angulo mayor de

o) Angulo mayor a 7
d) Angulo igual a s ()
e) Angulo igual a —

f) Angulo igual a £
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