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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3301.03
Conocimiento del profesor de secundaria de la
practica matematica en clases de geometria

Knowledge of practices in mathematics of a secondary teacher in
geometry classes

Diana Zakaryan,! Leticia Sosa?

Resumen: Los estudios sobre el significado de la especializacion en el cono-
cimiento del profesor de matematicas estan tomando un papel cada vez mas
importante en el campo de la investigacion en educacion matematica. Este
articulo tiene por objetivo destacar tal especializacion del conocimiento del
profesor de matematicas, desde el modelo Mathematics Teachers' Specialized
Knowledge (MTSK) y desde las practicas inherentes a la propia matematica,
aportando a la comprension y caracterizacion del conocimiento de la practica
matematica a partir de los datos empiricos. A través de observacion de aula 'y
entrevista a una profesora de matematicas de ensefianza secundaria, hemos
identificado el conocimiento del profesor del papel de los simbolos y de las
convenciones matematicas; del papel de las demostraciones y de sus princi-
pales métodos, del significado y del rol de la condicion necesaria y suficiente,
y destacamos el conocimiento de estrategias heuristicas de resolucion de pro-
blemas y del papel de la generalizacion. Concluimos poniendo de relieve la
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importancia de estos conocimientos del profesor para favorecer el desarrollo
de las capacidades de hacer matematicas de los alumnos.

Palabras clave: Conocimiento especializado del profesor de matemdticas, prdc-
tica matemdtica, geometria, profesor de matemdticas, ensefianza secundaria.

Abstract: Studies about the implication of specialization in a mathematics teach-
er's knowledge are taking important role in the field of mathematics education
research. From this perspective, the goal of this research is to study the knowledge
of the practices in mathematics of the Mathematics Teachers’ Specialized Know!-
edge model (MTSK), contributing to understanding and characterization of the
nature of this teacher knowledge. Through empirical data from classroom obser-
vation and an interview with a high-school mathematics teacher we have been
identified the teachers knowledge of the role of symbols and mathematical
conventions; knowledge about the importance of proofs and their principal meth-
ods, of the meaning and the role of necessary and sufficient conditions; equally,
knowledge of heuristic strategies of problem solving and the role of generaliza-
tion. We conclude by highlighting the importance of this teacher's knowledge to
favor the development of students’ abilities to do mathematics.

Keywords: Mathematics teachers’ specialized knowledge, practices in mathe-
matics, geometry, mathematics teacher, high-school level.

INTRODUCCION

El conocimiento profesional de los profesores de matematicas incluye el “conte-
nido que abordan durante la leccién, pero es evidente que los profesores tienen
que tener conocimientos adicionales para poder ensenar las matematicas de
manera apropiada a los alumnos” (Bromme, 1994, p. 73). Los estudios sobre el
conocimiento del profesor estan tomando un papel cada vez mas central en la
investigacion en educacion matematica y, la busqueda de lo que significa la espe-
cializacion en el conocimiento del profesor de matematicas, se ha ido convirtiendo
en una empresa cada vez mas importante en el campo de la investigacion
(Scheiner, Montes, Godino, Carrillo, y Pino-Fan, 2017). Estudios recientes han
abordado este tema al describir e identificar facetas o tipos de conocimiento del
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profesor que han sido considerados cruciales para la ensenanza de las mate-
maticas, y han tratado de obtener evidencias empiricas para su respaldo (eg.
Ball, Thames, y Phelps, 2008; Carrillo, Climent, Contreras, y Munoz-Catalan, 2013;
Rowland, Huckstep, y Thwaites, 2005).

Por otra parte, es reconocido que la actitud de los profesores hacia el cono-
cimiento matematico es necesariamente diferente de la de los matematicos
investigadores (Davis y Renert, 2013). Seguin Ball (2000), las investigaciones
matematicas estan orientadas hacia el empaquetamiento de sus descubrimien-
tos en formulaciones estrictas (teorfas, teoremas, formulas, etc), mientras la labor
del profesor se orienta hacia el desempaquetamiento de los mismos. Todo esto
exige conocimientos matematicos especificos del profesor. Pero, icudl es la natu-
raleza de estos conocimientos?

En la literatura especializada acerca del conocimiento profesional del profe-
sor de matemadticas, se da importancia al conocimiento de la comprension de
la naturaleza de la disciplina, el conocimiento sobre las matematicas (Ball, 2003),
que se refiere a una gran cantidad de conocimientos sobre las matematicas, por
ejemplo, los principales desacuerdos dentro de la disciplina (tanto en el pasado
como en el presente), como se justifican y validan las afirmaciones, qué implica
hacer y participar en el discurso del area (Ball y McDiarmid, 1990). Este es el
conocimiento sintactico (Schwab, 1978) de las matematicas que considera el sig-
nificado de los debates filosdficos dentro de la disciplina y el conocimiento de las
formas en que se introduce, valida y acepta el nuevo conocimiento dentro de una
comunidad académica (e.g, Grossman, Wilson, y Shulman, 2005). Con base en
estas ideas, en el modelo Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK),
se define el conocimiento de la practica matematica (KPM) como el conocimien-
to de cualquier actividad matematica llevada a cabo sistematicamente que
representa un pilar de la creacion matematica y que conforma una base ld6gica
de la cual se pueden extraer reglas (Carrillo et al, 2018).

A pesar de la importancia de ese conocimiento, son escasos los estudios que
han profundizado en la naturaleza del KPM (e.g. Delgado y Zakaryan, 2018) v,
por otra parte, las investigaciones desarrolladas con el MTSK con profesores de
distintos niveles educativos reportan escasas evidencias de aspectos del KPM
en sus clases de matematica (e.g. Zakaryan y Sosa, 2019).

Concordamos con Godino (2009) en que es util contar con modelos que
permitan un analisis mas detallado de cada uno de los tipos de conocimiento
que los docentes ponen en juego en la ensenanza de las matematicas, contri-
buyendo asi a los aspectos analiticos y tedricos de la investigacion en Educacion
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Matematica. En este sentido, el objetivo de este estudio es describir el conoci-
miento de la practica matematica que se manifiesta en el aula a partir de evi-
dencias empiricas, contribuyendo a la comprension y caracterizacion de la
naturaleza de este conocimiento del profesor.

FUNDAMENTOS TEORICOS
CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

Una de las contribuciones mas significativas de los estudios sobre el conoci-
miento de los profesores de matematicas ha sido la propuesta del modelo MKT
(Ball et al 2008). EI modelo especifica el conocimiento de los docentes, repre-
senta un importante punto de partida para presentar a la comunidad e implicar
especializacion en el conocimiento de los docentes, especificamente en uno de
los tres subdominios del conocimiento matematico, el conocimiento especializa-
do del contenido (SCK). Sin embargo, hay propuestas, como la de Carrillo et al.
(2018), en la cual se supone que la especializacién del conocimiento de los
profesores de matematicas es especifica tanto para el conocimiento matematico
como para el conocimiento didactico del contenido de las matematicas. Enten-
demos el conocimiento especializado en términos de Scheiner et al. (2017),
donde la especializacion en el conocimiento del profesor de matematicas signi-
fica estilo de conocimiento en lugar de un tipo de conocimiento, es decir, el
conocimiento es visto como un todo organico y holistico que emerge en una
estructura dindmica situada y adaptada al contexto en el cual el profesor reali-
za su practica docente.

El modelo Mathematics Teachers' Specialized Knowledge - MTSK (Carrillo
et al, 2013) adopta una postura critica ante la tendencia de comparar el
conocimiento del profesor de matematicas con el conocimiento exigido a
otros profesionales, como matematicos o profesores de asignaturas distintas
de las matematicas (Scheiner et al, 2017) y considera el caracter especiali-
zado del conocimiento del profesor de matematicas que abarca seis subdo-
minios del conocimiento (figura 1). Tres de ellos conforman el Conocimiento
Didactico del Contenido: el conocimiento de la ensefnanza de las matematicas,
el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas vy el
conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas. Otros tres
se consideran en el Conocimiento Matematico: el conocimiento de los temas, el
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conocimiento de la estructura de las matematicas y el conocimiento de la
practica matematica. El MTSK incluye también el dominio de las creencias/
concepciones del profesor sobre la matematica y su ensefanza y aprendi-
zaje. Su ubicacion en el centro del modelo expresa la estrecha relacion con
los subdominios anteriores.
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Figura 1. Subdominios del Modelo MTSK (Sosa, Flores-Medrano y Carrillo, 2016, p. 154).

Dado el interés de este estudio en uno de los subdominios del Conocimiento
Matematico, describimos brevemente los tres subdominios que lo componen.
De acuerdo con Carrillo et al. (2018), el Conocimiento de los Temas (KoT) se
refiere a qué y de qué manera conoce el profesor de matematicas los topicos
que ensena, es decir, al conocimiento del profesor de los procedimientos invo-
lucrados en un tépico, de los registros de representacion, de la fenomenologia
(incluye usos y aplicaciones) asociada al topico abordado, de las definicio-
nes (incluye imagenes y ejemplos de objetos matematicos) y de las
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propiedades y sus principios, y en si, al conocimiento profundo del contenido
matematico y sus significados. EI Conocimiento de la Estructura de las Matema-
ticas (KSM) esta constituido por el conocimiento del profesor en cuanto a las
conexiones interconceptuales entre tdpicos matematicos, distinguiendo cuatro
tipos de conexiones: de complejizacion (se relaciona con el contenido matema-
tico posterior, la matematica elemental desde un punto de vista avanzado), de
simplificacion (la matematica avanzada se contextualiza retrospectivamente
en el contenido matematico mas elemental sobre el que se basa), auxiliares
(participacion necesaria de un elemento matematico en procesos mas amplios)
y transversales (cuando diferentes elementos del contenido matematico tienen
caracteristicas en comun). Finalmente, el Conocimiento de la Practica Mate-
matica (KPM) incluye el conocimiento acerca de como se crea, se hace y se
produce matematicas (en este ultimo subdominio se profundizara en la
siguiente seccion).

Como se puede apreciar, el Conocimiento Matematico contiene conocimien-
tos que guardan relacion directa con la organizacion interna de la matematica:
temas (que incluye los entes matematicos), conexiones entre entes matematicos
y formas de hacer o construir matematicas. En este sentido, dentro del KPM se
destaca la importancia de que el profesor no solo conozca los resultados mate-
maticos establecidos sino las formas de procedery pensar en matematicas para
llegar a ellos (e.g. Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2020). EI KPM aporta la idio-
sincrasia de la matematica como rama del saber, como actividad humana.

CONOCIMIENTO DE LA PRACTICA MATEMATICA

Los autores del modelo MTSK adoptan una definicién operativa de conocimiento,
entendida como un conjunto de recursos disponibles para que el profesor los
use con el fin de resolver problemas, alcanzar metas y desarrollar tareas; este
conocimiento no es necesariamente correcto (Schoenfeld, 2010). Esta ultima
consideracion permite al investigador profundizar en la comprension del conoci-
miento y del desempeno de los docentes. Ademas, el término “practica” juega un
papel importante en la investigacion en el drea de educacion matematica. La
practica generalmente se refiere a las acciones o actividades que ocurren en
el proceso de ensenanza-aprendizaje (e.g, Carrillo et al, 2018), particularmen-
te, en el ambito de la capacitacion docente y el desarrollo profesional podemos
encontrar la mejor prdctica (Lampert, 2010), prdctica central (Grossman,
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Hammerness y McDonald, 2009), prdcticas de alto aprovechamiento (Ball, Sleep,
Boerst y Bass, 2009), en cuanto a aprender a ensenar.

En este articulo, prdctica matemdtica significa el funcionamiento de las mate-
maticas en lugar del proceso de ensenanza:

[..] como cualquier actividad matematica llevada a cabo sistematicamente, que repre-
senta un pilar de la creacion matematica y que se ajusta a una base logica de la
cual se pueden extraer reglas. Entre muchas otras cosas, el conocimiento del profe-
sor de matematicas sobre esta practica incluye saber como demostrar, justificar,
definir, hacer deducciones e inducciones, dar ejemplos y comprender el papel de los
contraejemplos. También incluye una comprension de la logica que sustenta cada
una de estas practicas; en resumen, se refiere a lo que se puede llamar un conoci-
miento sintactico (Schwab, 1978) de las matematicas. (Carrillo et al, 2018, pp. 9-10)

Segun estos autores, es necesario que el profesor de matematicas tenga este
conocimiento; asi, tal conocimiento proporciona estructuras de pensamiento
logico que ayuda a comprender el funcionamiento de diversos aspectos de la
matematica. A su vez, esto ayuda a robustecer el propio conocimiento del pro-
fesor y le permite negociar el razonamiento matematico que los estudiantes
ponen en juego para aceptar, refutar o refinarlo.

Algunos ejemplos del conocimiento de la practica matematica son el cono-
cimiento acerca de como validar el conocimiento en matematicas; que la prue-
ba es una herramienta de demostracion reconocida en matematicas (e.qg,
Balacheff, 2000) la que puede tener diferentes significados en diferentes con-
textos institucionales y en las diversas formas argumentativas que se ponen en
juego en las clases de matematicas (e.g, Godino y Recio, 2001); el conocimien-
to del papel y la importancia de la prueba en matematicas (e.g, Oehrtman vy
Lawson, 2008); de los roles de los ejemplos y contraejemplos en el proceso de
validacion (e.g, Gotte, Renzulliy Scaglia, 2010; Lakatos, 1976); y la funcionalidad
de las convenciones matematicas y de sus posibles explicaciones en la genera-
cion y validacion del conocimiento matematico (e.g, Martinez, 2005; Poincareé,
1984). Asimismo, el conocimiento del profesor de las heuristicas y las estrate-
gias de resolucion de problemas (e.g, Polya, 1945; Schoenfeld, 1992) o deter-
minar las caracteristicas de las definiciones de conceptos matematicos, las
estructuras subyacentes de las definiciones y el proceso de creacion de una
definicion (e.g, Van Dormolen y Zaslavsky, 2003; Zaslavsky y Shir, 2005; Zazkis
y Leikin, 2008). Por ultimo, saber el papel de la abstraccién y la generalizacion
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en la creacion y el reconocimiento de patrones y modelos, también es parte del
subdominio KPM.

De acuerdo con Davis y Renert (2013), consideramos que el conocimiento
que necesitan los profesores no es simplemente un conjunto de conceptos
basicos claramente definidos y bien conectados, sino una mezcla sofisticada de
diversas realizaciones de conceptos matematicos y conciencia de los complejos
procesos a través de los cuales se producen las matematicas. En este sentido
asumimos el conocimiento del profesor como complejo, integral y relacionado vy,
con fines analiticos tratamos de caracterizarlo, proporcionando evidencias de
coémo vive el conocimiento de la practica matematica de un profesor de mate-
maticas de nivel secundaria en el aula.

METODO

A partir de un estudio de caso (Stake, 1995) desde el enfoque interpretativo,
indagamos acerca del conocimiento de una profesora de matematicas (en ade-
lante Eva) del décimo grado (alumnos entre 14-15 afnos) de una escuela secun-
daria publica. La seleccién del caso se ha regido por las caracteristicas
académicas de Eva. Eva ha sido la egresada con el mejor promedio de su pro-
mocion de la carrera de Pedagogia en Matematica y posee un Magister en
Didactica de la Matematica. En el momento del estudio, Eva contaba con tres
anos de experiencia en aula y formaba parte de un grupo de Lesson Study
(Isoda y Olfos, 2009) en su escuela, en el que los profesores se retinen periédi-
camente para reflexionar sobre los contenidos matematicos, situaciones mate-
maticamente criticas y sus practicas docentes con el fin de mejorarlas en la
accion. Este hecho hace alusion al caracter dinamico, evolutivo y complejo del
conocimiento de Eva, visto como una disposicion participativa para aprender
(Charalambous y Pitta-Pantazi, 2016).

RECOLECCION Y ANALISIS DE DATOS

Los datos recolectados para este estudio provienen de las grabaciones de las
clases de Eva, a través de la técnica observaciéon no participante (Cohen y
Manion, 2007). Elegimos un tema de geometria dado que esperamos que pro-
porcione situaciones mas ricas a las de otros dominios de la matematica
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escolar en términos de la practica matematica (por ejemplo, demostracién). Las
diez sesiones (90 minutos cada una) dedicadas al contenido de semejanza de
triangulos (e.qg. elementos basicos asociados con el concepto de triangulo, apli-
cacion del teorema de Thales para determinar medidas desconocidas, criterios
de similitud y su aplicacion) fueron audio y videograbadas y posteriormente
transcritas y divididas, segun el objetivo matematico de la profesora, en episodios
- unidades de analisis que corresponden a las comunicaciones orales y escritas
de la profesora y de sus alumnos. Los datos obtenidos se han tratado a partir
de andlisis de contenido (Bardin, 1997), por dos investigadores quienes codifi-
caron las unidades de andlisis de acuerdo con las nociones de practica mate-
matica encontradas en la revision de la literatura (por ejemplo, validacion o papel
de los simbolos).

Con el fin de ampliar el enfoque basado en la practica (e.g, Charalambous
y Pitta-Pantazi, 2016), enriqueciendo las oportunidades para acceder al conoci-
miento del profesor, los datos se complementaron con una entrevista semies-
tructurada con Eva. Del mismo modo, varias investigaciones sobre el KPM de
los profesores de matematicas llaman la atencion sobre su escasa aparicion en
el aula y sugieren abordarlo buscando evidencia de ello en otros escenarios y/o
mediante otros instrumentos de recopilacion de datos (e.g, Montes, 2014). Dicha
diversidad permite no solo el refinamiento de los primeros pasos de andlisis,
sino también facilita la triangulacion de diferentes fuentes de datos (Stake, 1995),
logrando una consistencia interna y externa. La entrevista de 70 minutos de
duracion se basé en una guia de preguntas relacionadas con los descriptores
de KPM que se han encontrado en el analisis de los videos para confirmary
complementarlo. El analisis de la transcripcion de la entrevista (a través del
analisis de contenido), de este modo, se centro en la busqueda de evidencias
de su manifestacion.

RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion se presentan los descriptores del KPM emergentes de los datos
empiricos, procedentes de las observaciones y la entrevista. La presentacion de
los resultados obedece a la organizacion de las evidencias de acuerdo a la
aparicion de los descriptores, mas que al orden de sesiones de clases, por ello,
cuando las evidencias observadas en distintas sesiones se referian al mismo
descriptor, estas se agruparon para fortalecer y enriquecer la discusion.
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En la primera sesion, donde el objetivo es recordar los conceptos elementa-
les de geometria asociados a triangulos, Eva solicita a los alumnos trabajar en
una guia, identificando elementos y caracteristicas de los triangulos. En el
siguiente extracto (una parte del episodio), Eva muestra a los alumnos cémo se
puede escribir simbdlicamente que dos triangulos son congruentes:

1284  Eva: Congruencia también tiene un simbolo que se ocupa, y €so no lo habiamos mencionado,

1285 lo vamos a agregar. Ese es un signo igual dcierto? [escribe =] Para la congruencia
1286 se utiliza eso, pero se utiliza con este simbolito arriba [escribe =]. Con esa curvita.
1287 Es un simbolo que se utiliza para decir que dos tridngulos, dos figuras, son congruentes.
1288 Siempre tratamos de utilizar simbolos matematicos para ahorramos las palabras.

Tal como se puede observar, Eva manifiesta el conocimiento del uso de los
simbolos “="y “=" para igual y congruente respectivamente [1284-1286], y men-
ciona que son para “‘ahorrarnos las palabras” [1288]. El hecho de que Eva
conozca los simbolos “="y “=" indica su conocimiento incluido en el KoT (se
trata de parte de unas notaciones asociadas a la congruencia entre figuras),
mientras que, al destacar el papel de los simbolos para expresar la informacion
abreviada y precisa, da cuenta de conocimiento que se incluye en KPM.

En la entrevista, a la pregunta: éCudl es el papel de los simbolos en mate-
maticas?, responde de la siguiente manera, confirmando su idea anteriormente
expuesta:

Eva:  Bueno, los simbolos matematicos se usan para reducir el lenguaje y para que puedan
relacionar también conceptos matematicos, diferenciarlos de lenguaje natural, en este
caso... Identificar los conceptos matematicos, para no confundirlos y diferenciarlos. Por
ejemplo, en el caso de semejanza, usar el simbolo de los tridangulos, no es para otro
elemento, usar el simbolo de semejanza no significa otra cosa ...

Para reducir el lenguaje, identificar conceptos, entender el lenguaje matematico.

Eva indica que los simbolos matematicos se usan para reducir el lenguaje vy,
teniendo en cuenta el episodio anterior, se aprecia su conocimiento de las fun-
ciones principales de los simbolos en matematicas, mencionadas por Davis y
Hersh (1989), a saber, designar con precision y claridad, y abreviar, senalando
que sin el proceso de abreviacion el discurso matematico dificilmente seria
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posible. Por otra parte, se observa su conocimiento en cuanto a que el lenguaje
matematico estd formado por simbolos y se les asigna un significado preciso y
peculiar (e.g. Alcala, 2002), asi como el conocimiento de que los simbolos per-
miten la interpretacion y comprension de las ideas matematicas de forma tal
que cada simbolo sea claro y sin ambigtiedades (Davis y Hersh, 1989). De este
modo, podemos identificar el siguiente descriptor del conocimiento de Eva:

KPML1: Conocimiento del papel de los simbolos para reducir y expresar abrevia-
damente la informacion, identificar conceptos y entender el lenguaje matemdtico.

En el siguiente extracto de la primera sesion, Eva cuestiona a los alumnos
respecto a como pueden saber si el angulo presentado en la figura es un angu-
lo recto:

194 Eva:  Por qué es un angulo recto? éPor qué podriamos saberlo en esa figura?

195 Por el cuadradito dice Al. Por el simbolo que ahi aparece, usted puede asumir que
196 eso es un angulo recto. Si ese simbolo no estd, usted no lo podria asumir. Porque
197 podria ser que valiera 91° 'y la imagen visual es casi la misma.

Con la pregunta que plantea y la respuesta que da, se evidencia su conocimien-
to de que uno puede asumir ciertas caracteristicas de objetos matematicos si
estan explicitamente enunciadas a través de simbolos matematicos convencio-
nales. En este caso, muestra conocimiento de que “el cuadradito” asegura que,
en el dibujo, el dangulo sea recto y que no se puede fiar solamente de la imagen
visual, dando cuenta de su conocimiento de papel de los simbolos en contextos
de validacion. Asimismo, en la segunda sesion, mientras identifican los angulos
formados entre dos rectas paralelas y la tercera que las intersecta, Eva manifies-
ta el conocimiento de la misma indole, anteriormente mencionada, cuando
llama la atencién de los alumnos de que solo pueden asumir que dos rectas
son paralelas cuando en las condiciones se dice explicitamente o se da el sim-
bolo // "dos slash’.
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373 Eva: Situviéramos dos rectas que en la figura no se juntan. Es mds, si estas lineas a la

374 vista parecieran paralelas, si yo no lo indico, no lo puede asumir, aunque lo parezcan.
375 Siyo le doy esa informacién, porque ese es el simbolo de paralelas, dos slashs. Si
376 yo digo que esas dos son paralelas, son paralelas. Si no lo digo, no lo puede asumir.

Analogamente, se observa el conocimiento de Eva del papel de los simbolos
para asegurar que un enunciado es verdadero en el fragmento de la entrevista
que sigue:

Eva: Justamente se busca que ellos validen su conocimiento. Como no tienen instrumentos
de medicion, una representacién que no tenga ese simbolo no representa un angulo
recto necesariamente. Igual que les digo con las rectas paralelas. Ustedes pueden obser-
var que estas lineas son paralelas, pero no podemos comprobar, por tanto, si no me lo
dice el enunciado, yo no puedo asumir que son paralelas.

En este fragmento, corrobora el conocimiento evidenciado en la clase, pues
menciona que, si ciertas caracteristicas no estan explicitamente enunciadas a
partir de simbolos matematicos convencionales, no se podria asumirlas (‘una
representacion que no tenga ese simbolo no representa un angulo recto nece-
sariamente”). Es decir, en matematica una constatacion sobre un dibujo no es
suficiente para probar que un enunciado es verdadero (e.g. Gotte, Renzulli, y
Scaglia, 2010).

Por otra parte, a la pregunta acerca del "papel de la convencion matematica’,
da la siguiente respuesta:

Eva: A pesar de que la convencion a veces es un poco molesta, uno no sabe bien como
fundamentarla, son como cimientos para algunos conocimientos. Para los alumnos no
es tan facil, porque uno les lleva por el camino de que todo es demostrable, que son
capaces de encontrar razonamiento para decir que algo es cierto. Mientras la conven-
cion viene como para decir: "Tu, esto acéptalo”. Y uno puede decir que los matematicos
tuvieron que decidir asi, porque convenia, de ahi viene la palabra.

En este fragmento de la entrevista, Eva muestra su conocimiento del papel de
las convenciones en matematicas, que concuerda con Poincaré (1984) cuando
sostiene que estas son principios cientificos que no son ni evidencias, ni gene-
ralizaciones experimentales, ni hipotesis planteadas a manera de conjetura con
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la intencidn de ser verificados. La eleccion entre todas las convenciones posibles
es regida por la experimentacion, pero es libre, y solo atiende la necesidad de
evitar cualquier contradiccion. Se aprecia su conocimiento de que una conven-
cion matematica es una conveniencia para las matematicas, que, en este caso,
ha tomado forma de una definicion (e.g. Martinez, 2005), cuando menciona que
‘son fundamentales para construir un conocimiento posterior’, dando lugar al
siguiente descriptor:

KPM2: Conocimiento del papel de las convenciones en matemdticas y par-
ticularmente, el papel de simbolos convencionales en contextos de validacion.

En la segunda sesion, donde el objetivo es identificar los angulos formados
entre dos rectas paralelas y la tercera que las intersecta, Eva explica:

377 Eva: ..Sélo se cumple cuando hay rectas paralelas, y cuando no coinciden. Ahi dice,

378 no coincidentes. Si no hay rectas paralelas, usted no puede decir que esa relacién
379 se cumple.
ﬁ7é
3/ 4 =
ﬂ: 6 T
7 8 =

Por ejemplo, si tuviéramos dos rectas, que en la figura no se juntan, icierto? De

380 hecho, a simple vista, uno nota que se podrian cruzar. Si yo dibujo eso asi [dibuja
381 rectas no paralelas], éla relacion de arriba se cumple? éSi 0 no? éCuando se cumple
382 esta relacion?

383 Al Cuando son paralelas.

384 Eva: Cuando las lineas son paralelas.

En este extracto, Eva muestra el conocimiento de que para poder afirmar algun
supuesto en matematicas o deducir otras propiedades de un objeto matematico,
deben cumplirse las condiciones necesarias y/o suficientes, en este caso, ape-
lando a la condicién necesaria (“solo se cumple cuando hay rectas paralelas”)
para que se dieran las equivalencias entre los angulos formados. Este es el
conocimiento del significado de la proposicion “si A entonces B” (e.g. Solow,
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1993), donde A es la hipdtesis de que las rectas son paralelas y B es la conclu-
sion de que los angulos formados son equivalentes.

En la entrevista, se le pregunté a Eva: (Qué significa condicion necesaria y
condicién suficiente?:

Eva: Una condicion necesaria es algo que debe pasar si o si para que un teorema se cumpla.
Y una condicion suficiente es algo que basta que se cumpla para que uno pueda decir
que el teorema se cumple. Por ejemplo, un problema puede tener distintas caracteristicas,
pero tal vez no son todas necesarias para afirmar que algo sucede ahi. Entonces, iqué
se cumple ahif?, basta que se cumpla este, pero una condicion necesaria es algo que
tiene que pasar sf o si.

Asimismo, se puede apreciar su conocimiento del significado de la condicion
suficiente (“basta que cumpla’) y que “A implica B, no necesariamente significa
que B implica A".

Por otra parte, en la séptima sesion, donde el objetivo es aplicar el teorema
de Thales para determinar medidas de segmentos y angulos, Eva hace una
observacion, llamando la atencién de los alumnos e insistiendo en que se die-
ran cuenta de cémo funciona una condicién suficiente y necesaria.

2122 Eva: Si hay rectas paralelas, los angulos correspondientes son de igual medida.

2123 &Y funciona al revés? ¢Qué significa que esa expresion funcione al revés? Si

2125 tenemos paralelas, hay angulos de igual medida. Si hay rectas paralelas, los angulos
2126 correspondientes son iguales écierto? Pero ahora, si por ejemplo, yo hiciera esa

2129 recta, no sé si esa recta es paralela, pero lo que si sé que esos angulos son iguales,

2130 épodré concluir que esa recta es paralela? [Sil. A eso nos referimos.

2133 Puedo ocuparlo partiendo de las paralelas o puedo ocuparlo partiendo de los angulos
2134 éSi? Entonces aqui vamos a poner “viceversa'.

En este caso, se observa el conocimiento de Eva del rol de la condicion suficien-
te y necesaria en un teorema: se parte de una condicion (suficiente) para concluir
con una sentencia y cuando se da esa sentencia ocurre la misma condicién
(necesaria). En otras palabras, se aprecia su conocimiento de que la proposicion
‘A es equivalente a B" o que “A siy solo si B” significa demostrar que A implica
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By B implica A (e.g. Solow, 1993). De este modo, se identifica el siguiente des-
criptor del conocimiento de Eva:

KPM3: Conocimiento del significado y rol de las condiciones necesaria y
suficiente en un teorema.

En la tercera sesion, Eva ha tenido por objetivo que los alumnos clasifiquen
triangulos dados (algunos vienen dados por medidas de sus lados, otros de sus
angulos, otros de ambas medidas o sin ninguna de las dos), segun las caracte-
risticas comunes que identifiquen.

Los alumnos llegan a la conclusion de que todos los triangulos dados son
escalenos, a pesar de que haya dos triangulos que no se indican las medidas
de sus lados ni de sus angulos. En el siguiente extracto, Eva trata de que los
alumnos se den cuenta de ese hecho:

635 Eva: {Todos son escalenos? Hay un punto ahi. Si yo tengo el dato de cuanto miden los

636 lados, probablemente podré saber si son o no escalenos, pero si no tienen la medida,
637 épuedo afirmar que son escalenos? [Nol.
638 Podrian ser isosceles, y si no tenemos las medidas no lo podemos asegurar.

Por otra parte, en la entrevista, a la pregunta: dComo se valida en matematicas y
cuando un razonamiento es aceptado como valido?, responde lo siguiente:

Eva: Con demostraciones, claramente. Demostrando, con la misma teoria matematica, puedo
decir que algo es valido para el contexto que estoy trabajando.. Entonces validarlo, es efec-
tivamente recurrir a esa teoria matematica construida y hay cosas para avanzar, pero hay
cosas construidas y verificando que tenga logica, que tenga coherencia con lo que estamos
planteando, que sea valido con lo que se define... Entonces, ese razonamiento se va vali-
dando a medida que voy encontrando elementos matematicos que lo sustenten. Podria yo
equivocarme, podria tener una hipétesis, pero necesito validarla con la teorfa matematica.
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En este extracto se puede observar el conocimiento de Eva de que una forma
de validar en matematicas es a través de prueba (‘demostrando, con la teoria
matematica misma, puedo decir que algo es valido"), es decir, la prueba es una
herramienta para validar en matematicas (e.g, Balacheff, 2000). Ademas, mues-
tra conocimiento de que, en matematicas, el razonamiento se acepta como
valido en la medida en que esteé respaldado por elementos matematicos acep-
tados (“ese razonamiento se va validando a medida que voy encontrando ele-
mentos matematicos que lo sustenten”). También, muestra el conocimiento de
que, para debatir, en matematicas, se apoya en propiedades y definiciones cla-
ramente establecidas y aceptadas (e.g, Gétte et al, 2010), dando lugar al siguien-
te descriptor:

KPM4: Conocimiento de que la afirmacion de algun supuesto, en matemd-
licas, debe sustentarse en propiedades enunciadas y aceptadas.

En la séptima sesion, cuando los alumnos establecen algunas razones entre
los segmentos formados, Eva muestra cémo se comprueba la proporcionalidad
entre dos razones %zg recuerda el método de producto cruzado 4,5x3=4x y
justifica detalladamente el procedimiento de “pasar’ el 3 y x al “otro lado” a
partir de la multiplicacion por inversos de ambas partes de la expresion. En el
extracto que sigue, Eva destaca que no es necesario cada vez hacer estos pro-
cedimientos porque hay un teorema que los fundamenta.

2037 Eva: {Para qué? Para que se entienda que yo puedo pasar, directamente, de este puedo pasar a

2038 ese [se refiere de una expresion a otral. No necesitan hacer eso entremedio, porque hay un
2039 teorema de proporciones que lo fundamenta ési? Y ese teorema se fundamenta con lo que
2040 nosotros hicimos. Utilizar los inversos.

En este episodio, Eva evidencia el conocimiento de que una vez demostrado
un teorema, se garantiza su generalizacion a otros casos con condiciones
similares, resaltando de esa manera la aplicacion de la generalizacion a casos simila-
res [2038-2040].

En la entrevista corroboramos este conocimiento, prequntandole: dPara qué
sirve generalizar en matematicas y cuando se puede generalizar?. Respondio:
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Eva:  Bueno, la generalizacion sirve para establecer un concepto, para definirlo, dverdad? Y
poder validar un conocimiento en cierto contexto. Entonces llevar un caso particular a
un caso general permite no tener que demostrar caso a caso y entender que esto lo
que estoy demostrando tiene cierta l6gica que se cumple para todos los elementos que
cumplan ciertas condiciones. Entonces, generalizar permite ahorrar ese trabajo de
exploracién y decir que cada vez que me enfrento a esto va a pasar esto.

En este fragmento, se observa el conocimiento de Eva de que la generalizacion
sirve para generar definiciones matematicas (“para establecer un concepto, para
definirlo”) y permite pasar de un caso particular a otro mas general (‘llevar un
caso particular a un caso general permite no tener que demostrar caso a caso...").
De este modo, se evidencia su conocimiento de que una vez demostrado un
teorema sus conclusiones se generalizan para otros casos bajo las condiciones
similares, como una regla general (e.g. Castro, Canadas, y Molina, 2010), es decir,
que los teoremas son generalizaciones para algun conjunto de objetos mate-
maticos que cumplen ciertas caracteristicas. De este modo, se identifica el
siguiente descriptor:

KPMD5: Conocimiento del papel de la generalizacion en matemadticas.

La novena sesion se sigue con la aplicacion del teorema de Thales. Eva
propone a los alumnos resolver un problema y les deja unos minutos para el
trabajo individual.

2977 Eva: [Dicta] Problema: En un mapa la distancia entre dos ciudades es de 20cm. Se sabe que

2978 la distancia real entre ellas es de 200kms.1..Cudntas veces mas grande es la distancia
2979 real, respecto a la del mapa? 2. ({Cudl es la razon entre ambas distancias? 3: (Cudl serd la
2980 distancia real entre otras dos ciudades que se encuentran a 13cm en el mismo mapa?

Posteriormente, escribe en la pizarra las respuestas que obtuvieron algunos
alumnos para discutirlas. En el extracto siguiente, Eva, escribe una de las res-
puestas erréneas de los alumnos, en la cual dividen dos cantidades con dife-
rentes unidades de medida (centimetros entre kilometros). Su objetivo es que los
alumnos se den cuenta de por qué la respuesta es incorrecta.
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3038 Eva: Entonces, habian respondido la primera pregunta... y su respuesta habia sido 10, cierto?

3039 ¢Es correcta esa respuesta? [Sil.

3040 ¢Qué operacion habia hecho la compafiera para obtener ese 10? [Dividir 200 en 20].
3041 Pero, éefectivamente es 10 veces mas grande la distancia? O sea, que si tengo 1 cm en el
3042 mapa, seguin eso, icuanto deberia medir en la realidad? [10].

3043 ¢10 qué? Centimetros, es 10 veces mas grande. Si algo mide 20cm, seguin eso,

3044 si el 20cm lo hacemos 10 veces mas grande écudnto conseguimos? ¢{Conseguimos

3045 200km? [Nol.

3046 ¢Cudnto conseguimos? Si esto fuera cierto, 1cm va a equivaler a 10 en la realidad, o no?
3047 Porque es 10 veces mas grande. Y écudnto es 20 por 10? [200].

3048 ¢200 qué? En este caso, centimetros. éObtengo kilémetros al hacer esto? [Nol.

3049 Es un error de comparacion, porque si usted se devuelve, no va a obtener jamas 200km.

En este extracto, se puede observar como, mediante una prueba, suponiendo
que la respuesta fuese correcta [3046-3048], Eva, muestra a los alumnos el
absurdo de tal respuesta [3048-3049] y la imposibilidad de obtener la condicion
dada (200km). Aunque no se trata de una demostracion formal, se aprecia el
razonamiento de un método de demostracion (prueba por contradiccion): para
demostrar la invalidez de una proposicién, se supone como punto de partida
que la proposicion es cierta; si la derivacién final es una contradiccién, se con-
cluye que la proposicién original es falsa y el argumento es invalido (e.g. Solow,
1993). De este modo, se observa el conocimiento de Eva del papel de la prueba
en matematicas (e.g. Oehrtman y Lawson, 2008).

Por otra parte, en la entrevista, Eva responde a la pregunta: {Qué métodos
de demostracion conoce?, de la siguiente manera:

Eva: Por contradiccion, directa, ya no me acuerdo los nombres. Esta por la negacion: negan-
do la afirmacién y comprobando que no puede ser. La directa... no, no recuerdo mas.

Si bien, su respuesta es escueta y, como ella misma reconoce, no recuerda los
nombres de métodos de demostracion, muestra conocer el método directo, por
contradiccion y por contraposicion (‘negacion”). De acuerdo con el extracto de
la clase y de la entrevista, se identifica el siguiente descriptor:
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KPMe6: Conocimiento del método de prueba por contradiccion para validar/
demostrar en matemdticas.

En la novena sesion, donde el objetivo es resolver problemas aplicando el
teorema de Thales, Eva plantea un problema [2575-2578] y da algunas indica-
ciones para proceder en su resolucion:

2575  Eva: Problema: Durante el dia, se observa que un poste de luz proyecta una sombra de 6 metros

2576 sobre el suelo, y que la sombra de una persona parada cerca del poste es de 3 metros (las
2577 sombras proyectadas en la misma direccion). Si la persona mide 1,7 metros, écudnto
2578 medird el poste? Primer paso, va a intentar hacer un dibujo de la situacién, eso es lo
2579 primero. Va a volver a leer el problema y va a imaginarselo y hacer un dibujo de eso.
2580 Supongamos que tenemos aca el poste, asumimos que esta perpendicular al suelo.

2581 Y se dice que hay una persona que esta cerca del poste. El piso esta ac, la persona podria
2582 estar aca [hace el dibujol. {Qué datos daba el problema? éCémo podemos relacionarlos?

En este extracto, se observa su conocimiento de heuristicas para resolver pro-
blemas. Eva, sugiere que, en un primer paso, los alumnos traten de imaginary
dibujar la situacion [2578-2580]; es decir, se manifiesta su conocimiento de
estrategias de resolucion, particularmente que el esquema o dibujo son soportes
relevantes para entender el problema (e.qg. Polya, 1945). Asimismo, plantea pre-
guntas que ayudan a entender el problema y orientar la solucién: iqué datos
daba el problema? écdmo podemos relacionarlos?

Cuando, en la entrevista, se le pregunta a Eva: éQué hace cuando esta fren-
te a un problema desafiante?, responde:

Eva: Bueno, tomar camino de representaciones, tratar de dibujar algo. Podria tomar datos del
problema y hacer calculos. Podria directamente identificar elementos matematicos que
estan dando vuelta ahi, representarlos de una manera algebraica. Podrfa tratar de abs-
traerme del contexto del problema y ver el contexto matematico y resolverlo y volverme
al contexto del problema, para ver si tiene sentido o no. Puedo recurrir al ensayo y error,
tantear y luego tratar de formalizar eso que estoy probando. Y si no entiendo todo el
contexto, voy a tomar lo que comprendo y voy a tratar de hacer algo con eso. Podria ir de
lo simple a lo complejo o de lo abstracto a lo concreto también, o al revés.
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Como se puede observar en el fragmento de la entrevista, Eva, muestra su
conocimiento de estratégicas heuristicas de resolucion de problemas, que en
términos de Polya (1945), constituirian las fases del proceso de resolucion de
problemas. Por ejemplo, se aprecia la fase entender el problema (‘tomar camino
de representaciones, tratar de dibujar, imaginarse lo que sucede en el proble-
ma..’), la fase hacer un plan (“extraer la informacion y ver a qué se relaciona,
recurrir al ensayo y error, ir de lo simple a lo complejo o de lo abstracto a lo
concreto”), la fase mirar hacia atras (‘volverme al contexto del problema para ver
si tiene sentido o0 no”). De ahi, se identifica el siguiente descriptor:

KPM7: Conocimiento de algunas estrategias heuristicas de resolucion de
problemas matemdticos.

De este modo, los resultados de la investigacion dan cuenta del conocimien-
to de Eva de distintas practicas matematicas. Asi, el KPM1 y KPM2 surgen
cuando la profesora destaca el papel de los simbolos y convenciones matema-
ticas y sugieren una comunicacion en y/o sobre las matematicas, la cual, de
acuerdo con Davis y Hersh (1989), requiere de un lenguaje comun (lenguaje
matematico, en este caso) que permite la interpretacion y comprensién de las
ideas matematicas que se comparten. Por tanto, para que la actividad matema-
tica sea posible, es necesario conocer el significado de estos simbolos para saber
coémo interpretarlos y usarlos adecuadamente. En este sentido, Zakaryan y Sosa
(2019) concluyen que el uso del lenguaje matematico es una de las practicas
que es relevante desde la educacion de la primera infancia, donde la parte
importante es utilizar el lenguaje matematico de una manera, aunque no fuese
completa, pero necesariamente correcta. Por otro lado, en los niveles mas avan-
zados, se observa la necesidad de comprender el significado de los simbolos
matematicos, asi como su uso correcto.

Por otra parte, los descriptores KPM3, KPM4 y KPM6 se refieren a distintas
formas de validar el saber en matematicas. Estos descriptores sugieren distinguir
entre una condicion necesaria y una condicion suficiente y conocer sus signifi-
cados, saber cudl es la verdad en matematicas y saber que lo que constituye
una ‘demostracion” puede tener diferentes significados en los diferentes contex-
tos institucionales y diversas formas argumentativas que se ponen en juego en
las aulas de matematicas (e.g, Godino y Recio, 2001). Por tanto, aunque es
necesario justificar o dar demostraciones en la educacion preescolar, primaria 'y
secundaria, es importante enfatizar que, en la comunidad escolar, es dificil tra-
bajar desde los canones de aceptabilidad compartidos por la comunidad de
matematicos. Por lo tanto, es necesario “aliviar’ las demandas si se espera tener
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algun éxito en la produccion de justificaciones para las conjeturas enunciadas
(Mariotti, 2006). En este caso, hemos visto que Eva ha encontrado algunas for-
mas de “aliviar’ estas demandas (por ejemplo, pruebas no formales) sin perder
de vista su significado matematico.

Finalmente, los descriptores KPM5 y KPM7 caracterizan el quehacer mate-
matico, revelando aspectos que se usan para trabajar genéricamente en
matematicas, a partir de las generalizaciones y usando diferentes estrategias
heuristicas en la resolucion de problemas. La comunidad de educacion mate-
matica reconoce la importancia del conocimiento del profesory el uso de estra-
tegias heuristicas (e.g, Polya, 1945; Schonfield, 1992). Por otro lado, varios
autores (e.g, Mason, Graham vy Johnston-Wilder, 2005) destacan la importancia
del conocimiento del profesor sobre la generalizacion como una actividad empi-
rica inductiva para difundir la conciencia de la actividad de generalizar y pro-
moverla como la esencia de la matematica, para que ocurra el pensamiento
matematico en los estudiantes.

Cabe senalar que, en este documento, solo se presentaron los descriptores
del KPM que se evidenciaron en las clases de Eva y se corroboraron en la
entrevista, ya que el interés del estudio esta en caracterizar el KPM de Eva que
se manifiesta en accion. Este hecho significa que se han obtenido, ademas,
descriptores de KPM que solo se identificaron en la entrevista, por ejemplo,
algunos en relacion al conocimiento de Eva del papel de los ejemplos y con-
traejemplos en el proceso de validacion matematica, al conocimiento de las
caracteristicas de una definicion matematica y al conocimiento del papel de la
abstraccion en las matematicas, que son otros aspectos del KPM.

CONCLUSIONES

Este estudio ha pretendido caracterizar como este tipo de conocimiento mate-
matico se manifiesta en el aula y de este modo contribuir al campo de la inves-
tigacion en educacion matematica, aportando a su comprension. La
especializacion, en el enfoque adoptado en el MISK, atafie al modelo en su
conjunto y la profundizacion en la caracterizacion del KPM aporta especificidad
en relacion con la matematica.

Los descriptores emergentes del estudio representan un aporte teorico, per-
mitiendo acentuar conocimientos acerca de las caracteristicas inherentes a la
practica matematica, necesarios para consolidar su propio conocimiento, para
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saber negociar los razonamientos matematicos dados por sus alumnos. Asimis-
mo, estos descriptores ponen de relieve la importancia del conocimiento del
profesor para favorecer el desarrollo de las capacidades de hacer matemdticas
de los alumnos (Abrantes, 2001), reconocidas a nivel internacional a partir de
diferentes aspectos que dan cuenta de ello (e.g. promover el razonamiento
matematico, la resolucion de problemas, la importancia de justificar, conjeturar,
probar, generalizar, etc), dichos aspectos son requeridos de una u otra forma a
los estudiantes de acuerdo a evaluaciones y estdndares internacionales (e.g.
OECD, 2014; NCTM, 2000).

El conocimiento del profesor acerca de la eleccién de los simbolos (conven-
cionales 0 no convencionales) y su uso coherente en diferentes contextos, asi
como el conocimiento del papel del lenguaje matematico, le permite comunicar
las ideas matematicas de manera abreviada y con precision respecto al signifi-
cado estricto de los términos.

Destacamos la importancia del conocimiento del profesor de las distintas
formas de validar en matematicas: que el profesor conozca el papel que juegan
las demostraciones, los métodos de demostracion, distinguir una condicion nece-
saria y una suficiente. Ademas, saber como funciona la demostracion en distin-
tos niveles educativos, como se valida en ellos el conocimiento matematico, que
negociaciones deben establecerse con los alumnos al respecto, qué criterios
de demostracion son aceptados en distintos niveles y como van evolucio-
nando de un nivel a otro.

Por ultimo, el conocimiento de diferentes heuristicas de resolucion de pro-
blemas y del papel de la generalizacién permiten al profesor hacer mas tangible
y consciente las forma en que se desarrolla la solucién del problema y extender
un determinado método a otras situaciones (e.g. Polya, 1945).

Los datos obtenidos empiricamente permiten apreciar que una importante
cantidad de descriptores del KPM de Eva no se ha manifestado en el aula, sino
solo en la entrevista, confirmando la complejidad de evidenciar el KPM solo a
partir de las observaciones de aula (e.g. Montes, 2014) y dando origen a varias
preguntas acerca de la naturaleza de ese conocimiento y de como se refleja en
la practica docente. Por ejemplo, si bien a través de la entrevista la profesora
mostro conocer otros aspectos caracteristicos del KPM no apreciados en el aula,
cabe preguntarse por qué no se dieron las situaciones en las cuales ese cono-
cimiento pudiese ponerse en juego.

A pesar de que existe un reconocimiento del papel del profesor para fomen-
tar la cultura de las matematicas en el aula (e.g. Stylianides, 2007; Yackel y Cobb,
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1996), de la comprensién del profesor de matematicas para que ocurra un
verdadero pensamiento matematico en el aula (Ma, 1999) y de la importancia
de que un profesor de matematicas conozca distintos tipos de razonamientos y
sepa en qué contextos matematicos unos son mas adecuados que otros (e.g.
Ball y McDiarmid, 1990; Ball y Bass, 2009; Rowland et al, 2009), poco se men-
ciona sobre cémo formar a los profesores para que estos aspectos tengan vida
en el aula. Es preciso que los estudios en educacion matematica avancen en
los planteamientos acerca de donde y cuando los profesores de matematicas
adquieren el conocimiento de la practica matematica o cémo los propios profe-
sores experimentan el hacer matemadticas.
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