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Interacciones entre proposiciones condicionales

y sistemas matematicos de simbolos en una tarea
matematica

Interactions between conditional propositions and mathematical
symbol systems in a mathematical task

Eduardo Mario Lacues Apud,! Leonora Diaz Moreno,?
Juan Antonio Huertas®

Resumen: Se presentan resultados de una investigacion con estudiantes de
un curso de Calculo de primer afo universitario, disenada para indagar acerca
del uso que ellos hacen de los enunciados condicionales (condicion suficien-
te, condicién necesaria) y su relacion con los Sistemas Matematicos de Simbo-
los en los que se presenta la informacion sobre estos enunciados (registro
grafico, registro algebraico). Las preguntas formuladas en esta instancia son
similares a las que se deben responder en actividades relacionadas con la
nocion de funcion. Se encontraron diferencias en el rendimiento de los estu-
diantes, que indican que las tareas sobre condicién necesaria presentadas en
el registro grafico resultan significativamente mas sencillas que las demas; hay
indicios de un mejor rendimiento en tareas presentadas en el registro grafico
respecto de las correspondientes al algebraico y en las tareas sobre condicion
necesaria en relacion con las respectivas sobre condicion suficiente.
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Palabras clave: Condicion necesaria, Condicion suficiente, Sistemas Matemd-
ticos de Simbolos, Registros de Representacion, Funciones.

Abstract: Results from an investigation with freshmen in a first year university
Calculus course are presented, which was designed to inquiry about their use
of conditional propositions (necessary condition, sufficient condition) and its
relation with the Mathematical Symbol System used to present information
about these propositions (graphic register, algebraic register). The questions
formulated in this instance are similar to those that must be answered in
activities related with the notion of function. Differences in students’ performance
indicate that tasks about necessary condition on graphic register result signifi-
cantly easier than others; there is evidence of a better performance in tasks on
graphic register in relation with algebraic one, and in tasks about necessary
condition with respect to sufficient condition.

Keywords: Necessary condition, Sufficient condition, Mathematical Symbol Sys-
tems, Representations registers, Functions.

INTRODUCCION

Estudios desde principios de los noventa a la fecha reportan de modo persistente,
problemas de los ingresantes a la universidad con el aprendizaje de las Mate-
maticas (Tall, 1990; Artigue, 2000; Camarena, 2010) y, en particular, dificultades
con conceptos formalizados para los que son insuficientes sus recursos previos.
Por ejemplo, para construir un pensamiento analitico que considere sus habili-
dades algebraicas previas, deben abordar las brechas de igualdad y de razona-
miento (Artigue, 1995): se requiere anadir, a una igualdad resultado de
equivalencias algebraicas, una igualdad resultado de proximidad, y a un razonar
por equivalencias sucesivas, un razonamiento por condiciones suficientes.

Por su parte, la actividad con la nocion de condicional y, especificamente, la
distincion entre condicion necesaria y condicion suficiente, es crucial para los
estudiantes ingresantes a programas cientifico-tecnolégicos, dada su presencia
en argumentaciones y demostraciones en los cursos iniciales de Matematicas.

Algunos informes de investigacion revelan dificultades que enfrentan estos
estudiantes. Los novatos tienen formas de aproximacion a la nocion de
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demostracién basadas en consideraciones contextuales o intuitivas (Camacho,
Sanchez y Zubieta, 2014) donde la relevancia de la estructura légica no es
reconocida, a diferencia de lo que hacen los expertos que se preocupan por
reconocer la validez de las inferencias realizadas (Inglis y Alcock, 2012).

Lew, Fukawa-Conelly, Mejia-Ramos y Weber (2016) senalan que la mirada
de un profesor sobre una demostracion, centrada en ideas cruciales que la
organizan, suele no coincidir con la de sus estudiantes focalizada mas bien en
los detalles de los calculos que se realizan; indican que las acepciones técni-
cas de ciertos términos no son compartidas por profesor y estudiantes. La
conjuncién de estos factores puede explicar por qué los estudiantes podrian
no comprender lo que la leccién de su profesor esta ensenando.

En otro orden, algunos estudios han proporcionado informacion acerca de
estrategias usadas por estudiantes en los procesos de construir o escribir
demostraciones.

Weber y Alcock (2004) han distinguido entre pruebas sintacticas y pruebas
semanticas; en las primeras, el sujeto manipula formalmente las representacio-
nes simbolicas hasta obtener la conclusion mientras que, en las segundas el
ejecutante apela a instanciaciones* de los objetos matematicos a los que la
prueba refiere para avanzar hacia la solucion.

Zazkis, Weber y Mejia-Ramos (2015) identificaron dos estrategias de abor-
daje usadas por estudiantes de Matematicas al construir pruebas y las relacio-
naron con los procesos de resolucion de problemas:

Cuando usan una estrategia orientada a un objetivo los estudiantes estarian desa-
rrollando una comprension profunda de la proposicion que estén probando, eligien-
do un plan con base en esa comprension, desarrollando un argumento grafico
acerca de la validez de la proposiciéon y formalizando este argumento en una prue-
ba. Cuando usen una estrategia superficial los estudiantes estarian comenzando a
probar diferentes planes inmediatamente luego de leer la proposicion y abandona-
rian cada uno de los planes a la primera senal de dificultad. (p. 12)

Es interesante destacar que en la primera estrategia descrita, los estudiantes
construyen argumentos graficos que luego formalizan. Esto puede interpretarse

* “Por instanciacion nos referimos a una manera sistematicamente repetible por la que el individuo pien-
sa en un objeto matematico, que es internamente significativa para ese individuo.” Traduccién de los autores.
> Traduccion de los autores
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en términos de los procesos de conversion entre registros semioticos de repre-
sentacion (Duval, 1998), que se discutiran mas adelante. La construccion de
diagramas o graficas también es mencionada por Weber y Alcock (2004) como
una de las posibles formas de instanciacion.

Estos antecedentes conducen a distinguir dos elementos que interactian en
los procesos de construccion o en la aceptacion de la validez de una demostracion.
Por un lado, las reglas de inferencia que permiten justificar los pasos sucesivos
de una prueba a partir de los anteriores dependen de la definicion del valor de
verdad del condicional, cuyas caracteristicas técnicas son frecuentemente causa
de dificultades. Por otro, las formas de representacion que los ejecutantes asumen
para llevar adelante la tarea parecen tener incidencia en el éxito conseguido.

Responder a la interrogante de la influencia del registro de representacion,
sea algebraico o grafico, en la dificultad de la tarea con el condicional, aportaria
antecedentes para disenos de ensenanza que podrian contribuir a mejorar los
desempenos de estudiantes ingresantes.

En este trabajo se presenta una investigacion desarrollada en un curso de
Célculo en primer semestre de carreras de ingenieria, destinada a estudiar dos
de los aspectos que se han destacado y se sefalan a continuacion.

En primer término, interesé conocer que uso de la nocion de condicional hacen
los alumnos ingresantes a la universidad, en particular, de la distincion entre
condicién necesaria y condicion suficiente. En sequndo lugar, se propuso respon-
der a la interrogante acerca de la influencia que pudiera tener el registro de
representacion en el que se muestra la consigna (algebraico o grafico) en la
dificultad de la tarea. Desde el punto de vista didactico estas dos cuestiones son
relevantes. Tienen implicaciones sobre la eleccion de estrategias de ensenanza y
la forma de presentacion de tareas a los estudiantes, entre otros aspectos.

Los trabajos fueron planteados sobre los contenidos matematicos de imagen
y preimagen por medio de una funcion. Se eligié la nocion de funcién porque
permite facilmente presentar tareas en los registros algebraico y grafico. Asociadas
a esta nocidn, las de imagen y preimagen brindan oportunidades para formular
consignas en las que el reconocimiento de condiciones necesarias o suficientes
es crucial, asi como las instancias de cuantificacion que en ellas aparecen.

En la seccion siguiente se introducen nociones sobre los Sistemas Matema-
ticos de Simbolos (SMS). A continuacion de ésta, se discute con cierto detalle
cuestiones relativas a la argumentacion matematica con base en el condicional.
Luego de estas dos secciones se informa acerca del diseno metodoldgico, el
procesamiento de los datos y las conclusiones extraidas.
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SISTEMAS MATEMATICOS DE SIMBOLOS Y REGISTROS DE REPRESENTACION

Al hablar de Sistemas Matematicos de Simbolos, la ubicacion del adjetivo “Mate-
maticos” calificando al sustantivo ‘Sistemas’ es deliberada y pretende poner
énfasis en que no son los simbolos los que se consideran matematicos, sino los
sistemas que integran ciertos simbolos y una lengua vernacula. Esta es la posicion
que defiende Puig (2003) al sefalar que quien dota de significado al texto es el
sistema y no los signos ni la lengua por si mismos. Enfatiza de este modo la
necesidad de considerar no los signos de manera individual, sino la entidad
constituida por un conjunto de signos (no necesariamente lingtiisticos) junto con
una cierta lengua vernacula, cuyas configuraciones cobran sentido en un proceso
social por el que se van produciendo consensos en la actividad matematica.

Tomando como referencia a Palmer (1977) la definicion de SMS fue estable-
cida por Kaput (1987) como un sistema de representacion. En esta definicion es
central la nocién de esquema simbdlico, caracterizado como el par formado por
una coleccion de caracteres y otra de reglas que establecen la forma en que
pueden combinarse, ordenarse o transformarse estos caracteres. La coleccion de
reglas conforma la sintaxis del esquema simbolico.

Siguiendo esta formulacion, un sistema de simbolos es una terna formada
por esquema simbolico, un campo de referencia y una correspondencia entre
ellos, que podria no ser biunivoca. Cuando el campo de referencia es una
estructura matematica, se tiene un Sistema Matematico de Simbolos.

Al comentar este desarrollo, Radford (1998) llama la atencion sobre una
dualidad que Kaput atribuye a los SMS: por un lado, éstos median en las acti-
vidades de comunicacion gracias a su condicion de ser compartidos por la
comunidad; por otro, intervienen en el funcionamiento cognitivo individual de
una forma que Kaput (1987) mismo refiere asi: ‘[..] con las acciones mas tem-
pranas y las estructuras cristalizadas en simbolos estables y concretamente
manipulables, la mente es liberada para actuar sobre o reflexionar acerca de
esas acciones y estructuras en formas nuevas, tal vez conduciendo a otro circu-
lo de construcciones matematicas”’® (p. 162)

Es decir, en este proceso, los SMS se convierten en portadores de significados
que resumen conjuntos (eventualmente ordenados) de acciones sobre objetos
matematicos, y pasan a ser a su vez posibles participantes en nuevas construc-
ciones matematicas, susceptibles de representacion. Por su parte, en la

® Traduccion de los autores
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caracterizacion de Marti y Pozo (2000) los SMS resultan ser una clase de siste-
mas externos de representacion: tienen existencia independiente de su creador,
permanecen en el tiempo a la vez que se organizan espacialmente, y son el
resultado de consensos. El problema de la representacion ha sido estudiado
desde diferentes perspectivas en el ambito de la ensenanza y el aprendizaje de
la Matematica: vinculando la funcion comunicacional de los SMS con la cogni-
tiva (Radford, 1998), lo que se complementa con el sefalamiento que hace
Berger (2004) en el sentido de que el uso comunicacional de los signos evolu-
ciona hacia una coincidencia entre los significados personales de los conceptos
matematicos y los sociales sostenidos por la comunidad matematica; Arcavi
(2003) enfatiza que diferentes representaciones aportan visiones complementa-
rias, lo que se asocia con el éxito en resolucion de problemas mediante la
habilidad para articular diferentes representaciones (Gagatsis y Shiakalli, 2004)
y con el aprendizaje a través de la generacion de representaciones propias y
consensuadas con los pares (Selling, 2015), cuestion que también ha sido estu-
diada en otras disciplinas (Pocovi y Collivadino, 2014). Los desempefos de los
estudiantes al usar en forma casi exclusiva un sistema de representacion (alge-
braico o grafico) han sido también reportados (Alcock y Simpson, 2004; 2005)
mientras que la emergencia de objetos matematicos y las dificultades asociadas
con los procesos de conversion entre registros han sido también estudiados
(Rojas, 2015). Estos puntos de vista ayudan a situar el problema de la apropiacion
por parte de los estudiantes (en nuestro caso, universitarios) de los objetos
matematicos con los que toman contacto a través de los signos (palabras, sim-
bolos matematicos) que integran el discurso matematico. Este discurso esta
conformado en torno a un conjunto de consensos, que dota de un significado
preciso, compartido por la comunidad matematica, a las expresiones que se usan
para comunicar resultados o argumentar en torno a la validez de enunciados
en Matematica.

Dado que los problemas que han dado origen a estas formas de represen-
tacion suelen ser ajenos a los estudiantes, es dificil que las estructuras comuni-
cativas que finalmente han sido consensuadas sean visibles para ellos y pueden
resultarles artificiales. En la clase junto con este discurso coexisten otros, aso-
ciados con la intencion de ensenary de aprender, que no necesariamente son
concurrentes, sino que en ocasiones presentan divergencias tan marcadas que
suponen un obstaculo en la aprehension de los saberes por parte de los apren-
dices. Si bien la preocupacion que genera esta situacion es de larga data (Kieran,
1992) la dificultad que implica para cada principiante apropiarse de este
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discurso para usarlo de manera competente es de las menos atendidas desde
la ensenanza de las Matematicas. Por otro lado, la consideracion del desarrollo
historico del uso de simbolos en Matematica permite ampliar la perspectiva. A
partir de un trabajo de Vieta sobre una traduccion al latin de los documentos
de Diofanto, sitia Kieran (1992) a fines del siglo XV el comienzo de la etapa
simbolica, la ultima de las tres en la que separa la historia de la evolucion del
simbolismo algebraico. Segun esta autora, Diofanto marca el final de la primera,
que ella llama retorica y esta caracterizada por una ausencia total de formalismo,
y el comienzo de la segunda. Esta se extiende hasta el siglo XV, cuando en
Europa a partir de los procedimientos diofanticos comienzan a elaborarse méto-
dos generales para abordar la resolucion de diferentes problemas algebraicos.

En apoyo a esta descripcion, Radford y Puig (2007) sefalan que en sus
origenes en Mesopotamia, el algebra trataba las cantidades desconocidas (las
variables en un sentido actual) como elementos contextualizados, lo que permi-
tia asignarles naturalmente un significado (por ejemplo, geométrico) y otorgaba
medios para comprobar la validez de los calculos efectuados (siguiendo con el
ejemplo, mediante la transformacion del problema geométrico asociado). Esta
asociacion de lo algebraico con lo geométrico se mantuvo hasta el Renacimien-
to. La solucion de un problema, en esta etapa retérica, esta fuertemente atada
al contexto y resulta, por lo tanto, particular. Por eso, no se perciben todavia
procesos de abstraccion o generalizacion que permitan reconocer estructuras
matematicas, algoritmos o estrategias de resolucion. La formulacion verbal se
complica gradualmente al extremo que podria ser muy confuso expresar los
procesos que se siguen. En una etapa como la de Diofanto, la representacion
de los procesos se ha hecho a través de simbolos, pero alin no se expresan éstos
en toda su generalidad. Por eso, la relacion del ejecutante con el proceso de
solucion del problema, si bien no es tan directa como en el caso retérico, con-
serva cierta cercania, manifestada en el mantenimiento de los datos numeéricos,
lo que transforma al proceso en una solucion para ese caso, aun cuando pue-
da vislumbrarse lo que serfa una generalizacion.

En la etapa simbodlica, la distancia entre el ejecutante y la tarea se ha agran-
dado, y los procesos que se siguen pueden plantearse en términos abstractos:
ya no se opera con numeros, sino con variables. Llegados a este punto, el propio
procedimiento puede ser objeto de generalizacion, de manera que se extienda
a otras situaciones. Un aporte para avanzar en el desarrollo de la I6gica aristo-
télica fue el trabajo de George Boole para intentar algebrizar el calculo de
predicados. Como senala Glymour (1998) uno de los postulados asumidos por
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Boole era que las leyes del pensamiento tenian una forma algebraica. El traba-
jo de Boole significé el primer desarrollo importante en Logica desde Aristoteles.
Sin embargo, pese a su magnitud, no pudo resolver ciertas cuestiones relacio-
nadas con la nocion de prueba, en particular aquéllas donde aparecen variables
individuales cuantificadas, como las relacionadas con el limite matematico. El
resultado de tales procesos historicos, en opinién de Radford y Puig (2007) a
través de lo que denominan “‘Embedment Principle’, es un sistema algebraico
constituido por un conjunto de reglas sintacticas y significados portadoras del
funcionamiento cognitivo de generaciones anteriores:

Esta actividad cognitiva histérica depositada en signos, el sistema semidtico que
ellas forman, y las practicas sociales que ellas median ofrecen a nuestros estudian-
tes ciertas lineas de desarrollo conceptual, vectores maleables de crecimiento cog-
nitivo que los estudiantes pueden sequir y transformar de acuerdo con las
actividades en las que se involucren.” (Radford y Puig, p. 148)

Esto es, la actividad histérico-cognitiva asentada en signos, el sistema semiotico
que forman y las practicas sociales que median, ofrecen a los estudiantes direc-
ciones de desarrollo y formas de apropiacion del saber escolar del Algebra. El
logro de dominio en el uso de SMS por los aprendices, permite tomar distancia
de las formas mas concretas de formulacion de los problemas. Llevado a un
extremo, esto puede significar que los estudiantes sean capaces de ejecutar
algoritmos correctamente, sin tener en cuenta los problemas a los que esos
algoritmos originalmente dieron respuesta. Esto comporta el riesgo de confundir
la habilidad en la ejecucion de rutinas de calculo con la comprension conceptual
del problema, que incluye, entre otros elementos, la interpretacion de los signi-
ficados de los simbolos utilizados y de las relaciones que con su uso se esta-
blecen entre las entidades involucradas. Vale la pena destacar que otra de las
caracteristicas que los SMS comparten con el lenguaje, es que muchos de sus
significados dependen del contexto en el que se formulan las sentencias. En
cada caso, las propiedades que se resumen en esos SMS son diferentes, y
para cada aprendiz constituye un problema identificar, a partir del contexto en
el que estan siendo usadas, cuales son las pertinentes. Regine Douady (1984)
introdujo en su tesis doctoral la nocion de “juego de cuadros” para aludir a
contextos de formulacion de sentencias matematicas y destacd la

7 Traduccion de los autores.
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importancia de promover desde la ensenanza las competencias de los apren-
dices para transitar entre estos “cuadros” o “‘marcos’. Ella justifica este énfa-
sis en los procesos de cambio de cuadro a partir de dos principios: el de que
todo concepto matematico es susceptible de ser representado en mas de un
marco, y el de que estas representaciones no coinciden, dado que cada repre-
sentacion favorece la comprensiéon de algun aspecto del concepto que resulta
menos claramente aprehensible en otra representacion.

Duoady avanzé en lo que queria decir al referirse a un marco (Douady, 1986),
estableciendo que se conforma con objetos matematicos, considerando las rela-
ciones que existen entre ellos y las formulaciones que representan a unos y otras,
y se manejé con ideas intuitivas a este respecto (marco fisico, marco geométrico,
marco algebraico, marco numérico, entre otros). Su trabajo fue pionero y dispa-
rador de otros desarrollos. Raymond Duval (Duval, 1995; 1998) al introducir la
teoria de los registros de representacion semidtica, avanzo en el desarrollo de
estas nociones. Cada registro semidtico es un sistema de representacion en el
que es posible ejecutar al menos tres operaciones: el reconocimiento de formu-
laciones simbodlicas como representantes de ciertas entidades, la transformacion
de una formulacién en otra dentro del mismo sistema (tratamiento) y, la transfor-
macion de una formulacion en un cierto sistema en otra de otro sistema (conver-
sion). En cada registro de representacion se configura un SMS que no sélo
incorpora los signos propios del registro, sino las reglas de tratamiento y las
referencias que permiten los procesos de traduccién entre registros. Las operacio-
nes de conversion dan cuenta de los procesos de traduccién que permiten el
‘juego de marcos” o desplazamientos entre registros, es decir, la posibilidad de
establecer similitudes, tal vez parciales, entre las representaciones en diferentes
registros del mismo concepto matematico. Es pertinente aclarar que, si bien apa-
rece ‘registro algebraico” como designacién de uno de los marcos, podria hablar-
se mas precisamente de “registro analitico-algebraico’, para dar cuenta de que las
representaciones algebraicas de funciones juegan, ademds, un papel importante
en las nociones variacionales que son propias del estudio del Calculo.

CONDICIONES NECESARIA Y SUFICIENTE EN LA ARGUMENTACION
MATEMATICA

Al problema de decidir si una funcion es sobreyectiva debe responderse argu-
mentando si dado un elemento del codominio de la funcion, existe un
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elemento del dominio cuya imagen sea el elemento elegido. En esta situacion
hay al menos tres senalamientos a hacer.

El primero, es la presencia de cuantificadores, uno universal “[.] dado un
elemento [..]', otro existencial. La aparicion de éste es evidente, pero la del pri-
mero es implicita. El sequndo punto destacable es la necesidad de articular el
registro de representacion en el que se esta trabajando con las acciones que se
requiere ejecutar para dar la respuesta. El tercer elemento por senalar, es la
estructura légica que esta presente en la sentencia a analizar. En nuestro ejem-
plo, si la funcion viene dada por medio de una ecuacion algebraica, se debe
discutir la existencia de soluciones de una cierta ecuacion dependiente de un
parametro. En cambio, si la funcion se representa por medio de una grafica
cartesiana donde se ubico la variable independiente en el eje de abscisas, la
cuestion es decidir si una recta paralela a este eje interseca a la grafica cuando
la ordenada de la recta recorre todos los valores del codominio. El conectivo que
aparece es una conjuncion: se interroga acerca de la existencia de un elemen-
to que esté en el dominio y cuya imagen sea el elemento dado en el codominio.
Como en el caso de los cuantificadores, este conectivo puede aparecer de mane-
ra poco explicita. Otra situacion similar se da en la actividad para probar que
una funcion tiene limite en un punto. En el curriculo de los primeros cursos de
Célculo en carreras en ingenieria en Uruguay, esta definicion ocupa un lugar
importante: se usa para probar que ciertas funciones tienen un cierto limite en
un punto, o para demostrar reglas que proporcionan procedimientos para el
calculo de limites, o para justificar resultados de interés intra-matematico, como
la unicidad del limite en caso de existir. En el proceso de usar la definicién para
justificar la existencia de un cierto limite, es necesario y suficiente verificar que,
si se quiere conseguir que la variable dependiente esté en cierto conjunto arbi-
trariamente elegido, alcanza con encontrar un conjunto adecuado en el que
esté la variable independiente. Como antes, hay varias apariciones de cuantifi-
cadores y una estructura légica basada en el conectivo condicional. En efecto,
la definicion de limite de una funcién en un punto, tal como quedo establecida
a partir de Cauchy, puede escribirse de la siguiente manera:

lim f(x)=b siy solo si dado >0 existe 6>0 tal que si 0<Ix-al<8§ entonces If(x)-bl<e.
X—a

Explicitando en detalle la traduccion de los elementos simbdlicos que aparecen
en ella, puede redactarse diciendo:
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La funcion ftiene limite b en el punto a siy solo si dado € positivo existe § positivo
de forma que, para cualquier x, si ocurre que la distancia de x al punto a es positi-
va y menor que 8 resulta que la distancia de la imagen de x por medio de f al
numero b es menor que €.

Por lo tanto, afirmar que una funcién tiene limite en un punto es equivalente a
decir que:

Existe un nimero b para el cual, dado € positivo existe § positivo de forma que para
cualquier x, si ocurre que la distancia de x al punto a es positiva y menor que &
resulta que la distancia de la imagen de x por medio de f al numero b es menor que «.

En definitiva, pueden reconocerse tres instancias de cuantificaciéon en esta
definicion, dos de ellas mas bien explicitas (“dado €>0", “existe 6>0") y otra
practicamente oculta (“existe un nimero b"). Por otro lado, la sentencia cuyo
valor de verdad debe ser analizado para decidir acerca de la existencia del
limite es un condicional. Ha sido senalado (Durand-Guerrier, 2005; Morou y
Kalospyros, s.f) que este “‘ocultamiento” de los cuantificadores estd asociado
con dificultades en la comprension de los contenidos matematicos y puede,
por eso, inducir a errores en el desempeno de los estudiantes, en particular,
en los procesos de demostracion y en el uso de las sentencias condicionales,
lo que en muchos paises ocurre en el momento del ingreso a carreras univer-
sitarias en el area de ciencias o tecnologias.

Por su parte, un resultado central en matematicas es el que establece que
el conjunto vacio, representado con la letra nérdica @, esta contenido en cual-
quier otro conjunto. Cuando se examina esta proposicion desde la perspectiva
de la definicion de inclusion de conjuntos, queda claro que un condicional
debe ser cierto cuando su antecedente es falso, sin que importe el valor del
consecuente. En efecto, decimos que el conjunto X esta contenido en el con-
junto Y si y solo si para cualquier a, si a es un elemento de X, entonces es un
elemento de Y. En términos formales, XY < (Va) (aeX = a€Y). Concretada
al caso en que X es el conjunto vacio @, la expresion anterior queda: @cY <
(Va) (ae® = a€Y). Para que la proposicion (Va) (ae@ = a€Y sea cierta,
debe ocurrir que ae@ = a€Y sea cierta para cualquier a. De acuerdo con la
definicion de valor de verdad del condicional, esto ocurrird a menos que a€@
sea cierto y a€Y sea falso. Ahora bien, por definicién, ae® toma el valor falso
para cualquier a, en tanto a€Y puede ser tanto falso como cierto,
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dependiendo de a 'y de Y. De aqui se concluye que @ es un subconjunto de
cada conjunto. Esta caracteristica técnica de la definicion del valor de verdad
del condicional, necesaria internamente en Matematica, no forma parte de las
concepciones habituales.

Es frecuente que se asocie el condicional con la representacion de relaciones
causales. Cuando se quiere analizar si un fenomeno A es causa de otro B, hay
que considerar, en cada caso de ocurrencia de A, si B también ocurre. Lo que
importa en este analisis es que A ocurra; en términos légicos, solo tiene interés
el caso en el que el valor de verdad de la proposicion “A ocurre” es cierto. En
otras palabras, no es relevante preguntarse qué valor toma una proposicion
condicional cuando el antecedente es falso.

Esta es la clase de concepciones a las que Durand-Guerrier (2003) se vio
enfrentada con sorpresa en su experiencia como docente en un curso de primer
ano universitario. Al proponer a sus estudiantes la determinacion de los valores
de una variable para los cuales una sentencia condicional resultaba cierta,
encontrd que solo unos pocos incluian en la respuesta los valores de la variable
para los cuales el antecedente resultaba falso. Incluso pudo constatar que varios
alumnos no se convencieron de que esta respuesta era correcta. En este sentido,
es relevante la investigacion de Alcock y Weber (2005) que destaca como uno de
sus resultados que la aceptacion de la validez de una argumentacion descansa
no solo en su estructura deductiva, sino ademas en la existencia de razones con-
textuales suficientemente fuertes para aceptar que las reglas de inferencia usadas
son correctas. Esta constatacion permite conjeturar plausiblemente que lo que
hace sentido para el estudiantado, no toma por base un modo argumentativo
aristotélico.

El ejemplo que sigue destaca la importancia que tiene la definicion técnica
del condicional en las demostraciones matematicas; ademas, muestra como la
posibilidad de construir y articular diferentes representaciones del mismo objeto
matematico puede ayudar a superar las limitaciones que cada representacion
aislada tiene. P. N. Johnson-Laird (1984) al presentar la existencia de una con-
troversia acerca de la forma en que los humanos razonan, plantea el estudio de
las respuestas que se recogen al extraer conclusiones a partir de silogismos.
Uno de ellos es el siguiente, en el que se pedia a estudiantes universitarios que
extrajeran alguna conclusion, si habia alguna, a partir de las sentencias:

a) Todos los apicultores son artistas.
b) Ningun quimico es apicultor.
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Johnson-Laird afirma que “Algunos artistas no son quimicos” es una conclusion
a la que se arriba y destaca que ningun participante en el estudio la dio. Este
resultado se enmarca en el llamado silogismo Darapti (Brunschvicg, 1945) vy,
como se verd a continuacion, es incorrecto. En términos del calculo de predica-
dos, tomando M(x) como x es apicultor, N(x) como x es artista y P(x) como x
es quimico, podemos formular el silogismo anterior de la siguiente manera: (Va)
(M(a) = N(a)) A= (3a) (P(a)AM(a)) — (Fa) (N(a) A= P(a)). Sin embargo,
esta conclusion es erronea de acuerdo con lo que se detalla a continuacion:

) Si se asume que no hay apicultores, (es decir M(a) toma el valor falso para
cualquier a) entonces:

a) (va) (M(a) = N(a)) es cierto, porque el condicional M(a) — N(a) es cier-
to para cualquier a, porque su antecedente M(a) es falso para cualquier a.

b) = (3a) (P(a)AM(a)) es cierto, porque (3a) (P(a)AM(a)) es falso, dado
que la conjuncion P(a)AM(a) es falsa para cualquier a, porque M(a)
es falso para cualquier a.

d) De acuerdo con i) y ii), (Va) (M(a) = N(a)) A= (Fa) (P(a)AM(a))
resulta ser cierto.

1) Si se asume que no hay artistas (es decir, N(a) es falso para cualquier valor
de a) o que todos son quimicos (o sea, P(a) es cierto para cualquier a y enton-
ces — P(a) es falso para cualquier a) resulta que la conjuncion N(a) A = P(a)
es falsa para cualquier a, con lo que (3a) (N(a) A = P(a)) es falso.

1) Con esto, el condicional resulta falso.®

Es interesante notar que si se acepta que existen apicultores entonces la formu-
la (Va) (M(a) = N(a)) A—~ (3a) (P(a)AM(a)) = (Fa) (N(a) A = P(a))
resulta cierta, porque no es posible conseguir que el antecedente sea cierto y el
consecuente falso.

En efecto, admitido que M(a) es cierto para algun a, digamos ao, para que
el antecedente sea cierto debe ocurrir que N(a) tome el valor cierto para ao (en
caso contrario (Va) (M(a) — N(a)) resultaria falso). Con este resultado, si

¢ Existen otras asignaciones para conseguir que esta formula sea falsa.
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fuera el consecuente falso, P(a) deberia ser cierto para ao (de lo contrario (3a)
(N(a) A = P(a)) seria cierto). Entonces, la formula = (3a) (P(a)AM(a)) es
falsa, dado que P(a)AM(a) queda cierta para ao.

Es decir, lo que parece llevar al error que comete Johnson-Laird (1984)
es la no consideracion de un caso en el que una sentencia condicional es
cierta porque su antecedente es falso. Sin embargo, aiin en Matematica, las
nociones de implicacion y de prueba estan principalmente asociadas a la
consideracién de los casos en los que las premisas, cuya conjuncion cons-
tituye el antecedente, son ciertas. Tal como senalan Hoyles y Kiichemann
(2002), es necesario realizar una distincion entre la implicacién material
asociada con el conectivo logico condicional y, las proposiciones hipotéticas,
en las que se analiza si una sentencia (la conclusion) es consecuencia
logica de otras (las premisas) a partir de considerar cual es el valor de verdad
de la conclusion cuando todas las premisas son ciertas. Aun cuando ambas
nociones estan indisolublemente ligadas (una proposicion hipotética se for-
maliza como una implicacion material) esta asociacion no es clara para los
aprendices, e incluso para los profesores (Durand-Guerrier, 2003). Hasta aqui
se ha manejado esta situacion en el SMS propio del calculo de predicados.
Cerrando esta seccion, se ejemplifican los procesos de conversion presen-
tando, a continuacién, un analisis del mismo silogismo, pero en el SMS de
la teoria intuitiva de conjuntos.

Para esto se toma el universo U como el conjunto de todas las personas, P
como el de los quimicos, N como el de los artistas, M como el de los apicultores.

La premisa “Todos los apicultores son artistas” queda representada por el
hecho de que MC N. La premisa “Ningun quimico es apicultor” queda represen-
tada por el hecho de que PNM = @. La pretendida conclusion “Algunos artistas
no son quimicos” podria representarse como N-P # @ o, equivalentemente, como
N¢P.
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Diagrama 1 Diagrama 2

Asi que, si M # @ (es decir, “existen apicultores” es cierto), como M € Ny PNM
= @, entonces no puede ocurrir que NCP (o sea, hay artistas que no son qui-
micos), como se ve en el diagrama 1. Ahora consideremos el caso que M = @.
Esto se representa en el diagrama 2 con la ausencia de referencias a M (este
es un ejemplo de como cada registro de representacion tiene limitaciones para
dar cuenta de ciertos aspectos de lo representado: los diagramas de Venn no
permiten, por su propia conformacion, representar al conjunto vacio). Nada
impide que NcP, lo que equivale a decir que “Todos los artistas son quimicos’
lo cual contradice la pretendida conclusion. Esto cierra el desarrollo del ejemplo,
en el que se ha expuesto que cada representacion presenta limitaciones y como
la articulacion de diferentes representaciones del mismo objeto contribuye a la
comprension del tema en discusion. Los ejemplos anteriores ilustran la coexis-
tencia de diversos discursos en el aula y ponen de relieve que la Logica Mate-
matica emerge como disciplina (a fines del siglo XIX) para responder a problemas
internos a la Matematica (teoria de conjuntos, formalizacién del analisis, entre
otros). Algunas de sus construcciones, como la definicion del condicional, son
concesiones obligadas por la necesidad de coherencia interna. Sin embargo,
otras necesidades o diferentes entornos pueden dar lugar a otras maneras de
argumentar, no sélo en dmbitos externos a las Matematicas, sino incluso inter-
namente. Es en este sentido que algunos autores (Crespo, Farfan y Lezama,
2010) destacan que la presencia de algunas formas argumentativas en el aula
no puede explicarse a partir de la l6gica aristotélica, que sin embargo es la que
subyace a las Matematicas.
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MOTIVACIONES PARA ESTA EXPERIENCIA

Ademas de los senalados, un elemento destacable que emerge del trabajo de
Alcock y Simpson (2004; 2005) es la constatacion de la existencia de dos clases
de aprendices, aquellos que priorizan en su trabajo los aspectos de la represen-
tacion algebraica, con poco o ningun apoyo en graficas de algun tipo, y los que
apelan principalmente a representaciones graficas para visualizar las relaciones
relevantes. Cabe entonces preguntarse acerca de la relacion entre la dificultad
de una tarea matematica y el sistema de representacion en el que ha sido
planteada. Por otro lado, en el discurso matematico del aula aparecen constan-
temente argumentos deductivos donde el reconocimiento de la relacion entre
dos enunciados (cual es suficiente, necesario o suficiente y necesario para el
otro) es crucial para establecer la validez del razonamiento en cuestion.
Adicionalmente, en la organizacion curricular de la ensefanza media supe-
rior en Uruguay el tratamiento de los temas de Calculo Diferencial tiene un
sesgo hacia la adquisicion de habilidades de calculo, mientras que los cursos
universitarios iniciales cambian el foco a aspectos conceptuales, donde las
nociones de demostracién y de rigor juegan un papel principal. Por estos
motivos, se eligi¢ indagar acerca del uso por parte de los estudiantes de las
nociones de condicion necesaria o condicion suficiente en formulaciones con-
dicionales, presentadas o bien en el registro algebraico o bien en el grafico, en
situaciones como las que deben abordar en tareas usuales que se refieren a la
definicion de limite de una funcién en un punto, en los cursos universitarios
iniciales de Calculo. Se optd por un diseno que minimizara los cambios en el
desarrollo habitual del curso, dado que se pretendia recoger informacién que
pudiera ser util en el desarrollo de intervenciones didacticas que incorporaran
la ensenanza de temas de Logica en el marco de los contenidos de Calculo. Mas
especificamente, se decidio responder a las siguientes cuestiones:

1) éQué uso de los enunciados condicionales (condicion suficiente, condicion
necesaria) muestran ingresantes a la universidad?

2) ¢Qué registro de representacion, grafico o algebraico, presenta mayor difi-
cultad en tareas con enunciados condicionales?

El marco conceptual para responder a estas preguntas esta constituido, por un
lado, por los aspectos destacados en la relacion entre los SMS y la actividad
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matematica, y, por otro, con las nociones de condicional proporcionadas por la
Logica. A continuacion, se describe esta experiencia.

DISENO DE LA EXPERIENCIA
PARTICIPANTES

Los participantes en esta experiencia fueron cuarenta estudiantes de primer ano
de carreras de ingenieria de la Universidad Catélica del Uruguay (UCU), que
asistian al primer curso de Calculo. Se eligié esta muestra teniendo en cuenta
que el estudio de Calculo puede considerarse el punto de partida para el desa-
rrollo del pensamiento matematico avanzado.

INSTRUMENTOS

Para esta experiencia se prepararon dos cuestionarios de ocho items con cuatro
alternativas de respuesta cada uno. Ambos cuestionarios fueron elaborados de
manera que la mitad de las preguntas estan formuladas como condicion sufi-
ciente y la otra mitad en modo de condicion necesaria.

Estos cuestionarios fueron aplicados en la tercera semana del curso (marzo
de 2017), en dos clases consecutivas, de sesenta minutos de duracion cada una,
antes del comienzo del tratamiento del tema de limite de una funcion en un
punto. Con esta separacion temporal se buscé evitar que se favoreciera la posi-
bilidad de que los estudiantes los vincularan y por eso, se vieran eventualmen-
te inducidos a llevar a cabo operaciones de conversion. Se indicd a los
estudiantes que la relevancia de la tarea consistia en su relacion con tema a
seguir, el de limite, dado que les anticipaba algunas de las cuestiones que
deberian resolver. Las respuestas de los estudiantes fueron registradas en hojas
individuales que les fueron provistas, en las que debian marcar la opcion que
consideraban correcta.

La fiabilidad del cuestionario se estudio con un Alfa de Cronbach. La con-
sistencia interna de los instrumentos fue aceptable, teniendo en cuenta que se
trataba de pruebas de 16 preguntas (alfa de Cronbach de59). Este analisis
muestra que todos los items se comportan de manera similar, la supresion de
alguno no aumenta la fiabilidad.
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En el llamado Cuestionario Grafico (CG) las preguntas se referian a una
funcién presentada a través de su grafica cartesiana, de la que no se daba la
formula algebraica. En el llamado Cuestionario Algebraico (CA) los items inte-
rrogaban acerca de una funcion presentada a través de su ecuacion algebraica
de la que no se daba la grafica.

Los enunciados que se referian a cada condicién usaban formatos diferentes:

a) para la condicion suficiente se usaron “para que ocurra Q es suficiente
que P, “P alcanza para Q’, “si P entonces Q’, “cuando ocurre P resulta Q".
b) para la condicion necesaria se usaron “para que sea P debe ser Q", “Q es
necesaria para P', “sélo si Q resulta P’, “para estar sequro de que sea Q,

debe ser P'.

Con el fin de garantizar que las preguntas estaban formuladas siguiendo
las condiciones propuestas, dos profesores universitarios de Matematica
clasificaron cada item segun fuese de condicién necesaria o suficiente.

Las alternativas de respuestas incorrectas fueron elegidas a partir de obser-
vaciones informales de situaciones de clase o de registros escritos de estu-
diantes en pruebas de evaluacién en cursos anteriores de la misma
asignatura, en las que, a partir del uso del lenguaje oral de los estudiantes, se
detectaron formas de interpretar la estructura condicional que no eran las
correctas. Otras de las opciones incorrectas de respuesta incluian desconoci-
miento de los contenidos matematicos.

Se presentan algunos items de estos cuestionarios, con sus respectivos ana-
lisis didacticos.

Las preguntas del formulario algebraico se refieren a la funcién f dada por
cualquiera de las formulas siguientes f(x)=x>-3x+2 o f(x)=(x+2)(x-1)2 Se
incluyeron las dos formulas para simplificar el trabajo algebraico necesario para
responder alguna de las preguntas.

Las dos preguntas que se presentan a continuacion resultaron dificiles, regis-
trando cada una un porcentaje del 45% de respuesta correctas.

La pregunta 7 es la siguiente:

La afirmacion “Para que f(x) sea positivo es suficiente que x sea positivo y distinto de 1":
a) es falsa porque f(-1) es positivo y -1 no es positivo

b) es falsa porque f(x) es positivo para x mayor que -2 y distinto de 1
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@) es cierta porque, por ejemplo, 2 es positivo y f(2) es positivo

d) es cierta porque si x es positivo y distinto de 1 resulta f(x)>0

En esta pregunta es explicita la condicion de suficiente que se da a un enun-
ciado (x es positivo y distinto de 1) respecto al otro (para que f(x) sea positivo).
Sin embargo, el orden en el que se presentan estos enunciados no es el mas
frecuentemente utilizado. La respuesta correcta es la d). Quienes contesten las
opciones a) o b), posiblemente estén confundiendo la condicion considerando-
la necesaria (verosimilmente, debido al orden de los enunciados) Los que elijan la
opcién c) cometen el error logico de pretender establecer la validez de un enun-
ciado a partir de la verificacion de casos particulares.
La pregunta 8 va a continuacion:

Para estar seguro de que x esta entre 0 al menosy 2 a lo sumo:

a) f(x) debe estar entre 0 y 4, ya que si f(x) menor que 0 implica x menor que -2 y f(x)
mayor que 4 implica x mayor que 2.

b) f(x) debe estar entre 0 y 1, ya que f{0)=2 y f(1)=0, ya que f es mondtona decreciente
entre Oy 1.

) f(x) debe ser menor que 4 porque f(x) es mayor que 4 si x es mayor que 2.

d) f(x) debe estar entre 0y 4, ya que f(0)=2 y f(2)=4.

A diferencia de la anterior, la condicién necesaria a la que refiere esta pregun-
ta estd implicita en el verbo “deber” utilizado. La respuesta correcta es la opcion
a). Quienes contestan la opcion b) podrian estar considerando la condicién como
suficiente. En caso de marcar la opcion ¢) posiblemente se esté cometiendo un
error l6gico al negar una conjuncion. Finalmente, asumir la monotonia de la
funcion en el intervalo entre 0y 2 (lo que es erréneo) puede explicar la eleccion d).
Las preguntas del cuestionario grafico se refieren a la siguiente grafica.

286 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Interacciones entre proposiciones condicionales y sistemas matematicos de simbolos en una tarea matematica

v

Rl

La pregunta 1 se da a continuacion:

Es suficiente que x esté entre -2 'y 3 para que f(x) esté:
a)entre-1y 1
b) entre -3y 2.
dentre-2y 1.
d) entre -1y 0,6.

Como en la pregunta 7 del cuestionario algebraico, se explicita el tipo de con-
dicion en el enunciado que se analiza. La diferencia entre estas dos preguntas
esta dada por la eleccién de los distractores. En las tres opciones incorrectas (a,
cy d) los errores que explican que puedan ser elegidas estan relacionadas con
el contenido matematico involucrado (asumir monotonia de la funcion o hallar
equivocadamente un valor).

La pregunta 5 es la siguiente:

Para que f(x) esté entre 0y 1, x debe estar

a) entre -3y 0 0 entre 4 y un nimero a (que es mayor que 4 y no se puede determinar a
partir de la informacion de la grafica) donde la funcion toma el valor 1.
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b) entre -3y -1.
c)entre -1y 0.
d)entre Oy 1.

La estructura de esta pregunta es similar a la 8 del cuestionario algebraico. En
efecto, la condicion de necesaria se expresa a través del uso del verbo deber;
ademas, las opciones b) y ¢) podrian ser contestadas por quienes confundan la
condicién con suficiente, mientras que la d) seria elegida por quienes confundan
los roles de las variables independiente y dependiente. La opcién correcta es la a).

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En esta experiencia se consideraron dos variables independientes y una variable
dependiente.

La primera variable independiente se refiere a los SMS'y los valores que toma
son registro grafico y registro algebraico, dado que cada una de las preguntas
del cuestionario esta formulada en uno de estos registros. La sequnda variable
independiente es la estructura légica y toma los valores condicién necesaria y
condicién suficiente, dado que, al igual que con la variable anterior, cada pre-
gunta del cuestionario esta redactada de manera que plantea una de estas dos
condiciones. El rendimiento es la variable dependiente, medida a partir del
numero de respuestas correctas en cada cuestionario. Se tiene entonces un
diseno factorial intrasujeto 2x2, con una variable dependiente, que es el prome-
dio del numero de respuestas correctas. La tabla 1 muestra los resultados regis-
trados en el rendimiento, en relacién con las variables independientes. En cada
casilla se indica el numero maximo de respuestas correctas (4 u 8 segun el caso).

Tabla 1. Rendimiento en relacion con tipo de registro y tipo de condicion

Registro grafico Registro algebraico Total por condicion

Condicién necesaria 32 4) 257 (4) 577 (8)
Condicién suficiente 228 (4) 203 (4) 431 (8)
Total por registro 548 (8) 4,6 (8)
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Se analizaron estos datos con diferentes tipos de contrastes estadisticos, para
indagar acerca de eventuales diferencias en el rendimiento en relacion con las
variables independientes.

Uno de ellos fue un ANOVA de medidas repetidas intrasujeto (SMS y estruc-
tura logica, son los mismos estudiantes los que responden a todas las cuestio-
nes) y sus interacciones. Resultd que el rendimiento en la combinacién condicion
necesaria-registro grafico es significativamente mayor que en cualquiera de las
otras tres combinaciones (F15.1 nivel de confianza de 99%). Las diferencias entre
las otras combinaciones no resultaron significativas.

Otro contraste estadistico fue el uso del test t de Student para muestras
relacionadas, que mostro, en ambos casos, que las diferencias son significativas
(nivel de confianza de 99%), a favor, respectivamente, del registro grafico y de
la condicion necesaria.

En efecto, los estudiantes respondieron correctamente 58% de las preguntas
sobre condicion necesaria, mientras que el porcentaje de respuestas correc-
tas sobre condicion suficiente fue del 43%. Similarmente, se constaté un por-
centaje de 55% de respuestas correctas en el registro grafico, y en el algebraico
este porcentaje fue del 46%.

Estos mismos datos fueron analizados utilizando una prueba de los rangos
con signos de Wilcoxon, y se obtuvieron los mismos resultados, es decir, existen
diferencias significativas entre los rendimientos de los estudiantes cuando:

1) la tarea se presenta en un registro grafico: resulta mas facil reconocer la
estructura de condicién necesaria que la de condicion suficiente;

2) se compara globalmente el uso de las estructuras de condicion necesaria y
condicion suficiente, resulta mas facil la primera que la sequnda;

3) se compara globalmente el rendimiento, en el registro grafico resulta mayor
que en el algebraico.

Corresponde observar que los distractores elaborados para detectar errores sobre

contenidos matematicos tuvieron una muy baja frecuencia, lo que permite aso-
ciar los errores detectados con el uso del condicional.
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CONCLUSIONES

Los resultados del estudio muestran diferencias en el uso que los estudiantes
hacen de los enunciados condicionales (condicion suficiente, condicion nece-
saria) y su relacion con los Sistemas Matematicos de Simbolos en los que se
presenta la informacion sobre estos enunciados (registro grafico, registro alge-
braico) en un curso de Calculo de primer ano en la universidad. Las tareas sobre
condicion necesaria presentadas en el registro grafico resultaron significativamen-
te mas sencillas que las demas, se obtuvieron indicios de un mejor rendimiento
en tareas presentadas en el registro grafico respecto de las correspondientes al
algebraico y resultaron mejores los desempenos en las tareas sobre condicion
necesaria en relacion con las tareas sobre condicion suficiente.

En relacién con la primera cuestion planteada en este estudio, el uso de las
sentencias condicionales que hacen estudiantes ingresantes a la universidad,
se constato que el grado de dificultad registrado en las tareas propuestas es alto.
El promedio de respuestas correctas en general no supero el 60%. Ello alerta
respecto de que gran parte de las expresiones del discurso del aula no estarian
siendo comprendidas por los estudiantes; entre otras consecuencias, los estu-
diantes no estan comprendiendo lo que se espera que entiendan a partir del
discurso docente. Ello concurre con lo advertido por Camacho, Sanchez y Zubie-
ta (2014) quienes han senalado que en los argumentos (incluso en los correctos)
que utilizan estudiantes universitarios aparecen elementos contextuales o intui-
tivos y, dificilmente, se encuentra que ellos manejen las estructuras logicas
subyacentes.

Este es un hecho resenado en la investigacion en Matematica Educativa, y
tiene explicaciones bastante diversas. Una de ellas radica en el caracter técnico
de la logica aristotélica en la que, en particular, la definicion del valor de verdad del
condicional responde a cuestiones que hasta cierto punto estan alejadas de la
experiencia cotidiana (Crespo, Farfan y Lezama, 2010). Otro argumento a consi-
derar es el discurso en el aula, en especial, la forma en que son usados ciertos
verbos que se asocian a la condicion suficiente (alcanzar, bastar) o la necesaria
(deber, tener que). Es posible que estos verbos sean usados en forma inadvertida,
tanto por estudiantes como por profesores, indistintamente para cualquiera de
las dos condiciones. También, en relacion con el discurso, al menos en algunos
idiomas como el espafol o el francés, puede sefalarse que, en una sentencia
condicional, los verbos deben conjugarse en diferentes modos, en el subjuntivo
cuando el verbo aparece en el antecedente y en el potencial cuando esta en el
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consecuente: “Si (verbo en modo subjuntivo) entonces (verbo en modo poten-
cial). Esta distincion de modos de conjugacion resulta entonces asociada con
el reconocimiento de dos partes asimétricas en la sentencia, de manera que una
de ellas (el antecedente) es condicion suficiente para la otra (el consecuente) o,
equivalentemente, esta otra (el consecuente) es condicion necesaria para aque-
lla (el antecedente). Esta cuestion amerita una investigacion especifica, para
establecer hasta qué punto la ocurrencia de ciertos verbos o de ciertas estruc-
turas gramaticales puede incidir en el uso adecuado de las estructuras logicas.

Los saberes de la vida diaria, los del curriculo y los eruditos, establecen sus
raices en matrices de sentido de epistemes propias. Las metaforas de expresiones
de condicion y condicional en lo cotidiano aluden a estar sujeto, supeditado,
subordinado, a ser dependiente. Por otra parte, esas palabras en el calculo pro-
posicional aluden a posibilidad, pudiendo haber otras opciones, otros caminos
que se relacionan con el consecuente. Favorecer aprendizajes requerird poner
en didlogo estas distintas coherencias, articulandolas, con base en disenos
cientificos de ensenanza. En cualquier caso, resulta que, si se pretende que los
aprendices utilicen elementos de Logica Matematica en sus actividades y que,
en particular, recurran al uso del condicional, deben concederse espacios para
la ensefnanza intencional de estos temas.

En ese sentido van propuestas como la de Durand-Guerrier (2005) para
utilizar situaciones habituales de los cursos de Matematica de manera de enfa-
tizar acerca del uso de sentencias condicionales y cuantificadores en los proce-
sos de demostracion, explicitando las reglas de inferencia usadas, o la de Morou
y Kalospyros (s.f), disefiando un curso de légica orientado a estudiantes en la
ensefianza media en el que, entre otros focos, se enfatizo la traduccion formal
de argumentaciones en las que aparecen sentencias condicionales tomadas de
diversas fuentes, incluyendo desde publicaciones recreativas hasta actividades
en un curso de Calculo.

En relacion con la seqgunda cuestion estudiada, las diferencias detectadas que
refieren al registro de representacion son también de importancia didactica. Es
destacable que los resultados de este estudio muestran que el uso del registro
grafico y el reconocimiento de la condicion necesaria resultan mas sencillos que
el uso del registro algebraico y el reconocimiento de la condicion suficiente, res-
pectivamente, y que la combinacion condicion necesaria-registro grafico es la que
con gran diferencia resulta la mas facil. La ensefanza tradicional ha privilegiado
el uso del registro algebraico en detrimento de otros registros de representacion.
Por ejemplo, a una demostracion basada en un diagrama de Venn
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correspondiente a un registro grafico, no se le reconoce el mismo estatus de
rigor matematico que a otra desarrollada en el registro algebraico. Teniendo en
cuenta los resultados de este estudio, resulta una oportunidad revisar las prac-
ticas de ensenanza buscando un balance mas equilibrado en el uso de los
registros de representacion para favorecer el aprendizaje. Una cuestion a abor-
dar, por lo tanto, es la de construiry poner a prueba disenos instruccionales que
insistan en la articulacion de diferentes registros, al menos, el grafico y el alge-
braico, como los que proponen Blazquez y sus colaboradores (Blazquez, Ortega,
Gatica y Benegas, 2006).

De modo consistente aparece el registro grafico asociado con un mejor
desempeno en las tareas. Parafraseando a Radford y Puig (2007, p. 146) “el
significado de los célculos era asegurado por transformaciones geométricas
visuales'’ una posible explicacion de esta diferencia es la forma en la que
la grafica de una funcion permite el acceso a la informacién, comparada
con la de una ecuacion. Por ejemplo, la decision acerca de si la imagen de un
cierto subconjunto del dominio estd contenida en un cierto conjunto del reco-
rrido puede tomarse a partir de verificar que los puntos de la grafica se encuen-
tran en un cierto rectangulo. Incluso algunas de estas operaciones pueden
verse favorecidas por la posibilidad de ejecutar gestos, como senalar partes del
dominio o del codominio, que simplifican el proceso de establecer relaciones
entre estos subconjuntos.

En las formulaciones algebraicas se requieren tratamientos (en el sentido de
Duval, 1998), a veces engorrosos y prolongados, antes de poder explicitar las
relaciones entre las variables; entre otras situaciones, cuando el resultado de
una inecuacion es la union de dos intervalos, puede ser dificil reconocer sus
subconjuntos, lo que es relevante para decidir, entre dos enunciados dados, si
uno de ellos es condiciéon es suficiente 0 necesaria para el otro. Esto podria
contribuir a explicar que las diferencias entre condicion necesaria y condicion
suficiente se vean opacadas en este registro. No slo resultan mas dificiles las
tareas en el registro algebraico que en el grafico, sino que, ademds, no se
encuentra en el registro algebraico el reconocimiento de la distincion entre
condicién necesaria y condicion suficiente, distincion que se reconoce en el
registro grafico. Una de las cuestiones que este estudio deja abierta es el grado
en que una aproximacion a la ensefanza con un énfasis mayor en representa-
ciones graficas podria favorecer los aprendizajes. Al menos algunas nociones

 Traduccion de los autores
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relacionadas con el concepto de funcion y las sentencias condicionales parecen
resultar mas accesibles desde este registro. Desde el punto de vista didactico, un
desafio es estudiar las relaciones entre el condicional y los SMS en términos de
otros contenidos matematicos. La definicion de independencia lineal de vectores,
en la que explicitamente resulta necesario estudiar una sentencia condicional,
puede presentarse tanto algebraica como geométricamente ya sea en el plano
0 en el espacio; otro ejemplo se presenta en torno a la definicion de monotonia
de funciones reales con dominio real.
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