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Un enfoque cognitivo en la comprension de la
comparacion entre los cardinales del conjunto
de los numeros naturales y el conjunto de los

numeros enteros en estudiantes de secundaria

A cognitive approach for understanding the comparison between
the cardinals of the set of natural numbers and the set of
integers in secondary student

Tamara Lasnibat Godoy*
Monica Flores Septlveda?
Eduardo Puraivan?

Resumen: Esta investigacion estudia las estructuras y mecanismos mentales
de 164 estudiantes chilenos de tercero y cuarto medio (17 y 18 anos), cuando
comparan el cardinal del conjunto de los niimeros naturales (N) y el cardinal
de los nimeros enteros (Z). A partir de una descomposicién genética proviso-
ria del infinito en el marco de la teoria APOE, la investigacion muestra que los
estudiantes establecen solo una funcién inyectiva de N a Z para coordinar
los procesos iterativos infinitos y, ademas, se senala que en general los estu-
diantes no alcanzan a presentar la estructura de un unico proceso iterativo
infinito que les permita concluir que tienen el mismo cardinal.
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Abstract: This research studies the mental structures and mechanisms of 164
Chilean students of third and fourth half (17 and 18 years old), when comparing
the cardinal of the set of natural numbers (N) and the cardinal of integers (Z). It
is based on a provisional genetic decomposition of infinity within the framework
of APOS theory, and shows that students establish only an injective function from
N to Z to coordinate the infinite iterative processes and, furthermore, they do not
manage to present the structure of a single infinite iterative process that would
allow them to conclude that they have the same cardinal number.

Keywords: Infinily, cardinality, natural numbers, integers, APOS theory

1. INTRODUCCION

Alo largo de la ensenanza escolar, los estudiantes trabajan desde el sistema de
los numeros naturales hasta el de los numeros complejos, ambos sistemas
numeéricos infinitos. Sin embargo, es poco probable concluir que la formacion
esperada para un estudiante permita alcanzar una nocién coherente sobre el
infinito. La comprension profunda del infinito actual es dificil porque toma
el estatus de obstaculo epistemologico y genera cierta resistencia en los apren-
dices (Mena-Lorca et al, 2015). Esta nocion es fundamental en el conocimiento
matematico y transversal para alcanzar la comprension de otros conceptos vin-
culados al dominio del andlisis, el algebra, de la teoria de conjuntos, entre otros.

Es por ello que es interés de esta investigacion indagar, desde el enfoque
cognitivo de la teoria APOE, como realizan estudiantes de secundaria la compa-
racion entre conjuntos numerables, en particular, el conjunto de los nimeros
naturales y el de los enteros. Esto provee aspectos a considerar en el disefio de
una ensenanza que permita que los aprendices puedan alcanzar nociones del
infinito actual.
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2. ANTECEDENTES

Existen diversos estudios sobre el concepto de infinito, esta investigacion consi-
dera aquellos que se enfocan en la epistemologia, asi como también, aquellos
relacionadas a las concepciones que tienen los estudiantes y profesores de
matematica. En general, los estudios suelen tener un mismo punto de encuen-
tro: la complejidad que tiene alcanzar la comprension del objeto infinito actual.
Es asi, como Mena-Lorca et al (2015) afirman que “el transito del infinito poten-
cial al actual es dificil de lograr y parece claro que, si se desea conseguir que
los estudiantes secundarios y otros logren tener un concepto apropiado del
infinito, se necesita modificar las estrategias utilizadas” (p. 353).

El concepto de infinito ha estado concebido desde la percepcion y basado
en la experiencia con el mundo fisico, lo que conlleva a paradojas, pues se
abordan desde un mundo finito, generando una serie de confusiones en su
comprension (Ortiz, 1994). Por otra parte, D’Amore et al. (2006), proponen varias
situaciones que permiten confrontar el infinito actual y el infinito potencial en
estudiantes de Europa y América Central, cuyos resultados muestran que cierto
sentido de infinito puede existir, y que casos extremadamente especificos pueden
comprenderlo a cabalidad.

lgualmente, la formalizacion matematica del concepto de infinito actual data
de una larga historia y complejidad, y ademas siempre estara ligado a un pro-
blema educativo, en el sentido que se suele vincular Unicamente a un proceso
ilimitado (Fedriani y Tenorio, 2010).

Por su parte, Montoro et al. (2016), analizan las concepciones sobre la
cardinalidad infinita de conjuntos numéricos en estudiantes con formacién
matematica secundaria y universitaria. Dentro de sus hallazgos, se encuentra
que los estudiantes tienen visiones finitas muy arraigadas. Las justificaciones
que ellos realizan al comparar el conjunto de los naturales, enteros y raciona-
les, hacen referencia a que un conjunto esta incluido en el otro o que abarca
mas tipos de numeros que el otro, lo cual es valido desde un punto de vista
finitista que contiene el principio: el todo es mayor que las partes. Ademas,
emanan fuertes argumentos del tipo ambos son infinitos, haciendo alusion a la
unicidad de infinito al momento de comparar un infinito numerable con uno
continuo. También, el infinito cardinal esta muy lejos de ser una nocion que los
estudiantes adquieren por el solo hecho de estar trabajando con conjuntos
numéricos infinitos (Montoro et al, 2016).
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Ademas, desde una mirada cognitiva, Garbin y Azcarate (2002) plantean una
categorizacion en relacion al grado de construccion que presentan los estudian-
tes del infinito actual: individuo coherente y consistente, individuo coherente
pero inconsistente e individuo incoherente. Por anadidura, destacan que la tarea
de conexion debe ser una practica constante cuando el docente trabaja con el
infinito actual.

Respecto a los estudios desde la teoria APOE, Dubinsky et al. (2005) plantea
que el infinito actual es el objeto mental que se obtiene de un determinado
proceso. Este objeto mental se denomina como objeto trascendente y se obtiene
de un proceso iterativo infinito (Brown et al, 2010). Ademas, Brown et al. (2010)
mencionan que una concepcion dindmica del infinito sera definida como un
proceso iterativo infinito (entre el conjunto de los niimeros naturales y otro
conjunto cualquiera) y, los objetos trascendentes seran aquellos objetos que se
abstraen de dicho proceso. Si el individuo tiene una construccion de objeto del
infinito actual, entonces lo concibe desde una concepcion estdtica.

Asimismo, hay evidencias solidas de la importancia del conjunto de los
numeros naturales en la construccion del infinito matematico, en el sentido de
que la concepcion dindamica o estatica que un individuo pueda lograr de este
conjunto influye en su capacidad para alcanzar un estado de construccion
mental de objeto, trascendiendo un proceso iterativo infinito (Villabona y
Roa-Fuentes, 2016), por lo cual la comprension es compleja pues el objeto pue-
de ser resultado de la abstraccion de dicho proceso.

3. EL PROBLEMA DIDACTICO

Las bases curriculares en Chile (MINEDUC, 2018, 2016) consideran propiedades
algebraicas de los diferentes sistemas numéricos, y luego su trabajo operativo.

No obstante, existen otras nociones de los sistemas numéricos que aportan
al razonamiento matematico, cuyos tratamientos son débiles, escasos o simple-
mente obviados en la ensenanza escolar. Tales como, la teoria de conjuntos y
de la topologia, que conjugan elementos constitutivos de los sistemas numéricos,
tales como el concepto de cardinalidad de conjuntos, los cuantificadores, con-
juntos numerables, densidad, y otros.

Del mismo modo, se evidencia la escasa e inconsistente existencia del con-
cepto de infinito en el curriculo chileno. Si bien la ensenanza de los sistemas
numéricos comienza desde los primeros anos preescolares, en que se enfoca
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en el “emplear cuantificadores (mas/menos, mucho/poco), en situaciones coti-
dianas” (MINEDUC, 2019, p. 99), es en primero y segundo afo de educacion
media donde el curriculo establece que los estudiantes deben identificar el tipo
de numero, racional, entero y natural, y las operaciones involucradas, para luego
reconocer numeros cuyo desarrollo decimal es infinito y no tiene periodo (MINE-
DUC, 2016). Mas aun, estos objetivos de aprendizaje buscan que los estudiantes
conozcan y utilicen las propiedades de los sistemas numéricos, presentando un
enfoque basado solo en la clasificacion e identificacion de los sistemas numeé-
ricos, como se ejemplifica en la figura 1:

1. Identifica si cada ndmero pertenece [€] o no pertenece [¢] al con-
junto dado.

M | z Q I

21
314

- 256898

V1dd

Vi

-29.1

12,7639876

Vi

Figura 1. Ejemplo Texto de Matemdtica del estudiante de II° Medio (MINEDUC, 2019, p. 20).

Casi en su totalidad, las actividades del Texto de Matemdtica del estudiante de
I° Medio (Editorial Santillana, 2018) y II° Medio (Ediciones SM, 2019), se abordan
contenidos relacionados con los sistemas numéricos de los racionales y de los
reales, invisibilizado un tratamiento explicito o implicito de los conceptos de
cardinalidad, continuidad e infinito.

Este enfoque, también esta en los textos del docente que entrega el MINE-
DUC. Ejemplo de ello es el tomo | de la guia didactica para el docente para
segundo ano medio, donde existen consideraciones del concepto infinito:

Cuando se les pregunta a los y las estudiantes sobre cuales son los nimeros reales,
generalmente ellos contestan los numeros enteros o los numeros naturales. A pesar
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de estar en parte en lo correcto, detrds de esa respuesta esta la nocion de lo con-
mensurable. Por lo tanto, es la misién del docente durante esta leccion lograr ampliar
esta nocion a la inconmensurabilidad y a la idea de infinito (MINEDUC, 2019, p. 27).

La orientacion anterior, es para iniciar la leccion de los nimeros reales, la cual
supone que los docentes manejan conceptos claros del infinito o la nocion de
inconmensurabilidad, lo cual, repercutiria directamente en la ensefanza si no
fuese asi.

En la medida que se progresa en el curriculo escolar en educacion media,
se empieza a abordar la funcion matematica y sus variantes, la cual es impor-
tante para vincular la igualdad de la cardinalidad entre conjuntos, y el concep-
to de conjuntos infinitos.

Esta investigacion es de caracter exploratorio y se enmarca en el estudio de
los estados de construccion y mecanismos mentales. Para esto, se analiza el tra-
bajo matematico de estudiantes (17 a 18 afnos de edad) a partir de algunas tareas
que promueven la comparacion de las cardinalidades de los sistemas numeéricos
Ny Z. En relacién a lo anterior, el objetivo de investigacion es: Conocer las estruc-
turas y mecanismos mentales que presentan los estudiantes de IlI° y IV° anos
medio al momento de comparar los cardinales de los conjuntos Ny Z.

4. APROXIMACION EPISTEMOLOGICA DEL INFINITO

Uno de los principales indicios de la nocion de infinito data del siglo IV-lll a. C
en Grecia, con las paradojas de Zenon. Posteriormente, Aristoteles, marco un
avance importante en la clasificacion del infinito, al asegurar la existencia del
infinito potencial y en cambio negar la existencia del infinito actual (Aristoteles,
trad. 1985). Con la caracteristica potencial se apunta a un proceso ilimitado, que
se repite sin fin. Agustin de Hipona (426/1965) se opuso a los pensamientos de
Aristoteles, y le atribuye solo a Dios el conocimiento del infinito actual. Sin
embargo, las ideas de Aristoteles generaron tanta influencia que aun después
de mil anos luego de su muerte, todavia se consideraban verdaderas.

Es recién en el Renacimiento que, Galileo (1638/2010) da un primer paso para
tratar cardinales de conjuntos infinitos al mostrar que se puede establecer lo que
hoy llamamos una funcion biyectiva, entre los nimeros naturales y sus cuadrados,
cuestionando el axioma el todo es mayor que la parte de Euclides. Pese a esto, una
de sus conclusiones es la imposibilidad de comparar si es que de infinitos se trata.
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Mas adelante, con Newton y Leibniz emana la rama del calculo infinitesimal,
la cual retoma la discusion del infinito, fundamentada en la idea de cantidades
infinitamente pequenas no nulas, germinando la idea del concepto de limite
(Kline, 1980) que permite determinar el valor exacto de una magnitud, en un
proceso para lo cual se obtiene un valor aproximado, se sigue con aproximacio-
nes mas precisas, para dar con una cadena de aproximaciones, cada una mas
precisa que la anterior para concluir que converge a un valor determinado.

Un estudio formal y crucial del infinito matematico lo realiza Bernhard Bol-
zano, el primero en aceptar y fundamentar la nocion de infinito actual, en su
obra postuma Paradojas del infinito, publicada en el ano 1851. Ademas, enfati-
76 que el concepto de equivalencia entre dos conjuntos era aplicable tanto a
conjuntos finitos como infinitos, y acepté que los conjuntos infinitos tuvieran el
mismo cardinal que una parte de ellos mismos. Los trabajos de Bolzano cimen-
tan la base para la teoria de conjuntos.

Recién a finales del siglo XIX se termina un trabajo de formalizacion de los
sistemas numeéricos y el fundamento de sus cualidades que posteriormente da
paso a la teoria de conjuntos. En este contexto, Cantor (1932) se dedica a tra-
bajar de manera rigurosa con el infinito actual; reconoce que hay distintos
infinitos, menciona que tanto el conjunto de los enteros, como el de los racio-
nales son conjuntos numerables, esto es, tienen el mismo cardinal que el con-
junto de los numeros naturales. Para denominar el cardinal de los conjuntos
numerables Cantor utiliza la primera letra del alfabeto hebreo X0 (Aleph cero).

5. EL MARCO TEORICO
5.1 TeORIiA APOE

La Teoria APOE permite examinar como un individuo eventualmente constru-
ye un concepto matematico determinado en sus diversos estados y mecanis-
mos de construccion mental (Dubinsky, 1996), inspirado en la abstraccion
reflexiva de Piaget (1970).

En efecto, la teorfa APOE del acrénimo de accion, proceso, objeto, esquema,
que rotulan los estados de construccion mental de un concepto de la matema-
tica es un constructo que permite describir cognitivamente las construcciones
mentales y los mecanismos por los cuales un concepto matematico es aprendi-
do por un sujeto.
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Un estado de construccion mental es cualquier estructura relativamente estable
capaz de desarrollarse en un individuo para dar sentido y respuesta por adaptacion
a una situacion matematica, mientras que, un mecanismo mental es el medio por
el cual este estado puede desarrollarse en la mente de uno o mas individuos para
pasar de un estado a otro (Stenger et al, 2008, p. 98).

Es asi como la construcciéon mental del conocimiento matematico puede ser
comprendida en relacién a los estados de: accion, proceso, objeto y esquema,
las cuales no necesariamente son secuenciales. El estado de construccion men-
tal del tipo accion consiste en una transformacion de un objeto que es percibi-
da por el individuo como externa y se realiza como una reaccion a sugerencias
que proporcionan detalles de los pasos a sequir. Si el sujeto solo es capaz de
trabajar sobre un objeto con base en estimulos externos, decimos que esta
operando la concepcidn accion. ‘Las acciones son mas limitadas que otras
construcciones mentales, pero son el principio crucial en la construccion del cono-
cimiento” (Dubinsky, 1996, p. 34). Cuando una accion se repite y el individuo
reflexiona sobre ella, puede interiorizarse en un proceso. Es decir, se realiza una
construccion interna, en donde se ejecuta la misma accion, pero en la mente
del individuo, y no necesariamente dirigida por un estimulo externo.

Un individuo que tiene una concepcion proceso, puede realizar una trans-
formacion, reflexionar sobre esta, describirla, o incluso invertir los pasos. Se habla
de una concepcion objeto cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones
aplicadas a un proceso en particular, toma conciencia del proceso como un todo,
realiza aquellas transformaciones (ya sean acciones o procesos) que pueden
actuar sobre €l, y puede construir de hecho esas transformaciones. En este caso,
decimos que el proceso ha sido encapsulado en un objeto. “Un individuo tiene
una concepcion objeto de un concepto si él puede desencapsular el concepto
de vuelta al proceso subyacente y construir transformaciones que pueden ser
aplicadas al objeto” (Dubinsky et al, 2005, p. 5).

Es asi como las estructuras y mecanismos se organizan en esquemas, que
son “un nivel de mayor elaboracion en la comprension de un concepto mate-
matico y esta relacionado de manera coherente en la mente del estudiante”
(Asiala et al, 1996, p. 12). Es decir, los esquemas son las construcciones mas
amplias que se pueden determinar de un concepto matematico, ya que forman
una coleccion coherente de acciones, procesos, objetos y otros esquemas. La
coherencia alude a la capacidad del individuo para establecer si un esquema
le permite solucionar un problema particular. Del mismo modo, Dubinsky (1994)
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senala que un esquema puede ocuparse para resolver una situacion matema-
tica y ser tematizado en un objeto para realizarle nuevas transformaciones
(acciones y procesos), o para que sea asimilado por otro esquema.

Ya se mencionaron los mecanismos de interiorizacion y encapsulacion,
sumados a ellos estan los mecanismos de coordinacion, generalizacion y rever-
sion. Para profundizar, la interiorizacion se resume como la transferencia de una
actividad especifica del mundo externo al mundo interno. Asi, mediante este
mecanismo es posible que una accion sea transformada en un proceso. La
coordinacion fue descrita por Piaget como la organizacion general de acciones,
para construir nuevos objetos 0 acciones, o dos 6 mas procesos pueden coordi-
narse para generar nuevos procesos.

La encapsulacién consiste basicamente en la conversion de un proceso (una
estructura dinamica) en un objeto (una construccion estatica). Finalmente, el
mecanismo de reversion consiste basicamente en pensar un proceso a la inversa.

Es asi que la coordinacion toma gran importancia en el estudio del infinito,
ya que se requiere coordinar dos procesos. En algunos casos inclusive es nece-
sario coordinar dos procesos de diferente naturaleza: uno divergente y uno
convergente (Villabona y Roa-Fuentes, 2016).

En Arnon et al. (2014) se presenta un esquema que muestra las estructuras
y mecanismos mentales presentes en la Teoria APOE (ver figura 2):

Esquema

Interiorizacion
Accion

l’ Proceso
Coordinacion

Encapsulacion Reversion

Desencapsulacion

Figura 2. Estructuras y mecanismo mentales de la Teorfa APOE (Arnon et al, 2014, p. 18)
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Por otro lado, la teoria también aborda el término coherencia, el cual esta
relacionado con la capacidad del individuo para aplicar un determinado esque-
ma en un contexto distinto.

5.2 DESCOMPOSICION GENETICA GENERICA DEL INFINITO

En la Teoria APOE, la Descomposicion Genética (DG) es un modelo de construc-
cion de un concepto o nocion matematica. La DG muestra las estructuras y los
mecanismos mentales mediante los cuales un individuo puede construir un
concepto de manera exitosa. Es decir, la DG es un modelo cognitivo (hipotético)
que se entiende, metaféricamente, como una ruta topografica que se levanta
con base en las estructuras y mecanismos mentales que estan inmersos en la
comprension de un concepto matematico.

Dubinsky et al. (2008), en relacion con el trabajo de iteraciones infinitas,
mencionan que se debe dar la coordinacion de uno o mas procesos de iteracion
infinita, y que el éxito se dard cuando al menos uno de los procesos se visuali-
ce como un objeto. Por ende, lo que permitiria a un individuo pensar en un
proceso iterativo infinito como un todo es aceptar la idea de que el proceso ha
alcanzado a todos los niimeros naturales, es decir, el proceso de iteracion ter-
mina. Evidentemente esta no es una tarea facil.

Asimismo, cuando hablamos de infinito debemos considerar que “las estruc-
turas y mecanismos tradicionales no han sido suficientes para explicar la mane-
ra como los individuos intentan comprender situaciones matematicas que
involucran el infinito” (Roa-Fuentes y Oktag, 2014, p. 74). Es asi como el estudio
infinito matematico en la Teoria APOE es de suma importancia, ya que han
emanado nuevas estructuras y mecanismos mentales para poder explicar el
proceso constructivo que implica este concepto. Especificamente, Dubinsky et al.
(2013) plantearon una nueva estructura independiente, la cual se encuentra
entre las estructuras de proceso y objeto; esta estructura permite que el estu-
diante pueda ver el proceso iterativo infinito como un todo terminado; a esta
nueva estructura la denominaron Totality, que aqui se llamara totalidad.

Ademas, Villabona y Roa-Fuentes (2016), mencionan que el mecanismo para
alcanzar la estructura de totalidad tiene una particularidad, la de descentralizar
la mirada de los elementos del proceso y enfocarla en ver el proceso como un
todo terminado; es decir, este mecanismo tiene una caracteristica distintiva, de
abstraccion del proceso para poder visualizarlo como una estructura estatica. Es
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por esto que no denominan a este mecanismo como encapsulacion, sino que
recibe un nuevo nombre: completez. El mecanismo completez estd asociado con
la construccion por parte de un individuo de “elementos fundamentales relacio-
nados con la teorfa de conjuntos de Cantor; por ejemplo, la relacion entre un
conjunto infinito y sus partes, los conceptos de cardinal y ordinal y, la construccion
de conjuntos infinitos con diferentes cardinalidades” (Villabona y Roa-Fuentes,
2016, p. 132). La siguiente figura ilustra lo anteriormente expuesto (ver figura 3):

Interiorizacion

Acciones
l, Totalidad
Objeto (concepcion Procesos iterativos
Trascendente estatica) infinitos (concepcién
u Completez dinédmica)
Encapsular \J
Desencapsulacién

Figura 3. Estructuras y mecanismos mentales en la construccion del infinito actual.
Basado en Villabona y Roa-Fuentes (2016).

Los constructos tedricos presentados permiten hacer un andlisis cognitivo deta-
llado de la construccion del infinito. Ademds, a continuacion se presenta parte
de la descomposicion genética preliminar y teoérica particular para la compara-
cion del cardinal del conjunto de los numeros naturales y enteros.

5.3 DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR PARTICULAR: COMPARANDO N Y Z

Para poder concluir que el cardinal del conjunto de los niimeros naturales es
equivalente al cardinal del conjunto de los numeros enteros, el estudiante debe-
ria identificar alguna transformacion que itere los elementos del conjunto de los
numeros naturales con el de los nimeros enteros. En este sentido, debe pensar
en trasformaciones f; para i = 1,2,3,..., i, 1as cuales transformen a cada ele-
mento de los numeros naturales en un Unico elemento del conjunto de los
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nameros enteros y, a su vez, a cada elemento del conjunto de los numeros
enteros relacionado con un unico elemento de los niumeros naturales.

En la comparacion de los cardinales Ny Z las iteraciones que podrian estar
en juego son las siguientes:

Tabla 1. | Procesos iterativos infinitos entre N y Z

Ntmero de la Ntmero natural (Iy) Ntmero entero (12
iteracion (1)
1 0 0
2 1 -1
3 2 1
n n-1: par n-1
2
n - 1: impar n
2

Tabla 2. Il Procesos iterativos infinitos entre N y Z

Numero de la Numero natural (ly) Numero entero (1)
iteracion (1)
1 0 0
2 1 1
3 2 -1
n n - 1: par -n-1)
2
n - 1. impar n
2

Destacar que se espera que los estudiantes aludan a esta idea y no que nece-
sariamente planteen de manera explicita la generalidad de las iteraciones.

Las iteraciones presentadas muestran que el conjunto de los nimeros enteros
es un conjunto numerable, es decir, que los numeros enteros son contables por
medio de los nimeros naturales. A continuacion, se muestra como es el conteo
de la primera iteracion y luego el de la sequnda (ver figuras 4 y 5):
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5...
10 3

\\“

Figura 4. Conteo de las iteraciones | entre N y Z. Elaboracion propia.

-5 4 3 -2 -101234 S...
1 9 7 5

Figura 5. Conteo de las iteraciones Il entre N y Z. Elaboracion propia.

En relacion a las estructuras y mecanismos mentales, el estudiante se encontra-
rd en una estructura accion si es capaz de establecer una iteracion para una
cantidad pequena de elementos, asociando a cada numero natural un unico
numero entero. Si se toman como base las acciones, y se coordinan, entonces
el individuo ha interiorizado las acciones en un Unico proceso iterativo infinito
l, desde una concepcion dindamica. La coordinacion serd posible mediante una
relacion biyectiva. Cabe mencionar que cada uno de los procesos iterativos
infinitos 1, I, |, son a su vez iteraciones. El mecanismo que permitird al individuo
ver al proceso como un todo terminado, es decir, como una estructura totalidad,
serd el mecanismo completez. Alcanzar la estructura totalidad dependera de ver
al menos a uno de los procesos iterativos infinitos I, Iy, I, como un todo termi-
nado. Posteriormente, mediante el mecanismo de encapsulacion, los estudiantes
podrian alcanzar el objeto trascendente ¥, (Aleph cero), correspondiente al
cardinal de los conjuntos numerables.
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A continuacion, se muestra parte de la DG preliminar particular de nuestro

cuestionario (ver figura 6):
Ob_]eto
trascendente Ro 3

I Encapsulacién
Totahdad

I Completez

Completez Completez
Proceso iterativo
mﬁmto

Coordinar
Proceso Proceso
iterativo - iterativo
infinito en N Establecer infinito en Z
Interioriza una funf:i()n Interioriza
biyectiva

Accién
(Construccién de

algunos
elementos de Z)

Accion
(Construccién de

algunos
elementos de N)

Figura 6. Parte de la descomposicion genética preliminar y teoérica particular para la com-
paracion del cardinal del conjunto de los nimeros naturales y enteros. Elaboraciéon propia.

Se espera que los estudiantes puedan coordinar los procesos iterativos infinitos
entre N y Z mediante una relacion biyectiva que no necesariamente se traduz-
ca en una expresion matematica, sino que expresen la idea de relacionar a cada
elemento de los naturales con un Unico elemento de los niimeros enteros y
viceversa. Luego, que la relacion se pueda, mediante el mecanismo completez,
visualizar como una totalidad. Esperamos, gracias a la estructura de totalidad,
que los estudiantes puedan concluir que los conjuntos en cuestion tienen la
misma cantidad de elementos.
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6. METODO DE INVESTIGACION
6.1 ENFOQUE, PARADIGMA Y TIPO DE INVESTIGACION

Esta investigacion tiene un enfoque cualitativo y se sitda en el paradigma inter-
pretativo. Ademas, esta investigacion utiliza el estudio de casos para abarcar ‘la
particularidad y complejidad de un caso singular’ (Stake, 2010).

El método utilizado es una adaptacién del ciclo de investigacion propuesto
por la Teorfa APOE, donde se busca describir e interpretar como un estudiante
logra ciertos estados de construccion mental sobre el concepto de infinito actual.
Este ciclo propone el desarrollo de tres componentes, (I) un analisis tedrico, del
cual se desprende una descomposicion genética preliminar; (1) un disefio e
implementacion de un modelo de ensefanza; (Il) observacion, analisis y verifi-
cacion de datos a partir de los cuales se reestructura y valida el analisis tedrico
inicial (Asiala et al, 1996). La aplicacion de este ciclo permite obtener una des-
cripcion detallada y cercana a la construccion cognitiva de los conceptos mate-
maticos. Cada vez que es aplicado con base en la descomposicion genética de
un concepto, esta se refina como resultado del analisis sobre los datos empiricos
que se obtuvieron en el desarrollo de la tercera componente.

El analisis tedrico, como ya se menciono, es la primera componente del
método de investigacion. Aqui realizamos un estudio profundo sobre el infinito
potencial y actual, en las bases curriculares en Chile, su evolucion historica-epis-
temoldgica y como ha sido abordado en estudios previos (estado del arte), que
contribuyeron a levantar una descomposicion genética preliminar para el pro-
blema planteado en la comparacion de los dos conjuntos numéricos Ny Z. Uno
de los andlisis teoricos mas importantes fue la descomposicion genética gené-
rica que se plantea en Roa-Fuentes y Oktag (2014), esta DG nos permitio retomar
ciertas caracteristicas para nuestro contexto particular.

Luego, a partir de la descomposicion genética preliminar, se disen¢ el ins-
trumento, el cual fue enfocado en la coordinacion del proceso iterativo infinito
en el conjunto de los niimeros naturales y del proceso iterativo infinito en el
conjunto de los numeros enteros. Finalmente, con base en los analisis anteriores
y teniendo en cuenta la poblacién que nos interesa, se realizo la recoleccion,
observacion y analisis de los datos obtenidos en la implementacion del instru-
mento (la poblacion se describe a continuacion). El analisis de los datos obte-
nidos nos ha permitido plantear una nueva descomposicion genética, acorde a
los diferentes acercamientos que los estudiantes manifestaron. Cabe destacar
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que no se implementé un modelo de ensefanza o ciclo de ensefanza. A con-
tinuacion, se presenta el ciclo de investigacion para nuestra investigacion (ver
figura 7).

Descomposicion Genética (DG)

Andlisis histérico epistemolégico
Concepciones de expertos
Concepciones del Investigador
"™ Otras investigaciones

Anadlisis y
verificacion
de datos

Disefio de
instrumentos

Objeto
trascendente Xy

Figura 7. Ciclo de investigacion considerando a Asiala et al (1996). Elaboracién propia.

6.2 PARTICIPANTES

Para la implementacion y aplicacion del instrumento disenado, nos centramos
en dos establecimientos educacionales secundarios chilenos de la region metro-
politana con el objetivo de evidenciar las concepciones presentes en estudiantes de
tercero y cuarto ano medio, al momento de comparar la cardinalidad de los sistemas
numéricos y asi precisar las concepciones que poseen los estudiantes en torno al
infinito. A continuacion se detallan los dos casos para esta etapa, que tempo-
ralmente corresponde al primer semestre del ano 2019 (ver tabla 3).

Caso A: Compuesto por 72 estudiantes de tercero y cuarto ano medio de un
colegio de dependencia particular subvencionado de la region metropolitana,
ubicado en la comuna de La Granja. Es un grupo mixto entre mujeres y hombres,
cuyas edades flucttian entre 15y 18 anos.
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Caso B: Compuesto por 92 estudiantes de tercero ano medio de un colegio
de dependencia particular subvencionado de la regién metropolitana, ubicado
en la comuna de Maipu. Es un grupo mixto entre mujeres y hombres, cuyas
edades fluctuan entre los 15y 16 anos.

Se escogen estos niveles puesto que los estudiantes deben tener ciertos
conocimientos previos para la comparacion entre las cardinalidades de sistemas
numéricos y nocion de infinito, descritos a continuacion:

* Nocion e identificacion de los sistemas numéricos y sus respectivas pro-

piedades.
* Nocion del concepto de funcion y funcion biyectiva.

Tabla 3. Caracterizacion de la muestra

Tipo de establecimiento Cantidad de Nivel
estudiantes

Establecimiento particular subvencionado con 36 I1I° Medio
financiamiento compartido

Establecimiento particular subvencionado con 36 IV° Medio
financiamiento compartido

Establecimiento particular subvencionado con 92 [II° Medio
financiamiento compartido

TOTAL 164

Los establecimientos cuentan con estudiantes de similares caracteristicas eco-
némicas y sociales.

Para fines practicos, los estudiantes seran identificados por la letra del Caso
y un subindice de un numero, asi por ejemplo, el quinto estudiante del Caso A,
serd identificado con A,

6.3 INSTRUMENTO
Hemos escogido un cuestionario con respuestas abiertas. El diseno esta confor-

mado por un cuestionario de una pregunta (ver tabla 4), la cual busca determi-
nary constatar las estructuras y mecanismos mentales en la que se encuentran
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los estudiantes a través de la comparacion de la cardinalidad de los conjuntos
de los nimeros naturales y numeros enteros. El cuestionario fue implementado
al finalizar el primer semestre del afio 2019. Ademas se realizé un analisis a
prioriy uno a posteriori del cuestionario.

Tabla 4. Pregunta del Cuestionario

Se detalla por extension los conjuntos mencionados, para luego preguntar:

Considera los siguientes conjuntos:

Ndmeros naturales (N ) ={0,1,2,3,4,5,...}
Numeros enteros (Z ) = {...— 5,—4,—3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5, ...}

¢Alguno de ellos tiene mas elementos que el otro? Argumenta en al menos 5 lineas.

Preguntas

¢Es posible establecer una relacién biyectiva entre ellos? ¢ Qué piensas ahora?

Se opt6 por una definicion por extension de los conjuntos naturales y enteros
ya que al aplicar un instrumento de recogida inicial pudimos notar que los
estudiantes no se familiarizan con las notaciones N y Z. Los estudiantes solian
confundir N y Z con el conjunto de los numeros racionales o reales.

Por otro lado, las respuestas al instrumento, dadas por los participantes, seran
analizadas considerando la DG preliminar particular teérica presentada en el
apartado 5.3. Reconoceremos en las respuestas las estructuras mentales presen-
tes al momento de responder.
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7. RESULTADOS

En este analisis se presentan las evidencias mas relevantes del Caso A y Caso
B. Entre las diversas respuestas al cuestionario, 80 de los estudiantes respondie-
ron, a las preguntas: dAlguno de ellos tiene mds elementos que el otro? ¢Podrias
establecer una relacion biyectiva? (Qué piensas ahora?, respuestas como las
que proporciona el estudiante B, (ver figura 8), en la cual se percibe una nocion
de que el conjunto de los numeros enteros tiene mayor cardinal que el conjun-
to de los numeros naturales haciendo alusion a argumentos que conllevan a
la idea de que los naturales estan contenidos en los enteros, por contencion. Es
decir, los estudiantes dan respuestas a esta situacion sin llegar a utilizar un
razonamiento matematico sino mas bien a través de argumentos respaldados
por su intuicion.

Los estudiantes utilizan el argumento todo es mayor que las partes, el cual
es valido en conjuntos finitos, pero que no es valido necesariamente en los
conjuntos infinitos. Estos estudiantes coordinan procesos iterativos infinitos
mediante una transformacion inyectiva, con esto desprenden que el cardinal del
conjunto de los numeros naturales es menor que el del conjunto de los nime-
ros enteros.

Figura 8. Respuesta del estudiante B,s.

Asimismo, 38 de los estudiantes, aluden a la unicidad de infinito. En este senti-
do, el estudiante podria estar en la estructura proceso, entendiendo el proceso
iterado para generar el conjunto de los niimeros naturales y el proceso para
generar los nimeros enteros, o inclusive, podria estar en la estructura de totali-
dad, entendiendo la existencia del conjunto de los numeros naturales o de los
numeros enteros como un todo, pero no existe una coordinacion que le permi-
ta dar argumentos validos para mostrar que los cardinales de los conjuntos son
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iguales, es decir, no se establecen las iteraciones respectivas para realizar la
coordinacion.

En este aspecto, es posible analizar en la figura 9, que el estudiante intenta
razonar los procesos iterativos por separado, o que impide comprender la natu-
raleza del proceso unico que da cuenta de la igual de cardinalidad de los
conjuntos. Ademas se aprecia una concepcion accién y proceso iterativo infinito.

& amvia.hfﬂﬁ ﬂnf @g._,( A J‘r’i!’j‘z"r.i’cﬁ'

Lo motwols den Q1,2 oo At 10 hinondo
&2 tug  sem O {2 L A -
A2 g

Figura 9. Respuesta del estudiante A,,.

Una tercera mayoria, 35 estudiantes responden que el conjunto de los ntiimeros
enteros equivale al doble del conjunto de los nimeros naturales (ver figura 10).
Esta conclusion la obtienen al realizar acciones, los estudiantes iteran en un
intervalo finito. Por ejemplo, un estudiante realiza la transformacion del primer
millon de ndimeros naturales, concluyendo que siempre quedaran elementos sin
preimagen, en este caso exactamente 1 millon de elementos quedara sin prei-
magen, esta idea impide dar el paso al mecanismo de interiorizacion, y por
tanto tampoco a alcanzar el proceso iterativo infinito.

(o plenElol ENTE0OY v @u5 MOALCAN HACTA p/INTINITO + v =

CE 1yz08 QElAondl ®l CEND (o El BAA . E] L (oe E| L} r,"‘i\_l
WD T A 4 .000000 De NMURMEDS (00 MNEAST WAL TENDRAY

2002000 . (Kot QuE . TTerS €1 308LE OF fleMpriel QU i

Figura 10. Respuesta del estudiante B,.

También, 11 respuestas de los estudiantes se conectan histéricamente con los
griegos ya que ellos niegan la utilidad del infinito matematico e inclusive de su
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existencia, esto puede interpretarse como con el infinito no se puede; con infi-
nitos no comparo o no puedo comparar. Es decir, realizan la estructura de accion,
pero se queda en el proceso iterativo infinito, de cada uno de los conjuntos y
no logra verlo como un proceso terminado, para luego coordinar esos procesos
y realizar la comparacion (ver figura 11).

-

ponce. kronnoidQ pacfed com Mf,wt/ib.f

Figura 11. Respuesta del estudiante Bs,

Solo dos estudiantes logran coordinar procesos iterativos infinitos entre el con-
junto de los naturales y en el conjunto de los niimeros enteros, esto, mediante
una transformacién biunivoca declarada de manera explicita. Ademas, pueden
concluir que tienen la misma cantidad de elementos gracias a la estructura de
totalidad.

§ Cr . Y —
Plenmienot, - U
M oes an ipomiaado de Z  owa Conlténe
ant v v
= gooefmol by LImEO OO i NeGoriu0 14 JuA DO 00w A pos.fiyo
balran misnna  Cdmhdad =

Figura 12. Respuesta del estudiante By,

La figura 12 es un ejemplo de respuesta que alcanza la estructura mental tota-
lidad. El estudiante asume que el conjunto N esta contenido en el conjunto Z
y suma a esto, sin generar una contradiccion, que ambos tienen igual cardinal,
es decir, es capaz de superar el axioma de Euclides que el todo es mayor que
las partes y se acerca a idea de infinito como objeto. Dado que el estudian-
te realiza la biyeccion podemos concluir que esta presente la coordinacion entre
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dos procesos iterativos, para dar con un unico proceso iterativo infinito. Este caso
deja ver las concepciones dinamicas y estaticas de los conjuntos N y Z ya que
hace referencia a los conjuntos como entidades terminadas con el mismo nume-
ro de elementos y también hace referencia al proceso que debe seguir para
relacionar cada elemento de N con un unico elemento de Z y viceversa. Por lo
tanto, se observa la estructura proceso iterativo infinito y la estructura totalidad.

Los resultados refuerzan la problematica evidenciada en los antecedentes
respecto a la complejidad de comprender el infinito actual. Se corrobora la idea
de D'Amore et al. (2006) de que el objeto trascendental puede ser comprendido
a cabalidad solo en casos extremadamente especificos, asi como también la
idea de Montoro (2016), que plantea que la manipulacion de conjuntos infinitos
a lo largo de la ensefanza escolar no es suficiente para que los estudiantes
puedan construir concepciones correctas acerca de las cardinalidades de con-
juntos infinitos.

8. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

Aungque la construccion del infinito matematico se ve supeditada al contexto, la
determinacion de un modelo genérico de construccion de esta nocion es de vital
importancia para su estudio (Villabona y Roa-Fuentes, 2016). Nuestro estudio,
basado en un modelo provisorio, evidencia que las dificultades de los estudian-
tes para comprender que el conjunto de los numeros naturales y el de los
numeros enteros tienen el mismo cardinal estan determinadas por el mecanis-
mo de coordinacion y la capacidad de ver el proceso iterativo infinito como un
todo terminado. Esto se refleja en sus argumentos ya que estan supeditados a
una coordinacion basada en una funcion inyectiva. Es por esto que, al conside-
rar una planificacion de un ciclo de ensenanza, esta deberia estar basada en el
trabajo de funciones biyectivas entre diversos conjuntos numerables, para esta-
blecer luego una coordinacion y, ademas, el desarrollo de la capacidad para ver
el proceso como un todo terminado. Todo esto, podra dar pie a la estructura
mental de objeto trascendente.

Igualmente, el lector podra encontrar en este articulo la construccion mental
que debe llevar a cabo un estudiante para poder concluir que el cardinal de los
numeros naturales es equivalente al cardinal de los nimeros enteros, es decir,
se evidencia parte de la descomposicién genética preliminar y tedrica particular
para la comparacion del cardinal del conjunto de los numeros naturales y
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enteros. Asimismo, el andlisis de los datos presentados concuerda con los aspec-
tos tomados en cuenta en ella.

Ademas, dado que nuestro instrumento no buscaba visualizar la estructura
objeto trascendente, no fue posible visualizarla. Nos parece importante trabajar
en contextos que permitan encontrar evidencias de esta estructura. Para esto,
sera necesario, una vez que emerjan, realizar acciones sobre ellas. En nuestro
caso, analizar el cardinal de la union de conjuntos numerables, por ejemplo.

Puesto que profundizamos solamente los mecanismos y estructuras menta-
les de los estudiantes al momento de hacer una comparacion de cardinales
entre el conjuntos de los numeros naturales y enteros, el estudio queda limitado
Unicamente a conjuntos numerables, seria interesante profundizar esta investi-
gacion en las estructuras y mecanismos que tienen los estudiantes respecto a
los cardinales de conjuntos no numerables, por ejemplo en la comparativa del
cardinal del conjunto de los numeros irracionales con el de los niimeros reales.
Indagar en comparativas de otros conjuntos infinitos podria ampliar la mirada
del estudio.

En efecto, los estudiantes suelen trabajar a lo largo de toda la ensenanza
escolar con sistemas numeéricos, nuestro trabajo intenta ser una guia para el
docente, en el sentido que puede dar luces de las estructuras mentales y meca-
nismos presentes en los estudiantes para luego, desde ese punto de inicio,
guiarlos en la construccion del objeto trascendente. Ademas, en la escolaridad
chilena, el Ministerio de Educacion plantea la incorporacién de nuevos topicos
para el area de matematicas, como limites y derivadas, por ejemplo. Los cuales
se deben incorporar a cabalidad para el ano 2020. Es por esto que el desafio
para el docente de matematica es impregnarse de conocimiento que le permita
llevar a cabo una ensenanza que fomente la construccién del objeto infinito,
pues es un objeto indispensable para comprender los nuevos topicos. Por esto,
se requiere profesionales de la educacion que profundicen en su estudio. Tanto
para la generacion de propuestas innovadoras, como también, para poder capa-
citar a los docentes que tendran que asumir estos nuevos desafios de la edu-
cacion chilena.

A modo de proyeccion, se propone disenar un ciclo de ensefanza que abor-
de el cardinal de conjuntos numerables, basado en las estructuras mentales y
los mecanismos presentes en la descomposicion genética presentada y trabajar,
desde este lugar, la estructura de objeto del infinito. Para esto serd necesario
‘analizar situaciones relacionadas con el infinito a partir de la construccion de
procesos iterativos infinitos y sus objetos trascendentes, pues esto puede darle
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a un estudiante una herramienta formal que le permita confrontar sus propias
creencias sobre el infinito” (Roa-Fuentes y Oktag, 2014, p. 147), lo cual es bas-
tante complejo pues, seguin Roa-Fuentes y Oktag (2014) es poco lo que se ha
podido indagar sobre como se lleva a cabo la coordinacion de procesos, sobre
todo si son de naturaleza diferente.

Las conclusiones expuestas clarifican las complejidades inmersas en el obje-
to mismo de infinito actual y en la ensefanza de este. Por esto, los docentes
debemos asumir el desafio de indagar en marcos teoricos explicitos que permi-
tan profundizar en la manera en que un estudiante aprende las nociones
matematicas ligadas al infinito. Con este estudio se propone a la comunidad de
profesores e investigadores en didactica de la matematica una respuesta a la
pregunta de investigacion planteada, acerca de las estructuras y mecanismos
mentales presentes al momento de comparar los cardinales del conjunto de los
numeros naturales y enteros, asi como también la descomposicion genética
involucrada que se puede extrapolar a cualquier comparacion de cardinales
entre conjuntos numerables. Esto representa una herramienta para el diseno de
la ensenanza del cardinal de conjuntos numerables.
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