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ARTICULOS DE INVESTIGACION DOI: 10.24844/EM3303.09

Trabajo matematico de profesores universitarios:
Heuristicas de solucion de una tarea

Mathematical work of university professors: Heuristics solving
of task

Carolina Henriquez-Rivas!
Carolina Guerrero-Ortiz?
Andrés Avila Barrera?

Resumen: El estudio de las tareas y las acciones que se suscitan como pro-
ducto del trabajo con ellas, es un tema necesario de abordar para potenciar el
aprendizaje de las matematicas. La presente investigacion se plantea como
objetivo, caracterizar el trabajo matematico de profesores universitarios que
desarrollan una tarea con un contexto cercano a la realidad. Para ello, conside-
ramos su desarrollo especialmente en el mundo de las matematicas. Con base
en dos perspectivas de investigacion, Modelizacién y Espacio de Trabajo Mate-
madtico, presentamos un estudio colectivo de casos de tipo instrumental que
nos permite analizar los procesos de solucion de tres profesores. Los resultados
muestran en las diversas heuristicas de solucién analizadas, como la actividad
exhibida estd determinada por las caracteristicas de la epistemologia del tra-
bajo profesional de los participantes. La investigacion concluye con una dis-
cusion sobre algunos aportes a la educacion matematica, en cuanto a los
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alcances tedricos dados por la coordinacion de las dos perspectivas y el uso
de tareas, asi como las posibilidades que brinda su implementacion en diversos
contextos educativos y en la practica docente.

Palabras clave: Tareas. Trabajo Matemdtico. Modelizacion. Heuristicas de Solu-
cion. Profesor Universitario.

Abstract: The study of tasks and the actions arising as a result of working with
them play an important role for enhancing the learning of mathematics. This
research aims to characterize the mathematical work of university teachers who
develop a task with a context close to reality. For this purpose, we consider their
development especially in the world of mathematics. Based on two research
perspectives, Modelling and Mathematical Workspace, we present a collective
instrumental case study that allows us to analyze the solution processes of three
teachers. The results show how the exhibited activity is determined by the char-
acteristics of the epistemology of the participants’ professional work. The research
concludes with a discussion of some contributions to mathematics education,
in terms of the theoretical scope given by the coordination of the two perspec-
tives and the use of tasks, as well as the possibilities offered by their imple-
mentation in various educational contexts and in teaching practice.

Keywords: Task. Mathematical Work. Modelling. Heuristics solving. University
Professor.

1. INTRODUCCION

El estudio de las caracteristicas de las tareas ha sido ampliamente abordado por
distintos investigadores (Watson y Ohtani, 2015; Stein et al, 1996; Maaf3, 2010).
Si bien no existe un consenso en la definicion de tarea, los investigadores coin-
ciden en cuanto a la importancia de su eleccion y disefo para la ensefanza y
aprendizaje de las matematicas (Watson y Mason 2007; Margolinas, 2013).
Las tareas pueden abarcar diversos contextos, tanto matematicos como rea-
listas. En su perspectiva con contextos cercanos a la realidad, resultan un ele-
mento central en las estrategias de solucion que emergen, pues estan vinculadas
al conocimiento del individuo respecto al mundo real y al mundo matematico
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(MaaB, 2010; Borromeo-Ferri, 2006; Kaiser et al, 2011). En este sentido, Girnaty
Eichler (2011) plantean que en una situacion que involucra conocimientos
cercanos a la realidad, los objetos matematicos pueden aparecer previamente
al proceso de matematizacion, sin que el individuo sea consciente de su pre-
sencia o sus propiedades, tal es el caso de objetos de la geometria euclidiana.
También existen estudios que analizan el transito entre el mundo real y el
mundo matematico, centrandose en el proceso completo de modelacion (Borro-
meo-Ferri, 2006). Sin embargo, se han encontrado pocas investigaciones que
abordan las particularidades de los procesos que emergen en el trabajo desa-
rrollado en el mundo matematico (Guerrero-Ortiz et al, 2018: Halverscheid, 2008).

De esta manera, surge una dimension de investigacién para analizar las
caracteristicas del trabajo que tiene lugar en el mundo de las matematicas. En
particular, pretendemos aportar a la comprension del desarrollo matematico y
pensamiento matematico que se puede promover con una tarea. Para ello,
consideramos el trabajo desarrollado por profesores universitarios de matema-
ticas, lo cual nos permite analizar las particularidades que tienen lugar al tra-
bajar en el mundo de las matematicas. Por lo tanto, nos planteamos como
objetivo de investigacion caracterizar el trabajo matematico de profesores uni-
versitarios que desarrollan una tarea con un contexto cercano a la realidad.
Sobre la base de los resultados, discutimos los aportes a la educacién matema-
tica, en relacién con los alcances tedricos dados por la coordinacion de dos
perspectivas de investigacion, las caracteristicas de la tarea y las posibilidades
que brinda su implementacion en contextos educativos y en la practica docente.

En la siguiente seccion describimos los fundamentos teoricos que dan soporte
a la investigacion. Posteriormente, presentamos los elementos metodologicos
que describen las caracteristicas de los participantes y del andlisis de datos. La
seccion 4 presenta una descripcion y analisis de las heuristicas previstas. La sec-
cion 5 muestra los resultados empiricos. El documento concluye con la seccion
6, que presenta una discusion sobre los aportes y la relevancia del estudio para
la educacion matematica, y las conclusiones de este.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Para caracterizar el desarrollo del trabajo matematico de los profesores univer-
sitarios, nos apoyamos en el marco del Espacio de Trabajo Matemdtico (Kuz-
niak, 2011; Kuzniak et al, 2016a), y asumimos la perspectiva de Model-eliciting

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021 235



Carolina Henriguez-Rivas, Carolina Guerrero-Ortiz, Andrés Avila Barrera

activities —actividades generadoras de modelos— (Lesh y Doerr, 2003), la cual
permite entender los modelos como sistemas conceptuales que emergen al re-
solver unatarea.Y, como herramienta metodoldgica en el analisis de los procesos
desarrollados, nos basamos en las fases del ciclo de Modelizacion (Blum, 1993).

2.1 MODELIZACION

Diversas perspectivas de investigacion se relacionan con la modelizacién, con-
siderada como el transito entre mundo real y el mundo de las matematicas para
resolver una situacion que se presenta en la realidad (Kaiser et al, 2011). En
este trabajo consideramos, como se menciono, la perspectiva de Model-eliciting
activities (Lesh y Doerr, 2003), la cual nos permite dar cuenta del potencial de
una tarea para involucrar a los individuos en actividades significativas, proveer
de una base de conocimiento para exploraciones o aplicaciones posteriores y
fomentar el uso de diferentes heuristicas y representaciones (Lesh y Doerr, 2003).
En esta perspectiva se entiende que las personas utilizan sus modelos mentales,
compuestos por sistemas conceptuales, para interpretar sus experiencias. Ade-
mas, el conocimiento (matematico y extra-matematico) de los individuos al abor-
dar una tarea es determinante para el desarrollo de la actividad que realizan,
en tanto que los modelos son expresados utilizando una variedad de medios.

Para el caso en que las tareas involucran elementos de la geometria, asu-
mimos que, asi como diversas situaciones o fenémenos representan parte de la
realidad, una figura no es lejana de ella, entendiendo que en la vida cotidiana
el ser humano convive naturalmente con figuras que se presentan de diferentes
maneras. Por lo tanto, la figura constituye un objeto presente en la realidad, con
propiedades matematicas, que no necesariamente son conscientes para el indi-
viduo. En este sentido, en la modelizacion de situaciones que involucran figuras
geomeétricas, la separacion entre el mundo real y el mundo de las matematicas
no es tan evidente (Girnat, 2009; Girnaty Eichler, 2011).

De esta manera, dado el tipo de tarea que presentamos en esta investigacion,
se valora la naturaleza ontolégica de la geometria segun Girnat (2009), y se
reinterpreta 1a nocion de modelo con una vision mas amplia, en el sentido de
Lesh y Doerr (2003), quienes entienden un modelo como un sistema conceptual
compuesto por elementos, relaciones, operaciones y reglas que pueden ser
externalizadas para construir, describir y explicar el comportamiento de otros
sistemas. Los medios de externalizacion pueden ser diagramas, lenguaje
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hablado, metaforas, calculos aritméticos y sistemas complejos de expresiones
matematicas. Asi, un sistema conceptual tiene un componente externo y un
componente interno, lo que podemos observar por medio de las representacio-
nes, forma parte del componente externo. De acuerdo con Lesh y Doerr (2003)
entendemos las heuristicas que surgen en el marco de Model-eliciting activities
como aquellos procedimientos especificos y aproximaciones en la busqueda de
soluciones a un problema que va mas alld de su conocimiento matematico
especifico y que le permiten a un individuo encontrar formas productivas de
adaptar, modificar y refinar las ideas que tiene.

Por otro lado, para la descripcion del trabajo desarrollado, consideramos el
ciclo de modelizacion propuesto por Blum (1993), que identifica cuatro fases
relevantes del proceso, las cuales no necesariamente se presentan en forma
secuencial: (1) Situacién Real, la situacion planteada es idealizada, simplificada
o estructurada para obtener un Modelo del Mundo Real; (2) a través de un
proceso de matematizacion se obtiene un Modelo Matemadtico; (3) mediante la
manipulaciéon y analisis del modelo matematico es posible obtener Resultados
Matemdticos; (4) Reinterpretacion de los resultados en relacién con la situacion
original, y validacion del modelo matematico.

2.2 ESPACIO DE TRABAJO MATEMATICO (ETM)

Las tareas en el marco del ETM cumplen un rol fundamental, si bien no forman
parte del modelo, son las activadoras del trabajo (Kuzniak, 2011). En esta inves-
tigacién consideramos una tarea en concordancia con la perspectiva de
Model-eliciting activities, las que tienen su origen en una situacion real y que
permiten analizar el trabajo de los individuos, cuando ponen en juego sus
conocimientos matematicos.

El ETM se define como un ambiente organizado para comprender el trabajo
de personas (profesor, estudiante o un matematico) que resuelven tareas mate-
maticas y proporciona herramientas tedricas y metodoldgicas para caracterizar
los caminos que emergen en su resolucion (Kuzniak et al, 2016a; Gomez-Chacén
et al, 2016). En esta concepcion tedrica se distinguen y articulan dos planos: el
epistemoldgico, relacionado con los contenidos matematicos estudiados; el cog-
nitivo, centrado en los procesos de la actividad matematica del individuo y cémo
adquieren, desarrollan y utilizan el conocimiento matematico en su practica
(Kuzniak, 2011; Kuzniak et al, 2016a).
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El plano epistemoldgico lo conforman las componentes representamen, ar-
tefactos y referencial. Las componentes del plano cognitivo son los procesos de
visualizacion, construccion y prueba. La articulacion entre los planos se realiza
mediante las génesis semidtica, instrumental y discursiva (Flores y Montoya, 2016).

La génesis semiotica relaciona el representamen con el proceso de visuali-
zacion y estd basada en los registros de representacion semidtica (Duval, 1995).
El representamen se relaciona con los objetos matematicos en funcién de las
interpretaciones y relaciones construidas por el individuo, segun el proceso de
visualizacion. Desde nuestro posicionamiento, se distinguen dos modos de visua-
lizacién que pueden funcionar seguin el tipo de operacion con las figuras y como
se movilizan sus propiedades (Duval, 2005, 2016): visualizacién icénica, carac-
terizada por el reconocimiento o por comparacién con un modelo tipo de formas;
visualizacion no-iconica, implica la introduccion de trazos suplementarios, desa-
rrollar secuencias de operaciones para reconocer propiedades geométricas y la
descomposicion de una figura inicial.

La génesis instrumental hace operativos los artefactos mediante un proceso
de construccién (Flores y Montoya, 2016). En relacién con los artefactos consi-
deramos la perspectiva de Rabardel (1995), quien distingue entre artefacto e
instrumento. Los artefactos aluden a objetos de tipo material o simbolico, mien-
tras que los instrumentos se refieren a entidades mixtas formadas por el arte-
facto y componentes cognitivos relacionados con su uso. El proceso de
construccion depende de los artefactos utilizados y las técnicas de uso emplea-
das por cada individuo (Kuzniak et al, 2016a). Bajo nuestra perspectiva, estas
acciones pueden abarcar diversas funciones cognitivas como la exploracion o
la experimentacion.

La génesis discursiva da sentido al referencial (definiciones, teoremas, pro-
piedades) sobre la base de razonamientos en el proceso de prueba (Henri-
quez-Rivas y Montoya-Delgadillo, 2016). La prueba esta relacionada con la
produccion de validaciones con apoyo de los elementos teoricos de la compo-
nente referencial (Henriguez-Rivas y Montoya-Delgadillo, 2015). Los razonamien-
tos discursivos permiten formular hipotesis, conjeturas, argumentaciones o
demostraciones (Kuzniak et al, 2016a).

En el ETM, las génesis permiten interacciones que activan distintas formas de
trabajo matematico, lo que denominamos planos verticales (Kuzniak y Richard,
2014). En estas interacciones se identifican: plano semidtico-instrumental [Sem-Ins],
cuando los artefactos se usan para construir objetos matematicos bajo ciertas
condiciones, sin un proposito de validacion; plano instrumental-discursivo [Ins-Dis]
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cuando la prueba emplea un artefacto y se basa en una experimentacion o en la
justificacion de una construccion; plano semiotico-discursivo [Sem-Dis] cuando los
procesos de prueba y visualizacion se desarrollan en forma coordinada (Kuzniak
et al, 2016a). Los planos verticales se presentan en la figura 1.

(VK > @

V: Visualizacion

GS: Génesis semidtica
R: Representamen

C: Construccidn

Gl: Génesis instrumental
A: Artefacto

P: Prueba

GD: Génesis discursiva
T: Referencial

Figura 1. Los tres planos verticales, las componentes y las génesis en el modelo del ETM
(Kuzniak et al, 2016a).

Consideramos la denominacion circulacion en el ETM para los analisis de las
interacciones entre las génesis y planos, cuando se especifican las componentes
puestas en juego por el individuo que resuelve la tarea (Montoya-Delgadillo et
al, 2014). A su vez, consideramos la nocion de cambio de dominio (Montoya-Del-
gadillo y Vivier, 2016), en el analisis de la circulacion para describir la relacion
entre dos dominios matematicos (geometria, algebra, probabilidad, etc).

Lo anterior corresponde a las bases tedricas que sustentan nuestra investi-
gacion y su coordinacion (Prediger et al, 2008) atiende, a la manera de otros
trabajos (Halverscheid, 2008; Guerrero-Ortiz et al, 2018), para la construccion del
sustento conceptual que nos permite interpretar el trabajo matematico de pro-
fesores universitarios cuando resuelven una tarea con un contexto cercano a la
realidad, y nos dan la posibilidad de caracterizar el trabajo que tiene lugar en
el mundo de las matematicas.
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3. ELEMENTOS METODOLOGICOS
3.1 CARACTERISTICAS DE LA INVESTIGACION

El diseno de la investigacion se enmarca en el paradigma cualitativo, especifi-
camente implementamos un estudio colectivo de casos de tipo instrumental
(Stake, 2007), pues nos permite analizar el trabajo matematico desarrollado en
el proceso de modelizacion de tres profesores que, constituyen un instrumento
para caracterizar el trabajo matematico al desarrollar la tarea dada. Para alcan-
zar el objetivo propuesto, consideramos profesores de nivel universitario que
realizan investigacion en matematicas sin formacion pedagogica, pues su cono-
cimiento especializado sobre las matematicas, nos podria permitir observar un
trabajo matematico mas robusto asociado a una tarea con amplias posibilidades
de solucion. La seleccion de la tarea se baso en la flexibilidad de su disefno para
presentarse en diversos niveles y contextos de resolucion, ademas, admite heu-
risticas de solucion que involucran una amplia gama de conocimientos.

La investigacion se llevd a cabo en dos etapas:

Andlisis de las heuristicas previstas de solucion: mostramos cuatro heuristi-
cas de solucion basadas en distintos niveles de conocimiento. Esta etapa nos
permitio reconocer el alcance que pueden tener las respuestas a la tarea. En
particular, se analizan dos heuristicas, 3 y 4, mas cercanas al trabajo de los
profesores universitarios.

Experimentacion y andlisis: participaron cinco doctores en matematica que
realizan investigacion en matematica pura y aplicada. De estos seleccionamos
tres casos para el estudio (en adelante M1, M2 y M3), cuyos criterios de seleccion
obedecen, por una parte, a la variedad de los fundamentos epistemologicos de
las areas de su investigacion y, por otra, sus producciones exhiben un trabajo
mas cercano al mundo de las matematicas. El area de investigacion de los
participantes es: M1 en Teoria de Numeros y Representaciones, M2 en Teoria de
Nudos y Representaciones, y M3 en Ecuaciones Diferenciales Parciales y Méto-
dos Numeéricos.

De esta manera, interpretamos el trabajo realizado por cada uno de los
participantes para caracterizar su desempeno en el mundo de las matematicas,
lo que nos permite abordar el objetivo de investigacion propuesto.

Las fuentes para la recoleccién de datos consideran los materiales escritos
con las producciones de los participantes al resolver la tarea dada, y una entre-
vista individual semiestructurada con preguntas abiertas para profundizar en el
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razonamiento que subyace a las estrategias de solucién y la relacién con su
practica matematica.

En relacion con las estrategias de triangulacion (Denzin, 1978), se usa la
triangulacion de datos basada en los analisis de las heuristicas previstas, las
producciones y entrevistas de cada participante. Ademas, consideramos la trian-
gulacion del investigador, dado por la experiencia y formacion de los autores
(una especialista en modelizacion en didactica de la matematica, una especia-
lista en ETM y un especialista en modelacién matematica).

3.2 ANALISIS DE DATOS

El analisis de datos, tanto de las heuristicas previstas como de los datos de la
experimentacion, se presenta segun los siguientes momentos:

Descripcion de las heuristicas de solucion. Para el caso de las heuristicas
previstas, se describen cuatro estrategias. En las estrategias de los profesores
universitarios, se describe el trabajo de M1, M2 y M3.

Andlisis tecrico. De la descripcion de cada heuristica, primero se interpreta
el trabajo observado de acuerdo con las fases del ciclo de modelizacion y, pos-
teriormente, se profundiza en la actividad matematica de acuerdo con el ETM.

Caracterizacion global del trabajo. Se presenta de manera sintética, la pro-
gresion del proceso de modelizacion y la circulacién del trabajo matematico
realizado, mediante el uso coordinado de los diagramas de Modelizacion y de
ETM. En los esquemas presentados, las flechas y su orientacion indican las
interacciones dadas entre las componentes en la circulacion del ETM y las rela-
ciones mas significativas.

Para el analisis de los datos, consideramos el siguiente protocolo que iden-
tifica las fases de la Modelizacion y la circulacion del ETM, lo cual se detalla en
la tabla 1.
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Tabla 1. Protocolo de analisis de datos

Dimension Teérica Descripcion
Modelizacién
Situacion real/Modelo del | Comprende el contexto de la tarea y muestra primeras aproxima-

mundo real

ciones para resolverla.

Modelo matematico/ Resul-
tados matematicos/ Reinter-
pretacion de resultados

Se concreta la transicién del mundo real al mundo matematico,
identificaindose relaciones matematicas, patrones y formas de ge-
neralizar.

Las particularidades de la actividad matematica desarrollada en
estas fases se caracterizan utilizando el ETM.,

Circulacién en el ETM

(Génesis y componentes

Se reconoce la activacion de las génesis (semidtica, instrumental,
discursiva) y las componentes de cada plano (epistemoldgico v
cognitivo) utilizadas.

Planos verticales

Se reconocen las interacciones entre las génesis mediante los
planos verticales: [Sem-Ins], [Ins-Dis], [Sem-Dis] que son activados
por quien resuelve.

Fuente: elaborado por los autores.

3.3 PRESENTACION DE LA TAREA: LAS BALDOSAS DE TERESA

La tarea tiene origen en los problemas llamados puzzles de polyminds (Golomb,
1994), que involucran elementos de la geometria combinatoria. Estos problemas
favorecen el descubrimiento, la busqueda de formas de ordenamiento mas
optimas y presentan pocos métodos generales de solucion. Consideramos un
T-tetromind para embaldosar un tablero de 8x12, sin dejar huecos y sin modi-
ficar el T-tetromind. La tarea fue propuesta como se muestra en la figura 2.

242
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El piso del bafio de la casa de Teresa tiene forma rectangular y estd embaldosado con
baldosas cuadradas. El piso tiene exactamente 8x12 de estas baldosas, como muestra la
figura. A Teresa le gustaria renovar el piso de su bafio y usar s6lo baldosas en forma de T,
que estan hechas de cuatro baldosas alineadas como muestra la figura. ;Es posible
embaldosar el piso usando estas baldosas?

Figura 2. Tarea presentada a los profesores universitarios.
Fuente: Iniciativa ARPA de la Universidad de Chile.

Por supuesto, podria abrirse la discusion sobre la cercania del contexto de la
tarea a la realidad o sobre su pertenencia al mundo intra-matematico, donde
también son analizados procesos de modelizacién (OCDE, 2013). En este caso,
involucra la existencia de una idealizacion previamente considerada en el con-
texto de la tarea como fue disenada por la Iniciativa ARPA, lo cual nos permite
acotar el rango de heuristicas de solucion para el uso de lapiz y papel. Otro
elemento de dicha idealizacion es que, para completar el embaldosado solo se
utilizan T-tetrominds con orientacion izquierda, arriba, derecha y abajo (figura 3).

Izquierda Arriba Derecha Abajo

Figura 3. T-tetrominds segun su orientacion.
Fuente: elaborado por los autores.

4. ANALISIS PREVISTO DE LA TAREA

En lo que sigue, presentamos los analisis previstos de la tarea considerando los
momentos de descripcion de las heuristicas, analisis teorico y caracterizacion
global del trabajo.
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4.1 DESCRIPCION DE HEURISTICAS PREVISTAS

Heuristica 1: Ordenamiento intuitivo. Se completa el embaldosado con atencién
en la forma del T-tetromind. La idea es acomodar las baldosas por ensayo y error,
siguiendo un razonamiento intuitivo. También, se puede identificar la relacion
entre las figuras segun su orientacion, o bien, que existe la misma cantidad de
una y de otra figura. Ademas, se reconocen caminos que no conducen a una
solucion. Estas ideas pueden ser detonantes para transitar hacia un trabajo
matematico mas abstracto.

Heuristica 2: Ordenamiento con atencion al T-tetromind. Se considera la bus-
queda de un ordenamiento con atencién en el T-tetromino, que puede 0 no
conducir a una solucion que responde a la tarea. Por ejemplo, ubicar los T-te-
trominos, a lo largo del perimetro, de afuera hacia adentro, siguiendo una orien-
tacion y buscando regularidades en el proceso de llenado. Esto supone que no
siempre podra ser completado con este tipo de estrategia.

Heuristica 3: Construccion y ordenamiento de un patrén minimo en el tablero. Se
considera la configuracion de un patrén minimo de 4x4 conformado por cuatro
T-tetrominos para cubrir el embaldosado. El ordenamiento del patron en el table-
ro puede ser organizado a partir de diversas estrategias, destacamos dos de ellas:
construccion de un patron minimo y su repeticion, y construccién de un patron
minimo y aplicacion de isometrias. En la construccion del patron, se identifican
dos combinaciones de T-tetrominds (figuras 4A 'y 4B) y una que no es posible
(figura 4C), pues al situar el T-tetromino en posicion izquierda queda un espacio
en la parte superior izquierda que no es posible de completar con un T-tetromind.

A. B. C.

Figura 4. Construccion del patron minimo en el tablero.
Fuente: elaborado por los autores.

Resaltamos que en las dos estrategias que componen la heuristica 3, a diferen-

cia de las heuristicas 1y 2, la atencion se pone en el cuadrado formado por los
cuatro T-tetrominos.
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En la primera estrategia, el patron permite completar el tablero de 812 como
una herramienta que se repite y el embaldosado se considera como un tablero
dividido en 6 piezas cuadradas que serdn completadas (figura 5). Para cubrir el
tablero es posible repetir el patron por desplazamiento vertical y horizontal. En
esta estrategia no es explicito un razonamiento matematico abstracto o formal,
mas bien el razonamiento considera operaciones concretas por la repeticion del
patron (Piaget y Hinhelder, 2007).

En la otra estrategia, que involucra el paso a una forma de razonamiento mas
abstracto, una vez que se conforma el patrén, el embaldosado puede ser cubierto
mediante isometrias aplicadas al cuadrado (4x4). Por ejemplo, en la figura 5,
el tablero se puede completar por la aplicacion de traslaciones o reflexiones al
patron. Con estas estrategias se puede cubrir cualquier tablero rectangular que
tenga dimensiones multiplos de 4.

Figura 5. Ordenamiento del patron.
Fuente: elaborado por los autores.

Heuristica 4: Construccion, ordenamiento y combinaciones del patrén. Centrado
en las posibilidades de ordenamiento del patron y las piezas que lo componen.
Al contar el patron de 4x4 con repeticion, se tienen dos posibilidades (figuras
4A'y 4B), de manera que en un rectdngulo de 812 se tienen 6 posibles ocupa-
ciones, lo que significa 2° = 64 posibilidades de ordenamiento. Ademas, con el
patréon 4x4 se puede cubrir el embaldosado considerando los ordenamientos de
los T-tetrominos al interior de este. Para explicar esto, centramos la atencion en las
figuras 4A 'y 4B, y rotamos cada figura con centro en el cuadrado de 4x4 en 90°,
asi se conforman las imagenes de otros dos cuadrados que también completan
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el tablero; por ejemplo, la figura 6 es la rotacion en 90° de la figura 4A, en el
sentido horario. Esto genera otras dos posibilidades mas, es decir, 4° = 4096
posibilidades de ordenamiento.

Figura 6. Imagen por rotacion de la figura 3A.
Fuente: elaborado por los autores.

Observemos que las heuristicas 3 y 4 conforman una unidad minima cuadrada o
modelo de ordenamiento que completa el tablero. Otras estrategias pueden
asociarse con estas heuristicas que estan dadas por la conformacion de otros
patrones, por ejemplo, de 4x8.

4.2 ANALISIS TEORICO Y CARACTERIZACION GLOBAL DEL TRABAJO
En este apartado, analizamos las heuristicas previstas 3y 4.
Heuristica prevista 3

Modelizacion. La nocion de modelo que adoptamos puede involucrar figuras
sin una descripcion detallada de sus propiedades matematicas, es decir, la con-
figuracion del patron de ordenamiento puede ser mas cercano a la realidad (en
un sentido mas intuitivo), o de acuerdo con su ordenamiento puede (o no) dar
lugar a una actividad matematica mas profunda, lo cual depende de los esque-
mas de uso de quien resuelve. En términos del proceso de modelizacion descri-
bimos las fases como sigue: Situacion real, estd dada por lo que involucra el
enunciado del problema, podriamos aqui considerar una situacion mas abierta,
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por ejemplo, solicitar a quien resuelve que se acerque fisicamente y tome medi-
das de un piso para embaldosar; por lo que el punto de partida para el proceso
de solucion es el Modelo del mundo real, aqui nace la primera aproximacion
para la conformacién de un patron minimo de ordenamiento que contribuya a
llenar el embaldosado; Modelo, el patrén de ordenamiento se configura como
un modelo, un cuadrado con propiedades (conscientes o no para el individuo)
que funciona como un artefacto para cubrir el cuadriculado. El trabajo desarro-
llado con este modelo determina el nivel de actividad matematica que tiene
lugar en el mundo de las matematicas. En este caso la actividad matematica
puede ir desde cubrir el embaldosado por repeticion del patrén, al llenado por
aplicacién de isometrias al cuadrado (figura 5); Resultados matemdticos, pueden
estar dados por el nimero de patrones necesarios para cubrir el tablero y las
posibles isometrias. Finalmente, estos resultados deberian ser contrastados con
la Situacion real.

Circulacion en el ETM. Las fases de matematizacion y trabajo matematico
describen dos estrategias de resolucion que implican el uso de un patron mini-
mo: una considera la repeticion del patron; en la otra, el patron se repite por la
aplicacion de isometrias.

Inicialmente, el trabajo activa la génesis semidtica, donde la figura inicial
(T-tetromind) permite conformar el patrén vy, luego, el embaldosado. El patron es
considerado como un objeto geomeétrico o representamen y su uso en el embal-
dosado involucra una secuencia de operaciones y el reconocimiento de sus
unidades figurales* lo que se asocia con la visualizacion no-iconica. En ambas
estrategias el trabajo activa el plano vertical [Sem-Ins] donde el patrén se emplea
como un artefacto simbdlico asociado al registro de representacion de las figu-
ras (Duval, 1995).

Resaltamos diferencias segun los tratamientos al patrén que cada estrategia
plantea. En la estrategia que completa el embaldosado por la repeticion del
patron, no se distingue una definicion o propiedades matematicas asociadas a
las transformaciones. En la otra, el patrén completa el tablero por la aplicacion
de isometrias para obtener el embaldosado, lo que involucra la componente
referencial y, eventualmente, el plano [Sem-Dis], si se presentan razonamientos
de prueba. En la figura 7, se distinguen ambas estrategias: en el lado izquierdo

* Duval (1995) clasifica unidades figurales elementales asociadas con las figuras geométricas, segtin
su dimension y forma, y sefala “Una figura geométrica es siempre una configuracion de al menos dos
unidades figurales elementales” (p. 159).
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se muestra la estrategia por repeticion del patron (se identifica con un 1); en el
lado derecho, la completacion por isometrias (se identifica con un 2).

_______ Realidad _ ~ ____  Matemdticas

' ‘7 Modelo - i

; Modelo i Q) :
Real :

Aplicacion de

‘ Transformaciones al patrén

Repeticion de Patron

Resultados
Matematicos

' Situacion Real

Figura 7. Esquema global de heuristica 3 segun la Modelizacion y el ETM.
Fuente: elaborado por los autores.

Heuristica prevista 4

Modelizacion. Si bien el modelo esta dado por el patron, se consideran las par-
ticularidades que tiene el ordenamiento en su interior conformado por los T-te-
trominos. En relacion con el proceso de modelizacion, las fases: Situacion real y
Modelo del mundo real se constituyen de la misma manera que en la heuristi-
ca 3. Ademas, aqui se toman en cuenta las posibles combinaciones que se
pueden generar mediante diferentes ordenamientos, las cuales inicialmente
podrian ser “visualizadas" en forma mental. El Modelo es conformado por el
patrén de ordenamiento, el cual ahora es visto con propiedades matematicas
en dos perspectivas, en su conformacién interna y externa para cubrir el tablero.
El trabajo desarrollado con este modelo involucra las transformaciones aplicadas
al patron y a las combinaciones internas de los T-tetrominos. Los Resultados
matemadticos estan dados por el nimero de combinaciones internas y externas
con las que se puede embaldosar. Finalmente, los resultados deberian ser con-
trastados con la Situacion real.

Circulacion en el ETM. En la construccion del modelo matematico, el trabajo
activa la génesis semiotica, el objeto geométrico inicial y la visualizacion
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no-iconica involucran la conformacion del patron y su ordenamiento en el
embaldosado, que es empleado como un artefacto simbdlico. Estas acciones
activan el plano [Sem-Ins].

Asimismo, se usan transformaciones para conformar tipos de patrones, reco-
nociendo sus caracteristicas, o que se asocia con la componente referencial. Su
ordenamiento en el tablero requiere considerar sus unidades figurales y el
estudio de las combinaciones posibles, lo que asociamos con una intencion de
validacion, lo cual activa el plano [Sem-Dis]. Estas acciones implican un cambio
de dominio matematico, de la geometria a elementos de combinatoria, donde el
razonamiento de validacion se asocia con las distintas combinaciones posibles.
Los analisis se sintetizan en la figura §, en la cual ilustramos la idea cambio de
dominio con los nimeros 1y 2.

_....Realidad - Matematicas e
i Y :
: i Modelo i
Modelo
Real H
: : (1)

SEM-DIS

1 Cambio de dominio

;

Situacion Real Resultados Matematicos

Figura 8. Esquema global de heuristica 4 seguin la Modelizacion y el ETM.
Fuente: elaborado por los autores.

Destacamos que las heuristicas 3 y 4 admiten la posibilidad de generalizacion
con el patron minimo de 4x4 que completa el tablero 8x12: Si un tablero tiene
dimensiones MxN, con M y N mdltiplos de 4, entonces para embaldosar se
requiere que, MXN sea divisible por 4 y se necesitan exactamente MxN/4
T-tetrominds. En caso contrario, si MXN no es divisible por 4, entonces su resto
es 1, 2 0 3 y existirian cuadrados que no pueden completarse por el T-tetromind,
lo cual contradice el enunciado de la tarea. En la perspectiva del ETM, estos
analisis involucran la activacion del plano vertical [Sem-Dis] dado por las inte-
racciones entre el referencial, los procesos de prueba y visualizacion.
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5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Presentamos los analisis del trabajo de los casos, M1, M2, y M3, estos resultados
son de acuerdo con los momentos descritos en la seccién metodoldgica, siguien-
do el protocolo de andlisis de la tabla 1.

5.1 HEURISTICA DEL CASO M1

En esta estrategia la atencion esta en la pieza T-tetromind. Inicialmente, se ase-
meja con la heuristica prevista 2 y contempla el estudio de los casos en que no
es posible embaldosar. M1 comienza con un tablero de 6x8 y lo estudia para
diferentes posiciones del T-tetromind. Basado en estos casos propone dos estra-
tegias: 1) genera un bloque de 4x4; 2) inicia cubriendo una esquina con dos
T-tetrominds y expande el llenando al resto del tablero (figura 9A). M1 experi-
menta las posibilidades de completado desde la esquina e identifica ejemplos
que no le permiten completar el tablero. Estudia diferentes dimensiones del
tablero (5x12, 6x12y 7x12), llenando de izquierda a derecha donde encuentra
algunos casos que no tienen solucién, por ejemplo, 5x12 y 7x12, sin llegar a
completar el tablero como lo demanda la tarea (figura 9B).

iy el rel

r,..r j" - (g}q;\rf\‘\ w(/// :—;’i F—— ‘
| : i | AL la A \

> W e S

Figura 9. Imagenes de la produccion escrita por M1.

Modelizacion. Se identifica que el modelo del mundo real estd dado por la
consideracion de la pieza T-tetromind para embaldosar el tablero, es decir el
T-tetromino es el modelo. Mientras que, cuando analiza aquellos casos en que
el problema no tiene solucion, M1 modifica constantemente |a situacion inicial,
lo cual interpretamos como un iry venir entre la realidad y la matematica.
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Circulacién en el ETM. En el analisis al trabajo matematico de M1, el proce-
so de visualizacion no-iconica esta dado por la descomposicion de las figuras
y operaciones con las piezas empleadas como artefactos simbolicos. Asi, identi-
ficamos que el plano vertical activado es [Sem-Ins] Luego, la visualizacién de
las figuras se coordina con la validacién mediante una prueba discursivo-grafi-
ca (Richard, 2004), lo que activa el plano [Sem-Dis]. En este sentido, se destaca
una actividad matematica con intencion discursiva, pero sin palabras, para el
analisis de casos que no tienen solucion en la tarea. Lo anterior se representa
en la figura 10.

Realidad Matematicas

Modelo
Real

Figura 10. Esquema global de heuristica de solucion por M1.
Fuente: elaborado por los autores.

5.2 HEURISTICA DEL CASO M2

Esta estrategia se presenta como una ampliacion de la heuristica prevista 4,
pues considera el tablero dividido en bloques para contar sus combinaciones.
M2 define inicialmente cuatro formas de organizacion de los bloques: division
del tablero en bloques verticales de 4x8, bloques cuadrados de 4x4, bloques
de 12x4 y combinaciones de dos bloques distintos; cada uno con 23, 26, 2%y 2?
posibilidades de combinacion (figura 11A). Luego, organiza los cuatro tipos de
bloques para encontrar nuevas posibilidades, centrandose en el numero de
combinaciones que se generan, 2*y 2° (figura 11B). Para 24 encuentra un caso
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de combinaciones de dos bloques 4x8 y dos de 4x4 vy, otro bloque de 12x4 y
tres de 4x4. Para 2° encuentra dos casos, un bloque de 4x8 vertical u horizon-
tal con 4 bloques de 4x4. M2 no menciona cémo se organizan los T-tetrominés
para conformar los bloques y asume que existen dos combinaciones para cada
caso. Es decir, su interés no esta en analizar ni justificar la conformacion del
bloque, sino sus posibilidades de combinacion.
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Figura 11. Imagen de la produccion por M2.

Modelizacién. Para M2 el modelo de la realidad estd dado por la consideracion
de una pieza compuesta por T-tetrominos para completar el tablero. M2 se apoya
en esta situacion para realizar todo el trabajo matematico. El modelo estd consti-
tuido por los bloques de medidas distintas que fueron utilizados. Una vez obteni-
das las combinaciones para el llenado del tablero, no muestra una confrontacion
con la situacion que dio origen a su trabajo, al determinar un camino de solucion,
se ocupa de la organizacion matematica del mismo. Por lo cual, se observa el
transito de la realidad al mundo de las matematicas en un solo sentido.
Circulacion en el ETM. El trabajo de M2 inicialmente se desarrolla en el
dominio geométrico, pues los bloques son considerados como figuras (rectan-
gulos y cuadrados) que cubren el tablero. El proceso de visualizacion no-iconica
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involucra la secuencia de operaciones y la deconstruccion de distintos ordena-
mientos de las figuras, las cuales se emplean como artefacto simbolico; es decir,
se activa el plano [Sem-Ins]y la componente referencial con las definiciones y
perimetro de las figuras geométricas involucradas.

Cada trabajo asociado al estudio de los blogues involucra un cambio de
dominio, de la geometria a la combinatoria, en la relacion con las posibilidades
de ordenamiento que considera un trabajo semiotico para representar los blo-
ques (registro figural) y las potencias (registro numérico). Estos cambios de
dominios se describen en la figura 12 con los numeros 1y 2.

Realidad . . M

Modelo
Real
Cambio de dominio
i Situacion Real : : Resultados Matematicos

Figura 12. Esquema global de heuristica de solucion por M2.
Fuente: elaborado por los autores.

5.3 HEURISTICA DEL CASO M3

M3 inicia definiendo las cuatro orientaciones posibles del T-tetromino, represen-
tados por un nodo, donde el perimetro del T-tetromin6 se constituye por las 10
caras de los cuadrados que lo conforman. Luego, modela la situaciéon con grafos
(figura 13A) y representa los contactos entre las caras de los T-tetrominoés bus-
cando no dejar caras sin contacto. Cada arco simboliza la vecindad por contac-
to entre las caras de los T-tetrominos y le asocia un valor por el numero de caras
en contacto, para representar un embaldosado completo por todos sus T-tetro-
minos con sus diez caras en contacto, con vecinos o el borde. La cantidad de
caras de contacto entre dos T-tetrominés pueden ser 1, 2y 3.
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M3 representa como nodo borde a los T-tetrominos que se encuentran a la
orilla del tablero y nodo interno a los T-tetrominos que se encuentran rodeados
por otras piezas. Los nodos bordes tienen 1, 3 0 4 caras sobre el borde del
tablero, por lo cual quedan 9, 7 o 6 caras por cubrir internamente (sin contacto
con dicho borde). Para los nodos internos, existen 10 caras que tienen contacto,
lo que significa que no hay espacios entre ellos y sus vecinos. Luego, M3 pre-
senta el tablero embaldosado, sin precisar como lo construye, y senala que para
un tablero de 12x8 se necesitan 24 nodos, por lo cual el problema consiste en:
dado un nodo inicial, agregar nodos vecinos, de manera que los arcos sumen
10. Entonces, para resolver la tarea, la ordenacion de los arcos por su valor
permite definir una estrategia de llenado por conteo para encontrar posibles
soluciones. En la figura 13B, las tonalidades de colores en la malla son utilizadas
para identificar los T-tetrominds de la misma clase.

B.

Figura 13. Imagen de la produccion de M3 para completar el embaldosado.

Modelizacion. La estrategia de M3 permite un transito, en ambos sentidos, entre la
situacion real y el modelo dado por el grafo, pues a partir de la informacion que
ofrece la representacion mediante el grafo es posible reconstruir la situacion inicial,
lo cual puede ser asociado a la verificacion de los resultados matematicos en
relacion con la situacion original. Es decir, el grafo en el rol de modelo es una he-
rramienta que describe como serd el ordenamiento de los T-tetrominds en el tablero.

Circulacion en el ETM. El trabajo matematico de M3 involucra en el proceso
de visualizacion no-iconica, 1a descomposicion de figuras de los objetos geomé-
tricos que se emplean como una herramienta semiotica en interaccién con un
grafo para representar el ordenamiento de los T-tetrominos en el tablero, lo que
activa el plano [Sem-Ins]. M3 justifica su construccion, pues los numeros en el
grafo son usados para representar los contactos entre las caras de los T-tetro-
minos y tienen valor discursivo dentro de la prueba por medio del grafo que
modela la situacién original. Es decir, activa el plano [Ins-Dis]. El trabajo
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desarrollado evidencia cambio de dominio, que relaciona la geometria con ele-
mentos de la matematica discreta (por la aproximacion al estudio de grafos). El
analisis se esquematiza en la figura 14, los cambios de dominio se identifican
con los numeros 1y 2.

Realidad Matematicas
---------------------- | pmeme e eeceeeeeees mmmmmenanay
Modelo
Modelo
i > '
Real } !

: )

Vi

: Cambio de dominio

|

Situacion Real ' Resultados Matematicos :

Figura 14. Esquema global de heuristica por M3.
Fuente: elaborado por los autores.

Para concluir el analisis observamos globalmente los procesos de solucion desa-
rrollados, junto con extractos de las entrevistas que nos ayudan a comprender
las razones de su proceder. Esto se efecttia sobre la base del conocimiento
que los profesores universitarios exhiben y esta sustentado en la epistemologia
del trabajo profesional que realizan.

La estrategia de M1 se asemeja a la heuristica prevista 2, en la cual utiliza
la pieza como una herramienta semiotica y se basa en la validacion de aquellos
casos que permiten la solucion al problema. M1 muestra una actividad propia
del trabajo de los matematicos orientada a identificar en qué casos el problema
puede ser resuelto para luego generalizar. En la entrevista sefala: “Cuando
fengo casos en mano que si puedo resolver, y me gustaria entonces crear un
teorema general, en donde incluyo los casos ya resueltos”. Asi, M1 recurre a una
estrategia de validacion con el uso de signos, pero sin palabras (figura 9).

La estrategia de M2 es similar a la heuristica prevista 4, pues muestra un
cambio de dominio, de la geometria a la combinatoria, centrado en las combi-
naciones de los bloques para llenar el embaldosado. Su trabajo se relaciona con
el razonamiento inductivo, mediante el estudio de casos particulares. En Ia
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entrevista declara: “Es una prdctica comun estudiar casos pequenos inicialmen-
te para poder conjeturar y luego generalizar y probar respectivamente’. De esta
manera, M2 destaca la importancia de un proceso matematico inductivo como
parte de la actividad matematica (figura 11).

La produccion de M3 muestra una estrategia no esperada segun las heuris-
ticas previstas, dada por una aproximacion al estudio de grafos en la represen-
tacion de la situacion, que luego es utilizada con la intencion de generalizar.
M3 afirma en la entrevista que: “Es parte de mi manera de trabajar, buscar
propiedades de los objetos y estructuras conocidas de matemdtica, para luego
representarlas y modelarlas. Una vez que las estructuras elegidas cumplen con
los casos conocidos, las utilizo para generalizar. Ademas, M3 sefnala que la
solucion presentada corresponde al modelo que permite encontrar las soluciones
del problema: Verifiqué que el modelo cumplia con las condiciones del proble-
ma’. En este caso, M3 resalta la representacion y generalizacion en su actividad,
aspectos asociados a los procesos de modelizacion.

Los andlisis anteriores dan cuenta del trabajo desarrollado por M1, M2 y M3,
permitiéndonos de esta manera caracterizar su trabajo el cual se sintetiza en
las figuras 10, 12 y 14.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

A continuacion, discutimos y concluimos sobre los aportes a la educacion mate-
matica, en relacion con algunos aspectos que se desprenden de los analisis
presentados: los alcances teoricos, las caracteristicas de la tarea y las posibilida-
des didacticas que el presente trabajo ofrece. Finalmente, presentamos aportes
del estudio y sus limitaciones.

6.1 ALCANCES TEORICOS

Los analisis presentados profundizan en el trabajo que tiene lugar en el mundo
de las matematicas, lo cual nos ha permitido caracterizar e interpretar tanto las
heuristicas previstas, como las de los profesores universitarios que abordan una
tarea con un contexto cercano a la realidad. El uso coordinado de dos perspec-
tivas tedricas nos ha permitido explorar en las particularidades del trabajo en el
mundo de las matematicas y contribuir a la comprension del pensamiento
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matematico puesto en juego. En efecto, se manifiestan aspectos tales como: 1)
diversos usos de artefactos simbolicos como herramientas semioticas (Kuzniak
et al, 2016b) asociadas al registro de las figuras; 2) emergen distintos objetos
matematicos con definiciones y propiedades; 3) cambios de dominio matemati-
co (Montoya-Delgadillo y Vivier, 2016), lo que ofrece distintas posibilidades en
la solucion; y 4) variadas maneras de validacion, como en el caso de M1 que
exhibe un razonamiento de prueba discursivo-grafica (Richard, 2004), M2 un
razonamiento inductivo y M3 que muestra la intencion de generalizar sobre la
base de un modelo o grafo. De esta manera, se explicita la actividad matemati-
ca que tiene lugar en la modelizacion, lo cual nos posibilita para presentar un
modelo teodrico de analisis centrado en el trabajo de los individuos. Al respecto,
reivindicamos la necesidad de investigacion que vincule el estudio de la activi-
dad matematica con modelos tedricos existentes (Flores y Montoya, 2016; Hen-
riguez-Rivas y Montoya-Delgadillo, 2016).

Una futura investigacion podria explorar la actividad matematica generada
a partir de tareas que promueven un paradigma de trabajo con conocimientos
cercanos a la realidad (Houdement y Kuzniak, 2006), y que involucren la mani-
pulacién de objetos fisicos 0 como los casos senalados en las heuristicas 1y 2.
Por ejemplo, la caracterizacion del trabajo matematico de estudiantes de nivel
preescolar o Educacion Basica, donde el trabajo estard naturalmente mas cer-
cano al mundo real y el ETM podria adquirir nuevos significados.

En la presente investigacion proponemos el uso coordinado de las perspec-
tivas tedricas involucradas en los analisis del trabajo matematico desarrollado
alrededor de una tarea dada. De aqui que, consideramos que en futuras inves-
tigaciones es posible ahondar en la articulacién entre teorias, en la linea de
Networking of Theories (Bikner-Ahsbahs y Prediger, 2014) y realizar aportaciones
al campo disciplinar. Planteamos este estudio como el primer paso en el desa-
rrollo de este marco conceptual.

6.2 TAREA Y SUS POSIBILIDADES DIDACTICAS

El analisis de la actividad generada por la tarea nos ofrece sugerencias respec-
to al tipo de actividades que se pueden implementar en el aula en distintos
contextos educativos. De estas destacamos:

La descripcion de las heuristicas de solucion previstas y experimentales
ofrece herramientas al profesor sobre los alcances en cuanto a la demanda
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cognitiva de la tarea (Henningsen y Stein, 1997), lo que se puede favorecer
dependiendo del conocimiento de los estudiantes y de la intencion de ensenan-
za del profesor, al proponer este tipo de tareas.

Actividades propias del pensamiento matematico (Burton, 1984), tales como
representar, inducir, conjeturar, generalizar o modelizar, evidenciadas por los
profesores universitarios, abren un abanico de posibilidades que el docente
puede fomentar cuando los estudiantes exploran este tipo de tareas. En este
sentido, auin es necesario profundizar en el estudio de la influencia que tienen
los estilos de pensamiento (Borromeo-Ferri, 2010), cuando se aborda una tarea.

Este tipo de tareas, que admiten un amplio espectro de soluciones y posibi-
lidades con otras piezas distintas al T-tetromind (Golomb, 1994), podrian ser
modificadas o ajustadas de acuerdo con el propdésito de ensefanza. Por ejemplo,
modificar el enunciado a fin de simplificar y amplificar la demanda cognitiva de
la tarea, emplear material concreto o analizar la factibilidad de completar el
tablero con otro tipo de piezas. De manera que los resultados presentados ofre-
cen nuevas opciones a los docentes para crear tareas mas desafiantes para los
estudiantes implicando nuevas formas de trabajo matematico. Asimismo, una
tarea que favorece los cambios de dominio de la matematica (en este caso
presentamos de la geometria a la combinatoria, y de la geometria a una apro-
ximacién a la matematica discreta mediante el estudio de grafos) permite rela-
cionar distintos contenidos matematicos y procesos cognitivos en su solucion.

6.3 APORTES Y LIMITACIONES DEL ESTUDIO

A nuestro parecer el logro del objetivo planteado en esta investigacion, nos ha
permitido aportar con una interpretacion del trabajo matematico de profesores
universitarios y caracterizar su desarrollo en el mundo de las matematicas utili-
zando dos perspectivas tedricas de manera coordinada. Como ya se ha senala-
do, el modelo tedrico de andlisis que hemos presentado en este estudio puede
ser el punto inicial para estudiar otras estrategias u otras tareas de modelizacion.
Por otra parte, los resultados obtenidos podrian no tener una implicacion direc-
ta en el aprendizaje de las matematicas para estudiantes escolares; sin embar-
go, consideramos que, en la formacion de profesores, el alcance en los procesos
de solucion mostrados, permiten explorar una tarea que puede ser un puente
entre aquella matematica que usan los matematicos y la matematica que pue-
de ser usada por estudiantes al abordar la tarea.
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Finalmente, las limitaciones del estudio se relacionan con los andlisis pro-
venientes de las heuristicas de solucion de tres matematicos, por lo que en
futuras investigaciones serfa interesante analizar el trabajo matematico de casos
con caracteristicas similares (otro tipo de matematicos con diversa experiencia
y formacion) o diversas (estudiantes de niveles escolares diferentes), sustentadas
en el modelo tedrico de analisis que en el presente estudio se propone. Por otra
parte, existen limitaciones asociadas al diseno de investigacion, un estudio de
caso colectivo de tipo instrumental, pues los resultados podrian variar con otro
tipo de investigadores matematicos, lo que al mismo tiempo planteamos como
una posibilidad de continuar en trabajos futuros, donde la diversidad en el
trabajo matematico desarrollado podria enriquecer el analisis y permitiria ahon-
dar en el modelo teorico que empleamos y, ademas, la metodologia que aqui
presentamos podria ser replicada.
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