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138 Roberto Sanchez Torres, Laura Maturana Cifuentes y Lizeth Manzano Murillo

Estimacién alternativa de la pobreza multidimensional en Colombia

Resumen. La comprensién de que la pobreza es mucho mds que un bajo nivel de
ingresos dio lugar al enfoque multidimensional, que ayuda a entender mejor el pro-
blema de la pobreza. Este articulo propone una medicién alternativa de la pobreza
multidimensional en Colombia, que incluye dimensiones no convencionales, variables
continuas y pseudo-continuas, calcula brechas intradimensionales y sigue la propuesta
metodolégica de agregacién de Bourguignon y Chakravarty. Aunque se ha reducido
la incidencia de la pobreza multidimensional, los cambios en la brecha y la severidad
son menores, ademds de que hay grandes diferencias regionales y dimensiones con
grandes privaciones.

Palabras clave: pobreza multidimensional, calidad de vida, indicador de Bourguignon
y Chakravarty, economia del bienestar, medicién de la pobreza; JEL: 132,139, D60

Alternative multidimensional poverty measurement in Colombia

Abstract It is an accepted idea that poverty is much more than low incomes. Conse-
quently, the multidimensional approach has become an alternative way to unders-
tand that question. The aim of this paper is to propose an alternative estimation
of multidimensional poverty in Colombia. The methodology uses unconventional
dimensions, continuous and pseudo-continuous variables; it will estimate dimensional
gaps and apply Bourguignon and Chakravarty’s methodology. Although, there has
been a noticeable reduction of headcount poverty, the multidimensional poverty gap
and its severity have not shown the same trend. In addition, there are huge regional
differences, and dimensions with high deprivation.

Keywords: multidimensional poverty, quality of life, Bourguignon and Chakravarty
method, welfare economics, measurement of poverty; JEL: 132,139, D60

Estimativa alternativa da pobreza multidimensional na Colombia

Resumo. O entendimento de que a pobreza é muito mais do que um baixo nivel
de renda deu origem a abordagem multidimensional, que ajuda a entender melhor
o problema da pobreza. Este artigo propée uma medida alternativa da pobreza
multidimensional na Colémbia, que inclui dimensdes ndo convencionais, varidveis
continuas e pseudo-continuas, calcula lacunas intra-dimensionais e segue a proposta
metodolégica da agregacio de Bourguignon e Chakravarty. Embora a incidéncia de
pobreza multidimensional tenha sido reduzida, as mudangas na lacuna e na gravidade
sdo minimas, além do fato de haver grandes diferengas e dimensées regionais com
grande privagio.

Palavras-chave: pobreza multidimensional, qualidade de vida, indicador de Bour-
guignon e Chakravarty, economia do bem-estar, mensuragio da pobreza; JEL: 132,
139, D60
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ESTIMACION ALTERNATIVA DE LA POBREZA MULTIDIMENSIONAL EN COLOMBIA 139

a pobreza, entendida como un nivel de vida inferior a un estindar

minimo, es un grave problema en todo el mundo. En los Objetivos
de Desarrollo del Milenio (Naciones Unidas, 2010) y en su versién
renovada, Objetivos del Desarrollo Sostenible, el primer objetivo es
atender los problemas de la pobreza, la nutricién y el hambre. Y se
considera urgente “poner fin a la pobreza en todas sus formas en todo
el mundo” (Cepal, 2018, p. 15).

En la dltima década se ha visto la necesidad de ampliar la medicién
de la pobreza monetaria y de adoptar enfoques que tengan en cuenta
las condiciones de vida reales de la poblacién y sus capacidades, es
decir, de medir la pobreza desde una perspectiva multidimensional.
De acuerdo con Sen (2000), el ingreso no es suficiente para el bien-
estar, pues no garantiza el buen desempefio de los individuos en la
sociedad. En respuesta a esa critica se han construido otros indica-
dores de bienestar, como el Indice de Desarrollo Humano, y se han
propuesto métodos que consideran la igualdad de oportunidades y
diversas dimensiones de la pobreza.

Uno de los mas difundidos es el que propone Alkire y Foster
(2007, 2011), que introduce varias dimensiones, cada una integrada
por diferentes variables, y calcula las brechas mediante indices com-
puestos con distintos grados de aversién a la pobreza extrema, igual
que los indicadores de pobreza unidimensional de Foster, Greer y
Thorbecke (1984). A partir de la propuesta del DNP (Angulo, Diaz
y Pardo, 2011), desde 2010 el Departamento Administrativo Na-
cional de Estadistica (Dane) mide la pobreza multidimensional en
Colombia considerando cinco dimensiones, 15 variables y un umbral
multidimensional de 1/3 en la identificacién de los pobres. Pero a
diferencia de Alkire y Foster, este método dicotomiza todas las varia-
bles incluidas —de modo que no se pueden establecer brechas dentro
y entre dimensiones— y homogeneiza las posibilidades de sustitucién
entre dimensiones’.

Entre los antecedentes del método para medir la pobreza mul-
tidimensional se destaca el de Bourguignon y Chakravarty [ByCh]
(2003), quienes establecen una serie de propiedades de los indica-
dores que se pueden utilizar, y destacan la posibilidad de introducir
distintos niveles de aversién a la pobreza extrema, con distintos
grados de sustitucién entre dimensiones, que pueden ser constan-
tes o pueden cambiar segin el hogar, dependiendo de su nivel de
pobreza. Para la estimacién emplean una funcién de elasticidad de
sustitucién constante. Este indicador, junto con la posibilidad de
construir otros indicadores con dimensiones no convencionales y
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140 Roberto Sanchez Torres, Laura Maturana Cifuentes y Lizeth Manzano Murillo

variables continuas, ayuda a mejorar la medicién de los niveles de
vida de la poblacién y permite identificar diferencias geogrificas,
asi como las dimensiones en que hay diferencias, mayor privacién
y cronicidad.

Este articulo, que adopta el método propuesto por ByCh, propone
una estimacién alternativa de la pobreza multidimensional que utiliza
parte de las variables que incluye el Dane,y ademds considera dimen-
siones no convencionales, variables continuas y pseudo-continuas,
y célculos de brechas intradimensionales. El trabajo consta de seis
secciones: en la primera se hace una sintesis de los enfoques para
medir la pobreza multidimensional; la segunda presenta y explica el
indicador de ByCh; en la tercera se describen las fuentes de informa-
cién y se explica detalladamente la propuesta para medir la pobreza
multidimensional; las dos siguientes secciones presentan y analizan
los resultados de las estimaciones de pobreza unidimensional y mul-
tidimensional. En la dltima se presentan las conclusiones.

ENFOQUES PARA MEDIR LA POBREZA MULTIDIMENSIONAL

La importancia de medir la pobreza mais alld del nivel de ingresos ha
sido resaltada por Amartya Sen, quien la concibe como “la privacién de
capacidades bésicas y no meramente como la falta de ingresos” (2000,
p-114). En esta 6ptica, la pobreza consiste en un nivel de capacidades
insuficiente para cumplir un conjunto basico de funciones en la so-
ciedad. De manera similar, el Programa de las Naciones Unidas para
el Desarrollo considera la pobreza como “la denegacién de opciones
y oportunidades de vivir una vida tolerable” (PNUD, 1997, p. 5). Es
decir, mds alld de tener o no dinero para satisfacer las necesidades
bisicas, las personas pobres tienen dificultades para que su vida y la
de su familia sobrepasen un nivel minimo; esto no solo por falta de
ingresos sino de otros elementos necesarios para gozar la vida como
individuos y como parte de un grupo social.

A partir del llamado de Sen para entender la pobreza como pri-
vacién de oportunidades y capacidades, se han propuesto maneras
de medir la pobreza multidimensional. Varios autores han propuesto
enfoques de identificacién y agregacién que incluyen varias dimensio-
nes, variables y umbrales. Una de las primeras maneras, y muy sencilla,
fue medir las necesidades bdsicas insatisfechas (NBI) que la Cepal
estima en América Latina, la cual determina los bienes y servicios
basicos necesarios de los que carece un hogar.
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ESTIMACION ALTERNATIVA DE LA POBREZA MULTIDIMENSIONAL EN COLOMBIA 141

En desarrollo de su propuesta, Sen usé varias alternativas de me-
dicién multidimensional, una de ellas incluia dimensiones similares a
las del indice de desarrollo humano: esperanza de vida, educacién y un
componente monetario (Anand y Sen, 1997). En algunos enfoques,
el ingreso no deja de ser un componente importante, y asi como Sen
lo incluye, otros autores, como Lépez y Ortiz (2009), consideran el
ingreso y otras dimensiones débilmente correlacionadas con el ingreso;
asi identifican carencias en ciertas dimensiones que no se detectan
desde la perspectiva monetaria. Varios trabajos sobre América Latina
resaltan la importancia del andlisis multidimensional y lo contrastan
con el enfoque monetario (Sdaenz, Gutiérrez y Minor, 2015; Borris,
2017; Denis, Gallegos y Sanhueza, 2010).

Otros autores consideran necesario identificar la pobreza combi-
nando criterios monetarios y variables del consumo y el bienestar de
los hogares. Asi, Ravallion (1998) indica que “la idea de capacidades
no sustituye la utilidad (o una medida dineraria de esta) como in-
dicador de bienestar individual, sino que la complementa” (p. 9). El
enfoque multidimensional no excluye entonces los aspectos mone-
tarios (ingreso o consumo) como dimensién del bienestar. Spicker
(2009), quien concibe la pobreza de manera mas compleja, argumenta
que la pobreza se puede identificar a partir de tres tipos de carencias:
materiales, econémicas y sociales; y usando diversos criterios establece
doce indicadores. Las diversas propuestas muestran que no hay un
consenso sobre las dimensiones y variables que se deben elegir para
construir los indicadores de pobreza multidimensional. Santos (2019)
subraya que no existe un disefio general ni un procedimiento universal
para elegirlas, pero considera necesario evaluar diversos criterios para
no caer en errores conceptuales.

Desde el trabajo de Alkire y Foster (2007, 2011) se han hecho
estudios que usan la misma estructura matemadtica, pero otras ponde-
raciones, dimensiones y umbrales; entre ellos, los de Alkire y Santos
(2010) y Yang, Paudel, Zhuang y Jiang (2019), que usan distintos
criterios para elegir dimensiones, variables y ponderadores. El primero
considera 3 dimensiones con igual ponderacién, compuestas por 10
variables con igual peso dentro de cada dimensién. En el segundo, los
componentes de cada indicador (12 variables) se calculan mediante
6 métodos para que los resultados sean robustos.

Desde otra perspectiva, Atkinson (2003) propuso una funcién
de bienestar social considerando la pobreza multidimensional como
una variable correlacionada inversamente con el bienestar. Canaviri y
Aliaga (2016) analizan las transiciones de saliday entrada a la pobreza

REevisTA DE EconoMia INSTITUCIONAL, VOL. 22, N.° 43, SEGUNDO SEMESTRE/2020, PP. 137-168
ISSN 0124-5996/E-1SSN 2346-2450



142 Roberto Sanchez Torres, Laura Maturana Cifuentes y Lizeth Manzano Murillo

multidimensional; mediante un andlisis combinatorio, dindmico y
probabilistico examinan de qué manera los cambios de atributos entre
dimensiones afectan la pobreza multidimensional.

Una propuesta muy interesante es la de Bourguignon y Chakra-
varty (2003), quienes consideran la posibilidad de incluir distintos
grados de aversién a la pobreza y de sustitucién entre dimensiones
en la valoracién en la brecha y la severidad de la pobreza entre los
hogares pobres; asi, en los indicadores incluyen distintos niveles de
sensibilidad a posiciones distantes o cercanas de los umbrales de po-
breza unidimensional. Este enfoque es importante porque permite
adoptar criterios que tienden a ser mds flexibles que en los indicadores
de Alkire y Foster, asi como por su articulacién con el enfoque de
capacidades y funcionamientos que motivé la medicién de la pobre-
za desde un enfoque multidimensional. Este articulo propone una
medicién alternativa, que toma como referencia el método de ByCh,
que amplia el enfoque del Dane y permite entender mejor el nivel
de bienestar de personas con alta vulnerabilidad econémica y social.

EL INDICADOR DE BOURGUIGNONY CHAKRAVARTY

En el enfoque de ByCh —muy utilizado para estudiar la pobreza mul-
tidimensional en varios paises, en particular en América Latina— se
construye un indicador con varias dimensiones, variables y umbrales
unidimensionales, dependiendo de la informacién disponible y del
alcance del estudio. Existen trabajos sobre Argentina (LLépezy Safojan,
2013; Conconi, 2011), Brasil (Ferreira, Soares y Andrade, 2017; Paes,
de Carvalhoy Franco,2006), Chile (Bronfman,2014), Uruguay (Arim
y Vigorito, 2007), y mds generales, como los de Battiston, Cruces et
al. (2013) y Alkire y Santos (2010).

Aunque estos trabajos consideran varias dimensiones, la mayoria
coinciden en que las variables de salud, educacién, vivienda y servicios
domiciliarios, y alimentacién y nutricién son esenciales para determi-
nar un estandar de vida minimo. El método de ByCh incluye otras
caracteristicas, ademads del ingreso y el consumo, para construir un
indicador que refleje la pobreza considerando fallas de funcionamiento
o, mejor, deficiencias en el umbral de los atributos.

En la medicién de la pobreza se deben resolver dos problemas
metodolégicos: la identificacién y la agregacién. Para identificar a
los pobres, ByCh adoptan el criterio de union, que indica que si un
individuo tiene privacién en una dimensién (resultado del déficit
en una o varias variables) es pobre. Puesto que este criterio es muy
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ESTIMACION ALTERNATIVA DE LA POBREZA MULTIDIMENSIONAL EN COLOMBIA 143

estricto, se suelen utilizar umbrales unidimensionales relativamente
bajos. La funcion de identificacion se representa asi:

1si El] (1,2 ...,m):xij < Z]'
0 en otro caso

pGriz) = { (1)
Como ya se sefial6, un individuo u hogar es pobre si tiene privacién
en al menos una dimensién. Es decir, si el individuo tiene privacién
(un nivel de bienestar x;; inferior al umbral z) en alguna dimen-
sién j de las m consideradas, se considera pobre (p = 1). Aunque se
identifique que es pobre por privacién en una dimensién, esto no
significa que el andlisis deje ser multidimensional, pues se usan varias
dimensiones para agrupar a la poblacién, pobre o no. En este caso,
la multidimensionalidad tiene un sentido positivo, conforme a Sen:
se deja de ser pobre si no hay privacién en todas las dimensiones. El
numero de pobres es la suma de todos los hogares o individuos que
tienen privacién en al menos una dimensién:

H=3,;p(x;2) @)

Una vez se identifican los pobres, se construye un indicador que refleje
el nivel de pobreza: el nimero de pobres, el nimero de dimensiones
en las que hay privacién y la distancia con respecto al umbral en cada
dimensién. Aqui se propone utilizar un indicador similar al de Foster,
Greer y Thorbecke (1984) en el caso de la pobreza unidimensional,
pero considerando varias dimensiones y afiadiendo un parimetro
de sustitucién entre dimensiones, para cuantificar de otra manera la
contribucién a la pobreza agregada de individuos u hogares que pre-
sentan grandes diferencias entre el nivel de bienestar (el valor de cada
dimensién) y el minimo establecido. El indice ByCh propuesto es:

a

010
1 Xij
ByCHS(X;z) = = n [Z;"zl a; <sij< —Z—J’>> ] 3)
donde X es una matriz nxm —n individuos y m atributos—, z es el vector
de umbrales unidimensionales, g; es la ponderacién de la dimensién
j, cuya sumatoria es 1. Como ya se indicé x;; es el valor del atributo
J del individuo i y z el umbral en la dimensién j; « es el pardmetro
de aversién a la pobreza (x> 0) y 6 el parametro de elasticidad de
sustitucidon entre dimensiones (6 = 1); sij €s la funcién del indicador
de privacién, definida asi:
{1 N Xij < Zj

i 0 si Xij = Zj (4)
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144 Roberto Sanchez Torres, Laura Maturana Cifuentes y Lizeth Manzano Murillo

Como sefialan ByCh, segin los parametros « y 6, los indicado-
res de pobreza de este tipo cumplen ciertas propiedades deseables:
focalizacién fuerte y débil, simetria, monotonicidad, continuidad,
principio de la poblacién, invarianza a la escala, descomposicién entre
subgrupos. Asi como otras propiedades relevantes en la medicién
multidimensional, como el principio de transferencias progresivas
dimensionales de Dalton-Pigou y los principios de transferencias
unidimensionales y multidimensionales.

Lo interesante es que cuando «> 0 se tienen en cuenta las brechas
entre los niveles de cada dimensién y el umbral, y cuando «> 1 hay
una mayor sensibilidad a quienes tienen mayores niveles de privacién.
Ademais, 6 es un pardmetro de elasticidad de sustitucién constan-
te entre dimensiones, que es de especial importancia pues implica
que la contribucién de cada individuo pobre es diferente segun las
diferencias en los niveles de privacién de las dimensiones. Para que
cumpla algunas de las propiedades mencionadas, § debe ser mayor
o igual a 1. Si #=1, las dimensiones se sustituyen de manera perfecta,
lo que importa es el déficit agregado y no su origen; aunque haya
privacién total en una dimensién solo importa el promedio de todas
las dimensiones. Si g-,00, no hay sustitucién entre dimensiones, en la
contribucién de cada pobre al indicador sélo importa la dimensién
de peor desempefio, que tiene toda la ponderacién. Por dltimo, en
los niveles de sustitucién intermedios, cuanto mayor es § menor es el
grado de sustitucién entre dimensiones.

Ademis, el indicador ByCh se puede construir con un parametro
de sustitucién variable, que es funcién del nivel de pobreza y cambia
cuanto mds alejado estd un individuo u hogar del umbral. La ecuacién
(5) muestra el coeficiente 6 (6 = a(p)) en funcién del grado de pobreza,
considerando que no todos los individuos tienen el mismo grado de
sustitucién y que puede diferir segin el nivel de pobreza.

L o a(p) %p)
ByCH®(X; 2) =—3 (2 g (sij <1 —i>> (%)

Zj

Nuestra propuesta considera un nivel de sustitucién inverso al nivel
de pobreza, es decir, cuando un individuo estd muy alejado del umbral
multidimensional promedio solo reducirda marginalmente su contri-
bucién a la pobreza agregada si mejora en la peor dimensién. Si es
pobre pero su déficit es bajo, mejorara marginalmente su bienestar,
y reducird la pobreza si aumenta el nivel de cualquier atributo. Se
adopta una funcién a(p) = 1/, conp =1/;? donde r es el ordenamiento

2 Esta notacién sigue de cerca la de ByCh.
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ESTIMACION ALTERNATIVA DE LA POBREZA MULTIDIMENSIONAL EN COLOMBIA 145

ascendente de los hogares pobres segin su privacién en promedio
geométrico, t€{1,2,..,g}; donde es 1 el individuo con menor déficit
(sustitucién perfecta) y g el individuo con mayor déficit (el de menor
grado de sustitucién (a(p) = g). Este enfoque es conveniente cuando
los datos no son dicotémicos, pues si fuese asi la brecha siempre seria
1, una de las criticas que hacemos a la medicién del Dane.

PROPUESTA PARA MEDIR LA POBREZA MULTIDIMENSIONAL

FUENTES DE INFORMACION

En este trabajo se usaron los microdatos de la encuesta nacional de
calidad de vida (ENCV') del Dane, que primero se realizé en Bogota
en 1991, y en las cuatro principales ciudades del pais en 1993; en
1997, 2003 y 2008 se realizé de manera discontinua y la cobertura
geogrifica se amplié progresivamente. Desde 2010 se realiza anual-
mente. De 2010 al dltimo afo disponible, el marco muestral es el
listado de viviendas, hogares y personas obtenido del Censo General
2005 (Dane,2017). En particular se utilizaron los microdatos de 2010
a 2016 (Dane, 2018), del total nacional y de 7 regiones (Atldntica,
Oriental, Central, Pacifica, Bogotd, Antioquia y Valle del Cauca). Los
datos de los médulos de vivienda, servicios del hogar, condiciones de
vida del hogar y tenencia de bienes, caracteristicas y composicién del
hogar, salud, educacién y fuerza de trabajo se usaron para crear las 5
dimensiones y las 21 variables que se explican mds adelante.

En la encuesta no se usa el mismo formulario afio a afio y han
cambiado algunas preguntas y opciones de respuesta; en algunos afios
hay médulos especiales, en 2017 el tamafio muestral se redujo y no
considera todas las regiones. Por ello, muchas de las variables que
se podrian utilizar no se consideraron por la falta de continuidad.
Por ejemplo, el cambio en la pregunta sobre seguridad alimentaria
y desequilibrios alimenticios impidié usar esta variable esencial en
la dimensién de salud. No se hicieron imputaciones ni se calcularon
valores no observados, para que las estimaciones solo tuvieran en
cuanta la informacién disponible y los resultados no fueran afectados
por diferencias entre los datos calculados y los observados.

Otro ejemplo del cambio en la manera de captar la informacién
es el de la pregunta sobre basuras en las calles. De 2010 a 2016 se
preguntaba si este problema afectaba a la vivienda; en 2017 y 2018 se
mide de 1 a 4 su frecuencia en los dltimos 12 meses en el sector. De-
bido a tales cambios es dificil hacer seguimiento a las condiciones de
vida y al cambio en los niveles de bienestar. Debido a la modificacién

REevisTA DE EconoMia INSTITUCIONAL, VOL. 22, N.° 43, SEGUNDO SEMESTRE/2020, PP. 137-168
ISSN 0124-5996/E-1SSN 2346-2450



146 Roberto Sanchez Torres, Laura Maturana Cifuentes y Lizeth Manzano Murillo

de la informacién en 2017 y 2018, y a la falta de cobertura regional
en 2017, estos afios no se incluyen en el andlisis.

APLICACION EN COLOMBIA

El enfoque del Dane para medir la pobreza multidimensional tiene
varias deficiencias. Por ejemplo, no estima brechas ni profundidad de
la pobreza®,lo que tiende a convertir los resultados en aproximaciones
dicotémicas, y asi se pierde parte de lo que es sustancial en el analisis
multidimensional. Con ese enfoque, un hogar donde los mayores de
15 anos tienen en promedio ocho afnos de escolaridad es igual a uno
donde el promedio es cero. Ademads, no hace una clara diferencia entre
dimensiones y variables, pues para calcular los ponderadores del indice
de pobreza multidimensional usa una ponderacién anidada: toma la
dimensién y la divide por el numero de variables; asi, es sustituible la
privacién dimensional y el déficit en variables.

La medicién tradicional de la pobreza multidimensional en el pais
tiene limitaciones para analizar el bienestar real de la poblacién mas
vulnerable. Este trabajo emplea de manera sistemadtica variables conti-
nuas, algunas no convencionales, que permiten hacer el andlisis usando
diferentes criterios de valoracién de la pobreza extrema y estimando
brechas y niveles de profundidad, con distintos grados de sustitucién
entre dimensiones. En esta concepcién mas holista, las dimensiones
no son divisibles, lo que hace posible una mejor compresién: un
hogar tiene o no privacién en una dimensién, no por variables. Se
considera que todas las dimensiones son fundamentales: un hogar es
pobre multidimensionalmente si tiene privacién en una de ellas, por
ello, se establecen umbrales bajos que indican que los pobres tienen
un déficit muy bajo en al menos uno de los aspectos esenciales para el
bienestar. Ademads, en la medicién se usan ponderadores iguales para
cada dimensién y distintos grados de sustitucién entre ellas, como
proponen Bourguignon y Chakravarty.

En la estimacién se incluyeron aspectos relevantes de las condi-
ciones de vida de los hogares, elegidos con base en la literatura, con-
sideraciones preliminares y los datos disponibles. Nuestra propuesta
no se limita a las dimensiones mencionadas y se puede ampliar segin
la disponibilidad de informacién y la continuidad de las variables

3 Con base en el criterio de identificacién y el indice de pobreza multi-
dimensional, Angulo et al. (2011) estiman los indicadores Alkire y Foster,
pero con el criterio de cardinalidad que adoptan, en la medicién usan vari-
ables dicotémicas, lo que genera varios problemas, entre ellos que muchas
de las brechas estimadas son iguales a 1.
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que toman en cuenta las encuestas de calidad de vida*. El cuadro 1
muestra las dimensiones, las privaciones y los umbrales, déficits o
carencias en las variables.

Cuadrol

Dimensiones, variables y umbrales de la propuesta alternativa

Dimensién Numero de Privacion Variables Carencia/déficit si
variables dimensional (dicotémicas)
Vivienda 8 Si hay carencia Acueducto El hogar no tiene servicio continuo
en 4 o mias de agua por tuberia.
variables Alcantarillado El hogar urbano no tiene alcan-

tarillado; el rural no tiene servicio
sanitario, cuenta con inodoro sin
conexién o bajamar.

Pisos El material predominante de los
pisos es tierra o arena.
Paredes El material predominante del ho-

gar urbano es madera burda, tabla,
tablén, guadua, cafia, esterilla u
otro vegetal, zinc, tela, carbén, latas,
desechos, plastico o no hay paredes;
un hogar rural, con respecto al
urbano, admite para que no haya
déficit que el material predominan-
te sea madera burda, tabla o tablén.

Hacinamiento Si en un hogar urbano hay tres o
mds personas por cuarto; en uno
rural, si son mis de tres.

Electricidad El hogar no tiene conexién al
servicio de energia eléctrica.
Acceso agua El agua con la que se preparan

los alimentos en el hogar urbano
se obtiene de pozo con bomba o
sin bomba, jagiiey, agua lluvia, rio,
quebrada, manantial, nacimiento,
pila publica o aguatero; en el hogar
rural se admite, para que no haya
déficit, pozo con bomba y aguatero.

Combustible para Si el combustible con que se

cocinar preparan los alimentos es carbén
mineral, lefia, madera, carbén de
lefia 0 material de desecho.

Educacién 1 El promedio Afios de escolari-
del nivel educa- dad promedio de
tivo del jefe del jefe y cényuge
hogar y el cén-
yuge no supera
los 5 afios de
escolaridad.

Dependencia 1 Por cada Tasa de dependen-

econémica ocupado hay cia econémica
cinco o mas
integrantes
del hogar no
laborando.
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Dimensién Namero de Privacion Variables Carencia/déficit si (dicotémicas)
variables dimensional
Salud 4 Si hay carencia Afiliacion El individuo no se encuentra afi-
en 2 o mis liado a alguna Entidad promotora
variables de salud EPS o Administradora de

Régimen Subsidiado ARS; no sabe
o no informa

Acceso Ante un inconveniente de salud
no se acude a una institucién
prestadora de servicios de salud,

a un médico general, especialista,
odontélogo, terapeuta o profesional
de la salud independiente.

Estado de salud La percepcién del individuo frente
a su condicién de salud en general,
es regular o mala.

Medio ambiente  El lugar en el que habita el indivi-
duo es perjudicado por presencia de
basura en las calles y/o contamina-
cién del aire.

Bienestar 7 Si hay carencia Pobreza El individuo se considera a si
subjetivo en 3 o mds mismo como pobre.
variables Suficiencia de Para el individuo el ingreso no
ingresos alcanza para cubrir los gastos
minimos del hogar.
Seguridad El individuo se siente inseguro en
el barrio, pueblo o vereda en donde
vive.

Hechos violentos Durante los tltimos doce meses,
el individuo ha sufrido de atracos,
robos, homicidios, asesinatos,
secuestros, lesiones personales, vio-
laciones, extorsiones y/o desalojos.

Condiciones de El individuo considera que sus

vida condiciones de vida actuales, en
general, son regulares o malas.

Bienestar pasado  La condicién econémica actual del
individuo es peor que la del hogar
de crianza

Bienestar reciente  El individuo considera que las
condiciones de vida ahora estin
peor que las de hace 5 afios.

Fuente: elaboracién propia.

Se consideran cinco dimensiones: vivienda, educacién, dependencia
econémica, salud y bienestar subjetivo; integradas por 21 variables.
Vivienda, salud y bienestar subjetivo se construyeron a partir de la
carencia o no de variables dicotémicas simples o compuestas, es decir,
en las opciones de respuesta multiple las variables se dicotomizaron
para identificar carencias en cada variable, y la privacién en cada di-
mensién corresponde a la sumatoria de los déficits y su comparacién
con el umbral dimensional. Las brechas dimensionales se calcularon
a partir de la diferencia entre el umbral establecido y el nimero de
variables en las que no habia carencia.

Educacién y dependencia econémica se construyeron con datos de
una sola variable que capta la vulnerabilidad de los hogares en materia
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de acceso a conocimientos, insercién laboral y carga econémica sobre
ciertos miembros del hogar. La brecha es directa y se calcula como la
diferencia relativa entre el nivel observado de la variable y el umbral.

Los umbrales se fijaron a partir de tabulados, estimaciones pre-
vias, la literatura, y las mediciones del Dane. Cabe insistir en que al
adoptar un criterio tan estricto como el de union para identificar a los
pobres, no se deben fijar umbrales muy altos, pues el umbral tiende
a ser mas flexible porque con este criterio de identificacién aumenta
la probabilidad de considerar pobres a quienes no lo son.

La dimensién de vivienda capta las condiciones del domicilio de
cada grupo de individuos; incluyen las variables tradicionales (acue-
ducto, alcantarillado, pisos, paredes y hacinamiento) y afiade tres mds,
acceso a agua, tipo de combustible utilizado para cocinar y electricidad
en la vivienda. Para esta dimension, se eligié un umbral de 5, es decir,
un hogar debe disponer de al menos 5 de los elementos mencionados
para no tener privacién en esta dimensién.

La dimensién de educacién, que capta el nivel educativo del hogar,
incluye las mismas variables de ByCh, como la escolaridad del jefe
del hogar y del cényuge, que también se considera en el enfoque de
NBI. Cabe destacar dos aspectos de esta dimensién. Primero, todos
los hogares tienen jefe, pero no todos los jefes tienen cényuge, en estos
casos solo se tomé el nivel de escolaridad del jefe. Segundo se fij6
un umbral de 5: ambos padres cursaron educacién bésica primaria, o
uno de ellos bachillerato, un nivel similar al de estudios como los de
Bourguignon y Chakravarty (2003) y Battiston et al. (2013).

La dimensién de dependencia econémica estd constituida por una
variable continua, que capta la vulnerabilidad econémica del ingreso
de los hogares, refleja su nivel de insercién laboral y es una forma
indirecta de captar su nivel de ingreso per cdpita. La variable utilizada
es el cociente entre el nimero de ocupados y el total de integrantes
del hogar. Su umbral es (*/5), es decir, si mis de cinco miembros de-
penden de uno solo el hogar es pobre multidimensionalmente; desde
esta perspectiva son pobres todos los hogares donde no hay ocupados.
Como ya se sefald, el umbral fue bajo, para establecer niveles razo-
nables de pobreza multidimensional.

Enla dimensién de salud, ademas de variables tradicionales como
la afiliacidn, se consideran otras, como la satisfaccién con el estado
de la salud y aspectos ambientales que influyen en ese estado que no
se suelen tener en cuenta. Para esta dimensién se construyeron cua-
tro 4 variables dicotémicas que indican si se logra o no un minimo
bienestar. Se eligié un umbral de 3, relativamente alto, porque si fuese
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mais bajo habria una alta probabilidad de considerar no pobre a quien
tiene altos riesgos de salud.

La dltima dimensién, Bienestar subjetivo, mide la percepcién de
los individuos acerca de su vida y su entorno. Una persona que sienta
que su calidad de vida empeora, que el lugar donde vive es inseguro
0 que sus ingresos son insuficientes para un consumo minimo, tiene
una privacién que, asi no sea objetiva, afecta su bienestar. Para esta
dimensién se consideraron 7 variables que se dicotomizaron segin
los criterios de carencia o déficit que presenta el cuadro 1. Su umbral
es 4, es decir, si hay déficit o carencia en tres o mads variables, el hogar
estd privado de bienestar subjetivo.

En suma, en este trabajo se estimaron indicadores unidimensio-
nales para cada dimensién, y dos combinaciones multidimensionales
de tres y cinco dimensiones. Para identificar y agregar la pobreza uni-
dimensional se estimaron los indicadores Foster, Greer y Thorbecke
de cada dimensién, como se hace en la medicién unidimensional de
la pobreza monetaria, estimando la incidencia, la brecha y la profun-
didad de la pobreza.

Ademds, se hicieron estimaciones de pobreza tridimensional y
pentadimensional con diferentes grados de sustitucién entre dimen-
siones constantes (6 = 1,2y 5) y variables dependiendo del nivel de
pobreza (0= a(p) = 1/10)' Las dimensiones de la pobreza tridimensional
fueron vivienda, educacién y dependencia econémica, que son las mas
continuas, menos subjetivas y mds frecuentes en la literatura. Las
dos restantes —salud y bienestar subjetivo— no provienen de criterios
objetivos, presentan mayor sensibilidad y fluctdan més. En salud,
que se pensaba incluir en la medicién tridimensional, se observaron
altas variaciones anuales que afectaban considerablemente el cém-
puto agregado de los indicadores, y fue sustituida por dependencia
econémica, un indicador mds objetivo de las condiciones de vida la
poblacién. En el resto del articulo se presentan los resultados de las
estimaciones de los indicadores de pobreza multidimensional con la
metodologia expuesta en esta seccién.

INDICADORES DE POBREZA UNIDIMENSIONAL

Como base del andlisis de las estimaciones multidimensionales, esta
seccién aborda la pobreza unidimensional, considerando las 5 di-
mensiones ya mencionadas. Este abordaje es similar al de la pobreza
monetaria, pues la incidencia es el porcentaje de individuos con pri-
vacion en cada dimensidn, la brecha es la distancia media al umbral
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respectivo, y la severidad un indice que hace énfasis en los mis pobres
en cada dimensién.

Grafica 1
Incidencia de la pobreza unidimensional en Colombia
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Fuente: elaboracién propia.

A nivel nacional, todas las dimensiones muestran una disminucién
en la tasa de recuento entre 2010 y 2016; pero con diferencias en los
niveles de carencia de cada una’. LLa dimensién con tasas de inciden-
cia mds bajas en todos los afios es la de vivienda (debido a los bajos
déficits en las variables de pisos, paredes y electricidad). Educacién
mantiene las tasas mads altas.

Como indica la grifica 1,las dimensiones con mayor reduccién son
vivienda y bienestar subjetivo (un 43%), en el primer caso debido al

> Para todos los indicadores que se presentan en las grificas y los cuadros
se estimaron intervalos de confianza del 95% y el 99%, segun los errores
estindar estimados por remuestro bootstrap.
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mejoramiento de las variables electricidad y combustible para cocinar,
y en el segundo de bienestar pasado y hechos violentos. La reduccién
en salud y educacién fue de menor magnitud (34% y 25%, respectiva-
mente). Dependencia econémica tiene un comportamiento diferente,
pues no muestra una variacion significativa en el periodo. Esto indica
que aunque en el pais hay un cambio en la estructura poblacional que
podria llevar a una mayor participacién laboral, existen problemas
como el desempleo juvenil y la falta de programas de empleo para la
poblacién con alta vulnerabilidad econémica. Estos problemas pueden
ser la causa de que el 13% de los colombianos formen parte de hogares
donde trabaja menos del 20% de sus miembros. El nivel de carencia
seria mads critico si los trabajadores no remunerados y quienes tienen
empleo informal se excluyen del conjunto de ocupados.

Grafica 2

Incidencia de la pobreza unidimensional por regién
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La grifica 2 muestra la incidencia de la pobreza unidimensional
por regiones entre 2010 y 2016. La regién Pacifica tiene las tasas de
incidencia mads altas en casi todas las dimensiones, y Bogotd las mas
bajas en la mayoria. No obstante, los niveles de privacién dimensio-
nal entre regiones son heterogéneos. Por ejemplo, aunque en Bogota
la incidencia de la pobreza multidimensional es la mds baja, no hay
privacion en vivienda y muy baja en educacioén, la salud presenta alta
afectacién por problemas ambientales como la contaminacién del
aire y las basuras cerca de las viviendas. Antioquia tiene los niveles
de pobreza mas bajos en salud y bienestar subjetivo, aunque persisten
los bajos niveles educativos de los adultos.

En la dimensién de vivienda, las costas Atldntica y Pacifica tie-
nen las situaciones mds criticas; en la primera debido a las grandes
carencias en alcantarillado y hacinamiento; y en la segunda debido
a las precarias condiciones para preparar los alimentos, es decir, por
privacién de acceso al agua y de combustible para cocinar.

A pesar de su reduccién, educacién sigue siendo la dimensién con
mayor nivel de privacién y mayores brechas con respecto al umbral.
La principal causa de vulnerabilidad econémica y social entre los
colombianos es el bajo nivel educativo. La educacién de los padres o
jefes de hogar es una de las grandes barreras para superar la pobreza,
aunque se haya fijado un umbral bajo (5 afos de escolaridad), como
sucede en otros paises latinoamericanos (Battiston et al., 2013).

La dimensién de dependencia econémica pasé de ser la segunda
de menor privacién en 2010 a ser la segunda de mayor déficit en
2016, lo que refleja los graves problemas de insercién laboral, alta
vulnerabilidad de hogares numerosos y desaprovechamiento del
“bono demografico”. La estructura ocupacional y el tipo de inser-
cién laboral impiden que el mercado de trabajo mejore los ingresos
y las condiciones de vida; la cuarta parte de los ocupados en el pais
tienen hogares con un ingreso inferior al umbral de pobreza (Sin-
chez, 2015).

Enla dimensién de la salud se presentan las mayores fluctuaciones
en los niveles de incidencia, y es la Ginica dimensién en la que el pro-
medio de Bogotd es superior al nacional, porque a pesar de las altas
cifras de afiliacién y de acceso a los servicios de salud, los habitantes
no se muestran satisfechos con las condiciones de salud ni con el
medio ambiente. Aunque es la mas volitil, salud es la dimensién con
menores diferencias entre regiones. Si bien en la mayoria no hay un
gran déficit en afiliacién y acceso, buena parte de la poblacién tiene
una percepcioén negativa sobre su estado de salud.
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Por ultimo, en bienestar subjetivo las regiones Pacifica y Atlanti-
ca tienen las mads altas tasas de incidencia. No solo porque un gran
numero de habitantes se siente pobre, sino porque considera que su
nivel de vida no es el deseado y que su ingreso es insuficiente para
garantizar sus gastos minimos; el 29,6% considera que las condiciones
de vida en su hogar son regulares o malas.

BRECHA Y SEVERIDAD UNIDIMENSIONAL

Los anexos 1 y 2 muestran la brecha y la severidad de la pobreza
unidimensional, en el pais y en cada regién. Estas pueden aumentar
aunque la incidencia disminuya, porque quienes dejan de tener pri-
vaciones tenian bajos niveles de déficit o porque empeora la privacién
de quienes siguen siendo pobres.

Asi sucede en vivienda, donde la incidencia baja continuamente,
pero la brecha y la profundidad no disminuyen en todos los afios. En
todas las regiones, la dimensién con menor nivel de pobreza es la de
vivienda, y la que menos contribuye a la pobreza multidimensional,
considerando todos los niveles de aversién a la pobreza. La de ma-
yor nivel de privacién es la de educacién, en el total nacional y en la
mayoria de las regiones.

A nivel nacional las personas pobres en dependencia econémica en
2016 estin mas lejos de dejar de estarlo en comparacién con 2010,y
la situacién de los hogares privados en esta dimensién es mas critica.
Igual sucede en las regiones Atlantica, Oriental, Central y Bogoti,
donde la brecha y la profundidad de la pobreza en esta dimensién son
mayores en 2016 que en 2010, y esa diferencia es estadisticamente
significativa.

La dimensién de salud, junto a la de vivienda, es la de menores
niveles de brecha y severidad dado su nivel de incidencia, pues gran
parte de los hogares con privacién en esta dimensién tienen déficits
en solo 2 o 3 de las 4 variables, lo que indica que no estin tan lejos
de superar el umbral de privacién. E1 88,6% de los hogares con pri-
vaciéon tienen carencias en dos variables, y solo un 0,6% déficits en
las 4 consideradas. Las variables estado de salud y medio ambiente
son las mds criticas; el 52,5% de la poblacién con privacién en esta
dimensién tiene carencias en ambas.

La dimensién de bienestar subjetivo muestra una tendencia similar
ala de salud en magnitud, pero muestra una mayor reduccién en todas
las regiones salvo en la Atlantica. En 2010, un 15,5% de los individuos
pertenecia a hogares con privacién en esta dimensién, y solo un 8,9%
en 2016. La brecha y la severidad en esta dimensién se redujeron en
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porcentajes similares. En esta dimensién, las variables de pobreza y
suficiencia de ingresos son las de mayor déficit, en contraste con las
de bienestar pasado y reciente, lo que sugiere trampas de pobreza:
aunque el bienestar de los pobres mejore, siguen sintiéndose pobres.

Los resultados que presentamos indican un alto grado de pola-
rizacién, dadas las diferencias regionales en las dimensiones usadas
para medir la pobreza multidimensional. L.os casos mas criticos son
los de las regiones Pacifica y Atldntica, que en la mayoria de dimen-
siones tienen niveles de incidencia, brechas y severidad de la pobreza
superiores al promedio nacional.

EL INDICADOR BYCH DE POBREZA MULTIDIMENSIONAL

Uno de los resultados es que la incidencia de la pobreza se redujo
entre 2010 y 2016, tanto en la estimacién de tres dimensiones como
en la de cinco.

Grifica 3
Incidencia de la pobreza tridimensional
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Grifica 4
Incidencia de la pobreza pentadimensional
Total nacional Antioquia R. Atlantica Bogota
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Fuente: elaboracién propia.

Las graficas 3 y 4 muestran que esa reduccién ocurrié en el total nacio-
nal y en todas las regiones, aunque los niveles de pobreza aumentaron
en algunos afios; y en los tltimos afios de analisis no se presentaron
cambios estadisticamente significativos para el total nacional y la
mayoria de regiones, e incluso en Bogotd aumenté.

Como se indicé antes, la incidencia de la pobreza multidimensional
es un indicador no muy preciso, pero tutil en un analisis preliminar
de su orden de magnitud. La estimacién pentadimensional arroja
tasas de incidencia mads altas que la tridimensional, a nivel nacional y
regional; un resultado que se esperaba porque los niveles de pobreza
aumentan cuando se consideran mis dimensiones, debido al criterio
de unién en su identificacién. La incidencia tridimensional se reduce
continuamente a nivel nacional, mientras que la pentadimensional
aumenta en forma moderada entre 2014 y 2015, debido a un incre-
mento de casi 3 puntos porcentuales en la dimensién de salud.

A nivel regional, la regién Pacifica muestra tasas de incidencia
tridimensional y pentadimensional mas altas que las demads regiones,
lo que coincide con la medicién tradicional de la pobreza multidimen-
sional y las cifras de incidencia unidimensional de la seccién anterior.
Las regiones Atldntica, Oriental, Central y Pacifica tienen niveles de
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pobreza superiores al promedio nacional en ambas estimaciones; en
cambio, Bogotd presenta cifras muy inferiores.

Entre las regiones donde hubo notables reducciones en las tasas
de recuento en la estimacién tridimensional y en la pentadimensio-
nal, Antioquia es donde mas se reduce la incidencia; en las regiones
Central y Oriental hay una leve reduccién. En las regiones Atldntica,
Central y Bogota, la estimacién pentadimensional arroja reducciones
mayores que la tridimensional.

Elindicador ByCh es relevante para analizar la pobreza con distin-
tos grados de aversién a la pobreza y de sustitucién entre dimensiones.
Estimamos este indice para las brecha y la severidad de la pobreza®
(a=1y a=2) y para tres niveles de sustitucién fijos y uno variable segiin
el grado de pobreza de cada hogar, en este tltimo caso para hogares
muy pobres con muy bajo grado de sustitucién entre dimensiones
(ver seccién 2 y ecuacion 5). En general, la pobreza multidimensional
se redujo entre 2010 y 2016, considerando tres y cinco dimensiones,
todo nivel de sustitucién y distintos parimetros de aversién a la po-
breza. No obstante, el orden de magnitud cambia en funcién de la
especificidad del indicador.

La estimacién multidimensional del indicador ByCh es una especie
de promedio de las mediciones unidimensionales, que depende de los
ponderadores (los cuales son irrelevantes en esta estimacién porque
son iguales para todas las dimensiones) y del grado de sustitucién.
Como se esperaba, el cuadro 2 muestra que la brecha y la severidad
de la pobreza se reducen a medida que aumenta el grado de susti-
tucién entre dimensiones, a causa de la reduccién de la valoracién
de las diferencias entre los niveles de déficit entre dimensiones, es
decir, bajos niveles de sustitucién dan mayor peso a los atributos con
mayor déficit.

Los indicadores no siempre cambian en la misma direccién cuando
se consideran tres o cinco dimensiones, ni cuando cambian los grados
de sustitucién. La brecha de la pobreza pentadimensional muestra una
reduccién continua a nivel nacional entre 2010 y 2016, y significativa
estadisticamente entre el afio final e inicial de anadlisis; en la brecha
tridimensional el cambio es menor y desde 2013 no se observé una
reduccién significativa, en parte por el aumento de la brecha de de-
pendencia econémica. La severidad de la pobreza multidimensional
no muestra reducciones significativas, lo que es mds evidente en el
caso tridimensional, que no cambié entre 2011 y 2016.
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Cuadro 2

Brecha y severidad de la pobreza multidimensional. Total nacional

Indicador Ao Pobreza tridimensional Pobreza pentadimensional
Nivel de sustitucién Nivel de sustitucién

6-1 0-2  6-5 06-(1/p) 6-1 0=2  06=5 0=(1/p)
Brecha 2010 9,7 14,9 20,0 160 82 148 22,3 17,4
(6=1)

2011 9,2 142 19,0 156 7,8 143 21,6 16,1
2012 8,8 13,7 184 152 7,6 13,8 20,9 16,0
2013 8,6 13,4 18,0 14,9 7.3 13,4 20,4 15,7
2014 8,2 12,9 173 142 6,4 12,1 18,5 14,2
2015 7,8 12,3 16,6 13,7 6,4 12,1 18,5 14,1
2016 7.9 12,5 16,8 138 6,2 11,8 18,0 138

Severidad 2010 3,2 7,0 12,3 9,8 1,8 53 11,8 9,6

(6=2)
2011 2,9 6,6 11,6 9,3 1,6 5,0 11,2 8,5
2012 2,8 6,4 11,3 9,2 1,6 4,9 10,9 8,8
2013 2,8 6,3 11,1 9,1 1,5 4,7 10,6 8,6
2014 2,6 6,0 10,7 8,7 1,3 43 9,9 7,9
2015 2,5 5,7 10,3 8,4 1,3 4,2 9,7 7.8
2016 2.6 6,0 10,7 8,5 1,3 4.2 9,8 7.8

Fuente: elaboracién propia.

Cabe sefialar que incluso los mismos indicadores no siempre cambian
en la misma direccién cuando cambia el grado de sustitucién entre
dimensiones, puede haber un aumento de la severidad de la pobreza
con un grado de sustitucién aunque se reduzca con otro grado de
sustitucién. Esto indica que la manera de especificar la relacién entre
dimensiones en la medicién de la pobreza es clave en las diferencias
regionales y en su andlisis dindmico. Esos cambios son mas notables
cuando se incluyen mds dimensiones y se consideran diferencias en
los déficits de un mayor nimero de variables.

Hay que destacar un resultado derivado de la manera de agregar
la pobreza mediante parametros: a diferencia de la incidencia multi-
dimensional, que crece con el nimero de dimensiones (porque se usa
el criterio de unién para identificar la pobreza), eso no sucede con los
indicadores de brecha e intensidad. Esto se debe explicar con algtin
detalle, porque es un aspecto relevante de nuestra propuesta. En la
incidencia solo interesa si se es pobre multidimensionalmente, no cuan
privado se estd en cada dimensién’. En cambio, cuando se consideran
la brecha y la profundidad el cdlculo es mds complejo e interesante,
incluir més dimensiones e identificar mas pobres puede reducir los
niveles de pobreza®: por un lado, al agregar dimensiones, los nuevos

7 Cuando se identifica como pobre a un individuo, suma 1 en el numera-
dor, no importa si estd cerca del umbral o no, y sin que importe el pard-
metro de sustitucién entre dimensiones.

8 Porque lo que se afiade puede ser menor que lo que se reduce por gra-
dos de privacién.
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pobres pueden afiadir muy poco al nivel de la brecha y severidad de la
pobreza’, porque pueden ser pobres en una sola dimensién o porque
en las que tienen déficit estin cerca del umbral de cada una'. Por
otro lado, incluir méds dimensiones reduce la importancia relativa de
cada una ellas (menor ponderacién), y si los antiguos pobres no tienen
privacion en las nuevas dimensiones o su privacién en ellas es menor
que en las previamente consideradas, su contribucién al indicador
agregado se reduce. Esos dos factores hacen que en el balance neto se
reduzca la contribucién previa de cada hogar a la pobreza tridimen-
sional versus su menor peso relativo en la pobreza pentadimensional, y
es posible que incluso cuando mds pobres se identifiquen disminuyan
la brecha y la severidad de la pobreza.

Los resultados de los indicadores de brecha y severidad tienden
a ser mayores en la estimacién tridimensional, debido a los factores
de compensacién antes mencionados. No obstante, hay diferencias
entre regiones; en Bogotd, debido a la alta brecha en salud, esta es
mayor en la estimacién pentadimensional. Asimismo, en la mayoria
de los casos la brecha y la severidad de la pobreza son mayores en la
estimacién con cinco dimensiones para bajos niveles de sustitucién,
debido a la mayor probabilidad de que haya alguna dimensién con
niveles de privacién muy bajos con respecto a las demais.

Entre el afio inicial y el afio final, los indicadores de brecha de la
pobreza tri y pentadimensional se reducen, para todos los grados de
sustitucién entre dimensiones y en todas las regiones. Sin embargo,
tal reduccién es menor que la de la incidencia, lo que indica niveles
de déficit problemaiticos entre quienes se mantuvieron como pobres
multidimensionales. Entre 2010 y 2013 se presenté una leve —pero
estadisticamente significativa— reduccién de la brecha y la severidad
de la pobreza multidimensional, mientras que en los afios posteriores
se mantuvieron en el mismo nivel. Ademads, como muestran la grifica
5 y el anexo 3,1a magnitud de la reduccién y la variabilidad cambian
segun el grado de sustitucién y difieren entre regiones.

Cuando se considera un nivel de sustitucién variable, como funcién
de la posicién dentro de los pobres, el indicador tiende a cambiar en
mayor magnitud que cuando se estima con un 6 constante para todos
los individuos. Como muestra el anexo 3, en las regiones Oriental
y Central y Bogota la severidad de la pobreza tridimensional tuvo

? Esto siempre es asi por el criterio de unién en la agregacién.
1 En los calculos del total nacional, las nuevas dimensiones que se in-
cluyen en el paso de tres a cinco dimensiones arrojan brechas y severidades

mucho mis bajas que las dos que se incluyen en ambas estimaciones: edu-
cacién y dependencia econémica.
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cambios muy pequefios, aunque la incidencia se redujo casi un 10%.
La reduccién de la profundidad de la pobreza depende cercanamente
de la incidencia —y asi se observa en la mayoria de regiones— pero no
es suficiente, pues hay hogares que mantienen niveles de privacién
en alguna variable y estdn lejos de alcanzar el umbral, de modo que
« » . .
no pueden superar la “trampa de la pobreza”. Es ilustrativo el caso
del Valle del Cauca, donde la incidencia tridimensional se redujo un

30% entre 2010 y 2016, y la severidad solo un 18%.

Griéfica 5
Brechas del indicador ByCh
Total nacional Antioquia R. Atlintica Bogotd
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Fuente: elaboracién propia.

Las regiones con mayores niveles de pobreza multidimensional son
la Pacifica y la Atldntica, para todos los grados de sustitucién del
indicador ByCh; y sus altos niveles de incidencia hacen que este sea
el problema mds inmediato. Bogoti tiene los menores indices de
cronicidad de la pobreza; incluso en la dimensién de la salud, donde
hay alta incidencia, gran parte de los hogares con privacién tienen
déficit en 2 de las 4 variables consideradas, y por ello la brecha y la
severidad son muy bajas. Las regiones Oriental y Central tienen altos
niveles de severidad y de brechas, dados sus niveles de incidencia.
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Es interesante que los patrones regionales no siempre coincidan
con los cambios multidimensionales en el total nacional. Bogotd no
solo se destaca por los menores niveles de pobreza sino porque es la
unica regién donde la severidad no es menor en la pobreza pentadi-
mensional que en la tridimensional, aunque cambia segin el afio y el
nivel de sustitucién (ver anexo 3). Se pueden destacar otros resultados:
en algunos afios, los cambios de la incidencia en Antioquia siguen
una direccién diferente a los de la brecha y la severidad; en Valle del
Cauca hay un aumento sistemdtico de la pobreza entre 2011 y 2012;
en la regién Oriental y en Bogotd aumenté la pobreza pentadimen-
sional entre 2014 y 2016; y la Pacifica mantiene los niveles mis altos
de pobreza, pese a un descenso considerable.

Un aspecto relevante de este trabajo es la estimacién del indicador
ByCh con un parametro de sustitucién variable en funcién del nivel de
pobreza. Como ya se indicé, con un pardmetro constante, el aumento
del grado de sustitucién (6 menor) reduce el nivel de pobreza. En la
estimacién con 6 variable (6 = 1/p), los niveles de sustitucién cambian
a medida que cambia el nimero de pobres. Esto explica en parte los
cambios en los niveles de brecha y profundidad cuando cambia ¢.Tal
como se construyé la funcién del parametro de sustitucién, este cam-
bia segtn sea el agregado de referencia; asi, el rango del parametro es
distinto cuando se toman el total nacional y cada region, esto indica
que puede haber un cambio en la posicién de los pobres que modifica
la aversién a la pobreza cuando cambia el nivel de sustitucién de los
pobres; un pobre puede seguir siendo pobre con un grado de priva-
cién idéntico, pero su nivel de sustitucién aumenta si la incidencia
se reduce, lo que cobra sentido cuando se consideran valoraciones
distintas segin la extensién de la pobreza, cuanto mas generalizada
menor la posibilidad de sustituir dimensiones con mayor privacién.

En otras palabras, la variacién del grado de sustitucién cambia de
manera diferente segtn el grupo de referencia. Es diferente ser pobre
con respecto a los demds colombianos que con respecto a hogares de
la misma regién. Pese a esos cambios, el efecto en el margen sobre el
indicador es pequefio y la tendencia que se muestra en la grafica 5 y
en el anexo 3,—una moderada reduccién de la brecha y la severidad de
la pobreza multidimensional— se observa a nivel nacional y regional,
considerando un nivel de sustitucién variable entre dimensiones.

Otro resultado que se debe mencionar es que el nivel de pobreza es
diferente cuando solo se considera la incidencia y cuando se afiaden
la brecha y la severidad de la pobreza multidimensional, mediante
variables continuas o pseudo continuas. Esta tltima manera implica
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concebir la pobreza no solo como una situacién de privacién absolu-
ta, sino también como un fenémeno de cronicidad y altas distancias
respecto a los estiandares de vida minimos de referencia. Esta con-
cepcién ayudaria a combatir la pobreza multidimensional de manera
mis efectiva.

CONCLUSIONES

La mejora integral de las condiciones de vida debe ser una prioridad
en las estrategias de desarrollo del pais. Una mejor comprensién de
los déficits de bienestar de los hogares es un punto de partida para
disefiar politicas mejor orientadas y de mayor impacto. Este articulo
busca contribuir a la discusién sobre la identificacién y la medicién
de la pobreza desde una perspectiva multidimensional. Para entender
mejor este problema, se propone una forma alternativa para iden-
tificarla y agregarla que incluye 5 dimensiones y 21 variables, y un
método de agregacién con distintos grados de aversién a la pobreza
y de sustitucién entre dimensiones.

Aplicando dicha propuesta en Colombia se encuentra que la
pobreza multidimensional tiende a disminuir entre 2010 y 2016 en
el total nacional y en las regiones consideradas; no obstante, se ob-
servan menores reducciones en la brecha y la severidad del déficit, y
cambios que en los dltimos afios de andlisis no son estadisticamente
significativos. Hay dimensiones bastante criticas (elevados niveles de
déficit), grandes diferencias regionales, una preocupante ralentizacién
de esa tendencia e incluso un aumento en el periodo reciente en el
total nacional y en algunas de las regiones. Se debe destacar que en
la mayoria de dimensiones, la regién Pacifica presenta los indicadores
de pobreza mads altos, seguida de la costa Atldntica. Si bien Bogota
tiene menores niveles de pobreza multidimensional, es necesario re-
saltar que su poblacién es afectada marcadamente por problemas que
deterioran el entorno urbano como las basuras y la calidad del aire.

La escasa reduccién de la brecha y de la severidad de la pobreza
multidimensional implica mayores esfuerzos para mejorar el nivel
de vida de los hogares mas vulnerables, con politicas focalizadas y
esfuerzos institucionales que ayuden a superar los umbrales minimos
de privacién en todas las dimensiones bdsicas. En particular, la co-
bertura y la calidad de la educacién en todos los niveles debe ser una
prioridad, pues es la dimensién que limitado la movilidad social de
las generaciones anteriores, y en el periodo considerado se observan
bajos niveles de escolaridad de los responsables de los hogares (jefe y
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cényuge). Asimismo, los agudos niveles de dependencia econémica
son el resultado de una desatencién a la transversalidad de politicas
laborales activas que mejoren las posibilidades de empleo de los ho-
gares vulnerables y asi obtengan flujos estables de ingreso, las cuales
se deben articular a otros programas, entre ellos: educacién sexual y
reproductiva, capacitacién para el trabajo a jévenes y adolescentes y
acceso a mecanismos de busqueda y consecucién de empleo.

Este trabajo busca llamar la atencién sobre la importancia de
nuevos estudios de la pobreza multidimensional, mis alla del limi-
tado enfoque empirico oficial. Para ello, todos los insumos de esta
investigacién ademads de este articulo, estin disponibles para consulta
de investigadores que quieran replicar el ejercicio estadistico aqui
presentado. En esa perspectiva, varias investigaciones se pueden
aplicar y ampliar a partir de esta contribucién, entre ellas: estudios
que consideren un conjunto diverso y amplio de variables y dimen-
siones mads alld de las incluidas en esta investigacién y las utilizadas
tradicionalmente; andlisis a través de imputacién de datos en ciertas
variables que no estin disponibles o cuya metodologia de captura
cambia; estimaciones de otros indicadores multidimensionales que
amplien las perspectivas dicotémicas e incluyan anilisis difuso; ana-
lisis de vinculos con temas laborales y sociales, y efectos de politica a
través de diversas metodologias (por ejemplo, simulaciones). De este
modo, hay un amplio espectro de potenciales investigaciones que
contribuirian a una mejor comprensién de un problema esencial del
desarrollo como la pobreza, y que serian un insumo para formular
politicas mds efectivas para su disminucién.

ANEXOS

Anexo 1

Brecha de la pobreza unidimensional

Referencia Dimensién Afio

geogrifica 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016

Total Vivienda 2,7 2,8 2,5 2,3 2,0 1,7 1,5

Nacional Educacién 17,5 16,4 154 149 14,0 13,5 13,2
Dependencia econémica 8,9 8,2 8,5 8,7 8,6 8,3 9,2
Salud 57 60 59 59 38 48 3,7
Bienestar subjetivo 6,2 5,5 5,5 4,9 3,8 3,7 3,4

Antioquia Vivienda 1,7 2,2 2,1 1,9 1,7 1,3 1,1
Educacién 17,6 18,5 14,4 15,4 15,1 13,9 12,5
Dependencia econémica 12,2 10,1 10,2 9,3 11,2 9,8 10,0
Salud 4.2 2,4 2,9 3,4 1,8 3,5 2,0
Bienestar subjetivo 5,5 3,9 3,6 3,4 3,5 2,7 2,2
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Referencia Dimensién Afio
geografica 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Bogota Vivienda 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,1 0,0
Educacién 7,6 6,4 6,1 5,2 4.4 4,9 4,9
Dependencia econémica 6,5 5,9 6,5 6,4 6,4 6,0 6,9
Salud 6,6 7,4 6,3 5,8 3,0 4,7 4,2
Bienestar subjetivo 6,2 6,3 4,1 3,2 2,5 2,2 3,0
Region Vivienda 6,2 6,2 5,4 4,5 4,0 3,1 3,0
Atlantica Educaciéon 221 199 196 189 17,6 17,1 16,2
Dependencia econémica 8,8 8,2 8,6 8,3 7,8 7,0 10,0
Salud 7,0 6,6 7,3 6,3 3,5 5,9 3,3
Bienestar subjetivo 7,3 52 6,7 6,1 4,2 6,5 4,1
Region Vivienda 2,7 2,0 2,3 2,1 2,7 2,0 1,8
Central  Educacién 18,7 18,5 174 16,7 17,4 152 156
Dependencia econémica 9,3 9,7 8,9 8,9 9,1 8,8 10,3
Salud 5,8 6,2 5,3 6,1 5,3 4.8 3,6
Bienestar subjetivo 6,7 5,4 5,2 5,0 4.4 3,9 3,4
Region Vivienda 2,5 2,0 2,1 2,1 1,8 1,5 1,2
Oriental Educacién 18,1 16,2 16,3 154 13,9 13,9 142
Dependencia econémica 7, 8,1 7,9 9,0 8,5 9,3 9,0
Salud 3,9 6,5 6,5 6,0 3,2 3,2 3,7
Bienestar subjetivo 3,9 4,3 4,2 3,8 2,4 2,2 3,2
Regién Vivienda 4,2 5,9 4,9 43 3,3 3,2 2,6
Pacifica  Educacién 283 27,7 254 245 232 223 232
Dependencia econémica 8,8 7,8 8,1 8,4 7,5 7,9 7,7
Salud 7,5 7,7 7,1 8,9 7,7 8,8 7,1
Bienestar subjetivo 8,9 10,5 10,4 8,5 7,5 5,4 52
Valle del  Vivienda 0,8 0,6 0,3 0,6 0,3 0,5 0,3
Cauca Educacién 12,8 12,1 12,4 11,0 10,4 10,0 8,9
Dependencia econémica 10,1 8,0 10,2 11,2 10,2 10,6 9,5
Salud 5,3 4,7 5,4 5,5 4,1 4,2 3,4
Bienestar subjetivo 6,4 52 6,2 6,4 4,8 3,1 2,8
Fuente: elaboracién propia
Anexo 2
Severidad de la pobreza unidimensional
Referencia  Dimensién Afo
geografica 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Total nacio- Vivienda 1,2 1,3 1,1 1,0 0,8 0,7 0,6
nal Educacién 12,0 11,1 10,5 10,1 9,5 9,1 9,0
Dependencia econémica 7,8 7,2 7,6 7,7 7,7 7,5 8,4
Salud 2,4 2,6 2,5 2,5 1,5 2,0 1,5
Bienestar subjetivo 3,2 2,7 2,6 2,3 1,8 1,8 1,6
Antioquia  Vivienda 0,7 1,0 0,8 0,7 0,7 0,5 0,4
Educacién 12,0 12,0 9,5 10,1 10,3 8,8 8,3
Dependencia econémica 10,8 9,1 9,1 82 10,5 9,1 9,5
Salud 1,8 0,9 1,3 1,4 0,7 1,3 0,7
Bienestar subjetivo 2,8 1,9 1,6 1,3 1,7 1,2 0,9
Bogota Vivienda 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,1 0,0
Educacién 4,7 3,9 3,9 3,0 2,8 3,2 3,3
Dependencia econémica 5,9 5,8 6,2 6,0 5,9 5,8 6,5
Salud 2,7 3,2 2,5 2,4 1,2 1,8 1,7
Bienestar subjetivo 3,4 3,2 2,0 1,5 1,2 1,1 1,5
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Referencia  Dimensién Afio
geografica 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Region Vivienda 2,9 3,2 2,6 2,2 1,8 1,4 1,4
Atlantica Educacién 16,4 15,0 143 14,4 13,2 12,7 12,4
Dependencia econémica 7,0 6,4 7,1 7,0 6,4 5,8 8,4
Salud 3,1 3,1 3,3 2,9 1,4 2,5 1,4
Bienestar subjetivo 3,4 2,3 3,0 2,9 2,0 3,3 2,0
Region Vivienda 1,2 0,8 0,9 0,8 1,1 0,8 0,6
Central Educacién 12,4 12,2 11,4 10,7 11,5 9,8 10,0
Dependencia econémica 8,2 8,9 8,2 8,0 8,1 8,1 9,4
Salud 2,6 2,7 2,3 2,6 2,2 2,0 1,5
Bienestar subjetivo 3,5 2,5 2,6 2.3 2,0 1,9 1,6
Region Vivienda 1,8 0,9 0,8 0,9 0,7 0,6 0,4
Oriental Educacién 11,7 10,3 10,7 10,0 8,8 9,0 9,2
Dependencia econémica 6,9 7,4 7,3 8,2 7,8 8,4 8,2
Salud 1,5 2,8 2,8 2,6 1,2 1,2 1,5
Bienestar subjetivo 1,8 2,1 1,8 1,7 1,1 0,9 1,5
Region Vivienda 1,6 2,4 2,2 1,7 1,2 1,4 0,9
Pacifica Educacién 19,8 18,6 17,0 16,2 154 14,5 15,6
Dependencia econémica 7,5 6,5 6,9 7,4 6,5 6,9 6,7
Salud 3,2 3,3 3,1 4,0 3,4 4,0 3,3
Bienestar subjetivo 4,4 5,6 5,5 3,9 3,9 2.4 2.4
Valle del Vivienda 0,2 0,2 0,8 0,2 0,1 0,2 0,1
Cauca Educacién 8,3 7,5 8,2 7,1 6,4 6,5 5,7
Dependencia econémica 9,3 7,4 9,2 10,2 9,7 9,8 9,0
Salud 2,3 1,8 2,1 2,2 1,5 1,6 1,2
Bienestar subjetivo 3,7 2,4 3,1 3,0 2,5 1,5 1,4

Fuente: elaboracién propia.

Anexo 3
Severidad de la pobreza multidimensional en Colombia por regién
Referencia  Ano Pobreza tridimensional Pobreza pentadimensional
geogrifica Nivel de sustitucién Nivel de sustituciéon
0=1  6-2  6-5 06-(1/p) 6-1  6-2  6=5 6-(1/p)
Antioquia 2010 3,5 7,8 13,8 10,9 1,8 5,6 12,7 9,5
2011 3,2 7,4 13,1 10,5 1,5 5,0 11,4 9,7
2012 2.9 65 11,4 89 1,4 44 102 7.6
2013 2,8 6,3 11,3 8,8 1,3 4.3 10,0 7,8
2014 3,2 7,2 12,6 9,7 1,4 4,8 11,1 8,9
2015 2.7 61 109 82 13 42 9,7 71
2016 2,7 6,1 10,7 8,2 1,2 4,0 9,3 7,2
Region 2010 4,4 8,7 14,9 12,4 2,4 6,5 14,1 11,8
Atlantica 2011 4,0 8,2 14,0 11,7 2,1 6,0 13,2 10,4
2012 3.8 80 140 11,3 2.1 61 134 108
2013 3,6 7,8 13,8 11,2 2,0 5,9 13,0 10,6
2014 3,2 7,1 12,5 10,4 1,6 5,0 11,3 9,3
2015 2.9 66 11,8 95 1.7 51 11,6 93
2016 3,3 4 13,0 10,4 1,6 5,1 11,8 9,7
Bogota 2010 1,4 3,6 6,5 51 1,1 3,4 7,5 6,2
2011 1.2 3.2 6.0 4.6 1,0 3.2 7.6 6.0
2012 1,3 3.4 6,2 4.8 0,9 2.9 6.8 5.8
2013 1,2 3,0 5,6 4.3 0,8 2,6 6,1 51
2014 1,1 2,9 5,4 42 0,6 2,2 5,4 4,2
2015 1.2 3.0 5.6 42 0.7 2.4 57 4.6
2016 1,3 3,3 6,0 4,5 0,7 2,6 6,2 5,0
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Referencia  Afo Pobreza tridimensional Pobreza pentadimensional
geografica Nivel de sustitucién Nivel de sustitucion
6=1 0=2 =5 6=(1/p) 6=1 6=2 0=5 0=(1/p)
Regién 2010 3,2 7,2 12,9 10,3 1,9 5,6 12,3 9,7
Central 2011 3,2 7,3 13,0 11,1 1,8 5,4 12,2 10,2
2012 3,0 6,8 12,1 10,0 1,6 51 11,5 9,0
2013 2,9 6,5 11,5 9,3 1,6 4,9 10,9 8,5
2014 3,0 6,9 12,3 9,9 1,6 5,0 11,4 9,1
2015 2,7 6,2 11,2 9,0 1,4 4,5 10,5 8,3
2016 3,0 6,7 11,8 9,4 1,5 4,6 10,6 8,2
Regién 2010 2,9 6,5 11,5 9,6 1,5 4,6 10,4 8,4
Oriental 2011 2,7 6,2 11,0 8,6 1,5 4,7 10,7 7,8
2012 2,8 6,3 11,1 8,9 1,6 4,7 10,5 8,4
2013 2,8 6,4 11,4 8,9 1,5 4,7 10,7 8,2
2014 2,5 5,8 10,3 8,0 1,2 3,9 9,1 6,7
2015 2,6 6,0 10,6 8,3 1,2 4,0 9,3 7,1
2016 2,6 5,9 10,6 8,2 1,2 4,1 9,7 7,2
Regién 2010 4,3 9,6 17,1 15,0 2,7 7,3 15,9 14,0
Pacifica 2011 4,3 9,2 16,0 13,4 2,7 7,3 15,6 12,7
2012 4,0 8,7 15,2 12,9 2,6 6,9 14,9 12,8
2013 3,8 8,4 14,8 12,5 2,5 6,6 14,3 12,1
2014 3,4 7,7 13,8 11,5 2,1 6,1 13,4 11,2
2015 3,2 7,6 13,7 11,6 1,9 5,8 13,1 11,4
2016 3,3 7.8 14,0 11,6 1,9 5,8 13,1 11,0
Valle del 2010 2,5 5,9 10,7 8,6 1,6 4,8 10,8 8,7
Cauca 2011 2,0 5,0 9,2 7,3 1,2 3,9 8,9 6,8
2012 2,4 5,8 10,6 8,4 1,4 4,5 10,4 8,1
2013 2,4 5,8 10,6 8,1 1,4 4,5 10,5 7,6
2014 2,2 5,4 9,8 7,4 1,2 4,1 9,5 6,5
2015 2,2 5,5 10,0 7,5 1,2 3,9 9,3 7,2
2016 2,0 4,9 9,0 6,7 1,0 3,5 8,2 6,2
Fuente: elaboracién propia.
Tndicador  Ano Pobreza tridimensional Pobreza pentadimensional
Nivel de sustitucién Nivel de sustitucién
-1 0-2 0-5 0-(1/p) -1 0-2 6-5 0-(1/p)
Brecha 2010 9,7 149 20,0 16,7 8,2 1438 223 17,6
6-1) (94-10,1)  (145-154) (195-204) (160-17,3) (8,0-85)  (144-153) (21,4-232) (17,2-18,1)
2011 92 142 19,0 15,5 7.8 143 216 16,7
(87-96)  (138-146) (184-196) (147-164) (75-81)  (13,6-149) (21,0-22,2) (159-17,5)
2012 88 13,7 184 15,2 7.6 13,8 20,9 16,4
(84-92)  (133-142) (17,6-192) (144-160) (73-78)  (13,6-141) (20,3-21,6) (159-16,9)
2013 8,6 13,4 18,0 14,9 73 13,4 20,4 16,0
(83-89)  (129-140) (174-186) (144-155 (70-7,6)  (13,1-13,8) (19,5-21,2) (153-16,7)
2014 8,2 12,9 17,3 14,2 6,4 12,1 18,5 143
(7,9-85  (121-13,6) (167-179) (135-149) (62-66)  (11,8-125) (17,5-19,6) (141-14,6)
2015 7,8 123 16,6 13,7 6,4 12,1 18,5 143
(75-81) (11,7-129) (162-171) (13,1-143) (61-67)  (1,7-124) (17,7-19,3) (13,6-15,0)
2016 7,9 12,5 16,8 13,8 6,2 11,8 18,0 14,0
(7,6-83)  (11,9-13,0) (160-17,5 (133-144) (60-63)  (11,4-12,1) (17,3-188) (13,7-14,3)
Severidad 2010 3,2 7.0 123 10,2 18 53 11,8 9,7
©-2) (1-33)  (67-73)  (11,6-129) (98-10,6) (1,7-20)  (50-56)  (111-124) (9,2-10,1)
2011 2,9 6,6 11,6 9,3 16 50 11,2 8,8
27-31)  (62-69)  (11,0-121) (89-97)  (15-17)  (47-52)  (10,7-11,7) (8,4-93)
2012 2,8 6,4 1,3 9,2 16 49 10,9 8,9
26-30) (62-65  (10,6-120) (88-96  (1,5-1,7)  (47-50)  (10,5-11,3) (8,6-9,2)
2013 2,8 63 11,1 9,1 15 47 10,6 8,7
@7-28  (61-64)  (104-118) (87-94)  (L4-16  (45-50)  (102-1L1) (82-9,1)
2014 2,6 6,0 10,7 8,7 13 43 9,9 7,8
@5-27) (58-63)  (10,1-114) (81-93)  (12-14)  (41-45  (9,4-104)  (7,5-8,0)
2015 2,5 5,7 103 8,5 13 42 9,7 7,7
23-26) (56-59)  (98-108) (81-89)  (12-14)  (41-43)  (92-102) (7,2-83)
2016 2,6 6,0 10,7 8,5 13 42 9,8 7,8

(é,S -2,8) (;,7 - 6,3) (10,3 -11,1) (é,O -9,0) 1,2-1,4) (:t,l - 4,4) (9,4 -10,2) (7,6 - 8,1)
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