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Evaluacion tedrica de estrategias optimas y
sub-optimas de terapia antirretroviral para
el control de la infeccion por viH

Theoretical evaluation of optimal and suboptimal antiretroviral therapy
strategies for HIV infection

Herndn D. Toro-Zapata, Carlos A. Trujillo-Salazar y Dennis A. Prieto-Medellin

Recibido 4 febrero 2016 / Enviado para modificacion 12 febrero 2017 / Aceptado 22 junio 2017

RESUMEN

Se modela matematicamente la interaccion del VIH con la respuesta inmune. Inicial-
mente se construye un modelo de manera detallada, que consiste en un sistema de
ecuaciones diferenciales que incluye células del sistema inmune (células presentado-
ras de antigenos, células T infectadas en estado de latencia, células T infectadas acti-
vadas, células T en reposo, células T colaboradoras, células de respuesta citotoxica
inactivas y células de respuesta citotoxica activas) y particulas virales. A continuacion
se dan condiciones de estabilidad a partir del numero basico de reproduccion y se
hacen simulaciones numéricas que permiten concluir cuales son los parametros mas
influyentes si se desea reducir la infeccion. A partir del modelo inicial, se formula un
Problema de Control con el objetivo de determinar el tipo de intervencién mas apro-
piado que asegure niveles altos de células T activas y de respuesta inmune. Se eva-
ltan entonces cinco estrategias de control diferentes basadas en antirretrovirales y se
concluye que una estrategia de control constante, obtenida como el valor promedio del
control éptimo, brinda resultados satisfactorios.

Palabras Clave: Modelos matematicos; VIH; control de costos; sistema inmunoldgico;
antivirales; terapia combinada (fuente: DeCS, BIREME).

ABSTRACT

HIV interaction with the immune response is modeled mathematically. Initially, a detai-
led model is proposed that consists of a system of differential equations including
immune cells (antigen presenting cells, T latent infected cells, T actively infected cells,
resting T cells, helper T cells, inactive cytotoxic cells and active cytotoxic cells) and
viral particles. Then, stability conditions are given from the basic reproduction number
and numerical simulations are performed. From this it is possible to conclude what are
the most influential parameters to reduce infection. From the initial model, a control
problem is formulated in order to determine the most appropriate type of intervention
to ensure high levels of activated T cells and immune response. Five different control
strategies based on antiretroviral are evaluated to conclude that a strategy of constant
control, obtained as the average value of optimal control, provides satisfactory results.

Key Words: Mathematical models; HIV; cost control; immune system; antiviral agents;
combined modality therapy (source: MeSH, NLM).

a infeccién por el Virus de Inmunodeficiencia Humana (vIH) y el Sindrome de
Inmunodeficiencia Adquirida (sIDA) son un problema de salud a escala mun-
dial, con impactos a todo nivel. Las principales vias de transmisién son el conta-
gio por relaciones sexuales con una persona infectada, por transfusién de sangre con-
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taminada, por compartir objetos corto-punzantes o de la
madre al feto. El virus logra desgastar el sistema inmune
hasta que produce una deficiencia que incrementa el ries-
go de sufrir infecciones oportunistas. Una vez la persona
es diagnosticada como portadora del viH, deberd iniciar
tratamiento antirretroviral (TAR), que generalmente con-
siste en una politerapia constituida por tres o mds anti-
rretrovirales, los cuales acttian inhibiendo la replicacién
del virus, bloqueando las enzimas del viH o creando
nuevas barreras para la enfermedad (1). Precisamente,
con respecto a la terapia antirretroviral, el reporte global
de oNuUsIDA indica que para el afio 2013, 12,9 millones
(equivalente al 37%) de todas las personas que vivian con
el VIH tenian acceso a dicha terapia. Ademas, un 38% de
los adultos que vivieron con el VIH recibieron la terapia
que necesitaban, mientras que tan solo un 24% de los
nifos que vivieron con el vVIH accedieron a la misma (2).

Una vez el VIH ingresa en el cuerpo es fagocitado por
las células dendriticas y los macréfagos, también conoci-
dos como células presentadoras de antigenos. Ellas pro-
cesan el virus y lo presentan en su superficie para que sea
reconocido por las células T, las cuales se activan y pasan
a ser células T colaboradoras, cuyo rol es decidir el tipo
de respuesta inmune que debe ser desplegada: respuesta
inmune humoral o respuesta inmune celular. Simultdnea-
mente, las mismas células T son infectadas por el virus e
inician su proceso de replicacién; en particular, cuando
una célula T colaboradora es infectada por el virus, ésta
pierde la capacidad de desplegar la respuesta inmune ade-
cuada para enfrentar la infeccién (3,4).

La relacién entre el virus, las células T colaboradoras
y la respuesta inmune, es determinante en la evolucién
futura de la infeccién, debido a que si la concentracién de
células T colaboradoras es baja, la respuesta inmune no
sera desplegada efectivamente y el cuerpo no contara con
las herramientas necesarias para controlar la infeccion.
La terapia con antirretrovirales es una estrategia reactiva
frente a la enfermedad, que aunque busca mejorar la ca-
lidad de vida de los pacientes portadores del VIH, no se
ocupa de evitar que la enfermedad prospere en la pobla-
cién. En efecto, la rdpida expansién del acceso a terapia
ha ayudado a reducir el nimero de muertes relacionadas
con el SIDA pero también contribuye al aumento en la
prevalencia del viH. Dadas las condiciones actuales de la
enfermedad a escala global, es necesario realizar estudios
tedricos que brinden fundamento cientifico a la toma de
decisiones en cuanto al terapia de la infeccién por viH y
del sIDA con antirretrovirales (5).

En este trabajo se estudian teéricamente estrategias
optimas y sub-Optimas de terapia antirretroviral en la
infeccién por viH. Inicialmente se presenta un modelo

matematico para describir la interaccién entre el VIH y el
sistema inmune y luego se utiliza la teorfa de control 6p-
timo, para determinar una funcién éptima de control de
la infeccién mediante antirretrovirales y a partir de ella se
definen estrategias alternativas de terapia (sub-6ptimas),
que en un contexto clinico serfan mas aplicables.

Formulacién del modelo basico

Uno de los sistemas mds simples que pueden encontrarse
en la literatura para describir la etapa inicial de la infec-
cién por VIH es:

P=s-pPV-mP
[1] T'=pPV-6T
V=n6T"-cV

Donde la variable V=V(t) denota la concentracién
promedio de particulas virales en un tiempo ¢, la subpo-
blacién de células que recoge las clases de células pre-
sentadoras de antigenos se denota con la variable pro-
medio P=P(t) y las células T infectadas y activadas por
el virus para iniciar la replicacién viral, se denotan con la
variable promedio T'=T"(t) las cuales producen grandes
cantidades de particulas virales (4). La interpretacién
de los parametros involucrados puede encontrarse en la
Tabla 1. Este modelo tiene en cuenta que las células pre-
sentadoras de antigenos buscan, engullen y analizan el
antigeno para luego presentarlo a los linfocitos T circun-
dantes en un proceso denominado sinapsis inmunitaria
o simplemente presentacién de antigenos (3,4). Tam-
bién se asume que las células T infectadas estdn activa-
das y que inmediatamente se infectan, dando inicio a la
replicacion viral; los supuestos que recoge el modelo 1
se pueden estudiar con detalle en (6,7).

El modelo 1 corresponde a la estructura mas simple
y mas popular de la dindmica de infeccién y ha sido es-
tudiado por diferentes autores (8-13); sin embargo, solo
considera la intervencién de las células presentadoras de
antigenos y la parte de ellas que resulta productivamente
infectada por el virus. Asuma que la poblacién de célu-
las T estd dividida en dos categorias que corresponden
a células T en reposo, que atin no han sido activadas in-
munoldgicamente frente a ningin antigeno en particular,
denotada por la variable promedio T"=T"(¢), y a las células
T que ya han sido activadas y se denominan usualmente
células T colaboradoras, que se denotan aqui con la va-
riable promedio T"=T"(¢). La importancia de considerar
estas dos subpoblaciones, es que el VIH se detecta infec-
tando células en reposo, pero sélo en un 1% de ellos se
replica activamente; lo que indica que el 99% se alberga
en el genoma proviral de manera latente (4,12,14).

118



TORO — EVALUACION TEORICA DE ESTRATEGIAS DE TERAPIA ANTIRRETROVIRAL

Tabla 1. Definicion de parametros y valores usados en simulaciones. El rango de variacion del parametro corresponde a +100% del
valor. La ultima columna muestra el maximo porcentaje de variacion de R, obtenido con cada parametro variado sobre el rango dado

Simbolo Descripcion Valor Rango %R,
s Fuente constante de células presentadoras de antigenos 1 mmsd”’ [0,2] 2.9
0 Fuente constante de células T CD4 en reposo 10 mm? d-! [0,20] 91
A Fuente constante de células citotéxicas 5 mm?3d’ [0,10] 7.7x10"
m Tasa de muerte de células presentadoras de antigenos 1x102 d* [0,2.0x102] 12.7
u Tasa de muerte de células T CD4 no infectadas 5x10% d! [0,1.0x102] 2707
n Numero de virus producidos por células infectadas 1000 [0,2 000] 92
§ Tasa de muerte de células T CD4 no infectadas 2.6x10" d [0,5.2x10"] -
c Tasa de eliminacion del virus 2.4 4" [0,4.8] 4101
a Tasa de activacion de las células citotoxicas 5x10% mm? d-! [0,1.0x102] 63
6 Tasa de activacion de las células infectadas latentes 3%x104 mm? d- [0,6.0x104] 4
E :;%l;e;?llcl)lgad de infeccién de células presentadoras de 1x10° mm?3 d- [0,2.0x10% ] 3
B Probabilidad de infeccién de células T CD4 en reposo 2.5%x10° mm?3d~ [0,5.0%10%] 4
Y Probabilidad de infeccién de células T CD4 colaboradoras 3x10* mm?d~’ [0,6.0%10-°] 87
] Tasa de activacion de las células citotoxicas 5x102 mm? d-! [0,1.0x102] -----
€ Tasa de muerte de las células citotdxicas 0.1 mm? d- [0,0.2] 1.5x102
¢ Tasa de muerte por accién citotdxica 1%x10% mm? d-' [0,3.0%102] 7.4x103
g Efectividad de Inhibidores de Transcriptasa Inversa (ITl) 1 o1 -
g, Efectividad de Inhibidores de Proteasa (IP) 1 o1 -
R, Numero Basico de Reproduccion 134959 -

Asuma que la poblacién de células T en reposo T, es
liberada en el organismo a una tasa constante ¢ y que
mueren por causas no relacionadas con la infeccién a una
tasa de proporcionalidad p. Adicionalmente, en presencia
de infeccién, éstas células se infectan con una probabili-
dad ; por lo tanto, el nimero promedio de células T en
reposo que se infectan en un tiempo t esta dado por STV
y la ecuacién que describe su variacién es,

[2] Tr=0-BT'V-uT -aT’

Donde aT" es el nimero promedio de células que son
activadas frente a algn patdgeno y salen del reposo en
un tiempo t; es decir, aT” define el incremento de las cé-
lulas T colaboradoras T". Asuma que las células T" mue-
ren por causas ajenas al virus a tasa p y que las células
colaboradoras se infectan con una probabilidad y, se tie-
ne entonces la ecuacion:

[3] T'=aT -yT"V-uT"

Donde yT"V representa el numero promedio de célu-
las colaboradoras T" que se infectan y pT" es el namero
promedio de células T" que mueren por causas no rela-
cionadas con la infeccién. Las células T" infectadas, se
vuelven productoras de particulas virales de manera in-
mediata; por lo tanto, constituyen un flujo de entrada
en la dindmica de las células T°, con lo que la segunda
ecuacién de 1 queda de la forma:

[4] T'=pPV+yThV-8T"

Las células T en reposo que se infectan (la cantidad
BT'V en la ecuacion 2) dan origen a células infectadas en
estado de latencia, ya que la produccién viral dard inicio
tras la activacién inmunoldgica de la célula (4,12-14). De-
note con la variable promedio T!"=T"(¢) a las células T
infectadas en estado de latencia; asumiendo que su tasa
de muerte es también p, se puede formular su variacién
mediante la ecuacion:

[5] TY=BT"V-O0T"-uT"

Donde 0T" representa el nimero promedio de células
T infectadas en estado de latencia que se activan y que
por lo tanto, inician la replicacién masiva de particulas
virales. Este altimo término ahora modifica la ecuacién 4
para las células infectadas T" y adopta la forma:

[6] T'=0T"+pPV+yTV-6T

De este modo, el sistema 1 se transforma en uno mas
completo, que se muestra a continuacion:

P=s-pPV -mP
Tr=0-BT'V-(u+a)T
Th'=aT -yT"V - uT"

[71 TV=BT"V-OT"-uT"
T*=0T"" +pPV+yT"V - 6T"
V=n8T"-cV

Se asume que las células citotéxicas estan circulando
en el cuerpo hasta que son activadas para reaccionar con-
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tra cualquier infeccién y que no son infectadas por el vi-
rus; adicionalmente, su accién citotdxica se considera es-
pecificamente dirigida a eliminar células infectadas, y no
afectan a las células no infectadas (7,13-16). Considere la
nueva variable M=M(t) como la concentracién promedio
de células citotdxicas inactivas. Esta poblacién se incre-
menta a una tasa constante A y muere a una tasa €. Una
vez la infeccién esta presente, estas células empiezan a
activarse a un promedio de yMT" células, el cual refleja la
accion de las células colaboradoras en el proceso, es decir,
) representa la tasa de activacién de las células citotd-
xicas. Las nuevas células citotdxicas activadas M"'=M'(t),
inducen apoptosis de las células infectadas a un promedio
de ¢T'M" células, donde ¢ es la tasa de muerte de las célu-
las infectadas por accién citotdxica. Finalmente, se asume
que ambos tipos de células, mueren en promedios eMy
eM’, respectivamente. El sistema queda de la forma:

P=s-pPV -mP
Tr=0-pT'V-(u+a)T’
Th=aT" -yT"V - uT"
[8] TV=BT'V-0T"-uT"
T'=0T" +pPV+yT' V- $T'M"- 6T’
M=A-yMT"- eM
M'=yMT"- eM’
V=n8T"-cV

En la Proposicién 1 se determina la Regién de Inva-
rianza, cuya importancia radica en que garantiza que las
soluciones estan acotadas y no es posible que se hagan
negativas o que «exploten» hacia el infinito. Ademads, la
regién aporta sentido bioldgico al sistema 8.

Proposicion 1
El sistema 8 esta definido en la regién positivamente
invariante

Q={(BT,T"T", T, M,M’,V)eR%:0<N<K,0<V<n5/c K},

Donde N=P+T' +T'+T"+T +M+M’, K=(s+0+1)/€y
E=min(u,6,m,g).

La demostracién de esta proposicién se realizé siguien-
do la metodologia de autores reconocidos como Perelson
AS y Patrick wN(6).

Analisis del modelo

El sistema 8 tiene dos puntos de equilibrio denotados por
E, (trivial) y E, (no trivial). El equilibrio trivial representa
el estado alcanzado en ausencia de la enfermedad, es de-
cir, muestra los valores hacia los cuales tienden las pobla-
ciones cuando no hay infeccién y esta dado por:

Ap(uta) prao
(Yaoep?+epa) e(pao+ep®+epa)

E:(i, 9 ao__ 0,0,
o \m (uta) p(p+a)

Se puede observar que My M" estan presentes en el sis-
tema todo el tiempo debido a la suposicién de que la acti-
vacion de inmunidad puede ocurrir en contra de cualquier
patégeno. El equilibrio no trivial no se muestra porque su
expresion es muy larga, pero se observa de manera nu-
mérica en la Figura 1, en el valor final de cada poblacién.

El Ntimero Bésico de Reproduccién R, es determinado
usando el método de la Matriz de la Siguiente Genera-
cién, como se hace por ejemplo en (12,14,17).

Proposicién 2
R,. El Numero Bdsico de Reproduccién para el sistema 8
estad dado por

_ psnbéA
0" mc(5A+ge)

yoansi n BoBndA
pc(u+a) (6A+de)  c(u+a) 0+ (5A+pe)

El R, describe «el ntimero secundario de células
infectadas que se obtienen a partir de una sola célula
infectada en una poblaciéon enteramente susceptible.
Cada uno de los sumandos que componen a R, repre-
senta el aporte que hacen las poblaciones celulares sus-
ceptibles a la infeccidn, al tener contacto con el virus:
células presentadoras de antigenos, células colaborado-
ras y células en reposo. La importancia de R radica en
que desempena el papel de un umbral, el cual determi-
na condiciones de estabilidad, tal y como se muestra
en la proposicién 3, en cuya demostracién se empled la
teoria clasica de los signos de los valores propios (18) y
el criterio de Routh-Hurwitz.

Proposicion 3
El equilibrio E, del sistema 8 es local y asintéticamente
estable si y s6lo si R <1.

Este resultado indica que si una persona se encuentra
en una situacién de riesgo de adquirir el vIH, pero sa-
tisface R <1, entonces la infeccién no se establece en su
organismo. Vale la pena recordar que este es un resultado
ademads de tedrico, puntual para el modelo planteado y no
es conveniente hacer generalizaciones.

Resultados numéricos

Se muestran tres simulaciones del modelo 8, teniendo en
cuenta los valores de los pardmetros de la Tabla 1, la ma-
yoria de ellos fueron tomados de (15,19). Como el mo-
delo presenta 16 parametros, se hicieron 16 simulaciones
variando uno de ellos mientras los otros 15 permanecian
fijos. Se eligieron 20 valores para el pardmetro en un con-
junto de valores admisibles, denominado rango en la Tabla
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Figura 1. Tamafio de las poblaciones del modelo 8 variando el parametro n. El eje horizontal corresponde a los dias de simulacion,
mientras que el eje vertical corresponde al nimero maximo de cada variable. Los valores usados para el parametro son: 175,552
(linea continua), 446,721 (puntos), 789,497 (guiones) y 1 155,907 (guiones y puntos).
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1 y construido a partir de un valor central tomado de la
literatura, y luego aumentado o disminuido en un 100%.

De las 16 simulaciones, se ha decidido mostrar en
la Figura 1 la correspondiente a 1, debido a que en ella
se apreciaron comportamientos interesantes, como por
ejemplo la marcada variaciéon de maximos (picos) en seis
de las ocho poblaciones o la diferencia tan significativa
de los valores finales de las poblaciones, exceptuando
Ty V. El hecho de que las poblaciones no se extingan,
fue un comportamiento esperado debido al elevado por-
centaje de variacién de R, que se observa en la columna
5 de la Tabla 1; es decir, que se presenté un cambio del
92% con respecto al valor original de R, calculado con
los valores de la columna 3. A partir de las simulaciones,
se tiene que el aumento del pardmetro n disminuye las
poblaciones susceptibles (B, T, T"), mientras que incre-
menta las poblaciones infectadas (T, T"), por lo tanto,
conviene reducir 7. Es relevante mencionar que en cada
cuadro de la Figura 1 se muestran solo cuatro curvas,
correspondientes Unicamente a cuatro de los 20 valores
del parametro considerados.

El parametro p es el que genera los mayores maximos
(picos), aunque no influye mucho en el tamafio de las po-
blaciones finales, como si ocurria con 7. Otro aspecto que
vale la pena destacar es que el pardmetro p solo esta pre-
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sente en las ecuaciones para Py T, pero su influencia se
reflejaba en todas las poblaciones. Por lo tanto, se mues-
tra la Figura 2, en la cual se ha capturado la variacién de
los maximos alcanzados por las poblaciones del modelo 8
al variar el pardmetro p (eje horizontal). Se observa que a
medida que p crece de cero a 2.0x10°, el nimero maxi-
mo promedio de las poblaciones B, T#, Ty M’ disminuye,
situacién interesante, ya que una disminucién en B T" y
M’, implica un mayor nivel de infeccién en el organismo.
Por otro lado, el aumento de T'" implica que hay muchas
células infectadas en estado de latencia. Como otra obser-
vacién preliminar, puede decirse que disminuir p es con-
veniente para controlar la infeccién. Comportamientos
analogos se obtuvieron al realizar simulaciones parafy y;
es decir, que segin este modelo, es recomendable reducir
las probabilidades de infeccién con el virus de todas las
poblaciones celulares susceptibles.

Por ultimo, en la Figura 3 se observa cémo varia el
equilibrio no trivial de las poblaciones del modelo 8 cuan-
do se modifica el pardmetro y. Notese que cuando y se
incrementa de cero a 6.0X107%, también se incrementan
las células infectadas en latencia T'" y las particulas virales
V que habrd en «equilibrio» al cabo de los soo dias. La
situacién lleva a confirmar que una forma adecuada de
controlar la infeccién es reduciendo y.
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Figura 2. Variacion de los valores maximos ocasionados por el brote viral de las soluciones del modelo
8 con respecto a los valores asumidos por el parametro p en el intervalo [0,2.0x10° ]

P T ™ T*
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240 110 40.5
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220 00 39.5 11000
! 39.0
10500
210 95 38.5
200 90 38.0 10000
260 120 41.5 12500
250 115 41.0 12000
240 110 403
20.0 11500
230 105
220 100 292 11000
39.0
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0.00000 0.00002  0.00000 0.00002  ~0.00000 0.00002 ~ 0.00000 0.00002
Figura 3. Variacion del equilibrio no trivial de las poblaciones del modelo 8 con respecto a los valores asumidos
por el parametro y en el intervalo [0,6.0x10 ]
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Problema de control 6ptimo mediante terapia antirre-
troviral

Durante los tltimos 20 afios, el Panel on Antiretroviral Gui-
delines for Adults and Adolescents ha hecho cambios en las
recomendaciones acerca de cudndo empezar la terapia
basada en terapia clinica, datos de cohortes y opciones
terapéuticas disponibles en el momento de cada revision.

De acuerdo al Panel, los ensayos controlados aportan evi-
dencia de que la aplicacién de terapia en pacientes cuyo
conteo de células T es menor a 350 células/mm? resulta
benéfico. El panel recomienda terapia para pacientes con
conteo celular entre 350y soo células/mm3, mientras que
para pacientes con un conteo sobre las soo células/mm?,
los miembros del Panel estan divididos, asi que el 50% fa-
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vorece el inicio de la terapia en las primeras etapas, mien-
tras que el otro 50% la considera opcional (20).

Defina u=u(t), con 0<u(t)<I, como un esquema de
control basado en la combinacién de terapias de Inhibi-
dores de Transcriptasa Inversa (1T1) e Inhibidores de Pro-
teasa (1P) con efectividades manipuladas mediante dosifi-
caciones, g, y g,, respectivamente. El caso u=0 indica que
la terapia no es aplicada y u=1 indica terapia completa.
Teniendo en cuenta las conclusiones preliminares obte-
nidas a partir de las Figuras 1, 2 y 3, con respecto a la
disminucién de los parametros 1, p, B y v, se propone el
siguiente sistema, donde los controles han sido incorpo-
rados precisamente en los parametros mencionados.

P=s-p(1-gwPV-mP
Tr=0-B(1-gwWTV-u+a)T’

Th=aT" - y(1-g w)T"V - uT"
T"=p(1-gwWT'V-6T"-uT"

T'=6T" +p(1-guw)PV+y(1-gWT V- 6T
M=A-yMT"- eM

M =yMT"- eM’

V=(1-g,u)ndT"- cV

V'=g,unsT - cV'

[9]

Sujeto a las condiciones iniciales necesarias para las si-
mulaciones. Adicionalmente, V'=V"(t) es la concentracién
promedio de particulas virales defectuosas producidas por
el efecto de los 1P. Se propuso una funcional de réditos que
tiene en cuenta la poblacién de células T colaboradoras T"
y las células activas citotdxicas inmunes M" para maximi-
zarlas al tiempo que se minimiza el costo de la aplicacién
del control. El funcional J esta definido por la expresion;

ol =1} (A TO+AM© - 52w 0) i

Sujeto al sistema 9y A, A, y A, son valores de pondera-
cién. El objetivo consiste en encontrar una funcién 6ptima
u'erl tal que J(u’) =J(u), para todo uerl’, donde I' es el con-
junto de todas las posibles funciones de control, denomi-
nado conjunto de accesibilidad y esta dada por:

I'={uu el*([0,1]), 0<u<1I}

El uso del Principio del Méaximo de Pontryagin permite
obtener el siguiente resultado:

Proposicién 4

Existe un control éptimo u’el’ y las correspondientes so-
luciones del sistema 9 que maximizan J sobre I'. Para que
la aseveracidén anterior sea cierta, es necesario que existan
funciones continuas L, tales que:
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L=-L (p(I-gwV-m)-L.p(l-guwVv
L=-L,(-f(1-gw)V-p-a)-La-LE(I-gu)V
L=-A-L(v(1-gwV-w-Ly(1-gwV+L yM-L, PM
L=-L,(-0-p-L.0

,=-L,(-¢M™-6)-L, (1-g,u)nd - g, unbL,
L=-L, (4T"¢)-L,yT"
L=-A,+L ¢T+L ¢
L,=(1-gw (L pP+L,BT +LyTh- L, BT"- L (pP+yT") +Lc
Ly=Lg

[11]

Con las condiciones de transversalidad L(z)=0, para
i=1,...,9 y ademas

[12] u" (t)= max(0,min(i,1) )

Donde

(Bg, T V(L,-L,)+pg PV(L-L,)+yg T"V(L-L,) -g,néT (L L,))

=
A

3

Los detalles de la metodologia empleada pueden con-
sultarse en (21,22). Con los pardmetros de la Tabla 1 se
realizé la simulacién del sistema 9 y la terapia dptima u’
dada en 12, con lo que se obtienen las graficas en linea
continua gruesa de la Figura 4.

Estrategias sub-6ptimas de terapia antirretroviral

La estrategia de control éptimo discutida previamente,
correspondiente al perfil de control en linea continua
gruesa mostrado en el ultimo recuadro de la Figura 4, no
puede ser aplicada en situaciones realistas. De hecho, la
funcién u" determina la terapia que deberia ser adminis-
trada cada dia para obtener la efectividad requerida. De
otro lado, tampoco es realista considerar que la terapia
empieza en el tiempo t=0, correspondiendo al tiempo en
el cual la infeccidn inicia; se acepta que dependiendo de la
condicién inmunolégica del paciente, se requieren apro-
ximadamente unos 100 dias como minimo, para que el
diagnoéstico sea posible con alguna prueba clinica. Aun-
que este diagnéstico podria hacerse mucho mas tarde en
la mayoria de los portadores, debido a que la infeccién
es inicialmente asintomatica. Por otro lado, la simulacién
del modelo 8 permitié observar que 100 dias fueron su-
ficientes para que se presente infeccién (Figura 1). Este
tiempo considerado previo al diagndstico, conocido como
periodo de ventana, es muy variable y depende de muchos
factores. Para efectos de simulacién se asumen 100 dias
como periodo de ventana.

En la Figura 4 se muestran conjuntamente cinco dife-
rentes estrategias de control, simuladas para 6oo dias con
los valores de la Tabla 1. Tales estrategias son: no aplicar
terapia (puntos), terapia 6ptima (linea continua gruesa),
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Figura 4. Simulacién de diferentes estrategias de control. No se aplica terapia (puntos), terapia éptima (linea continua gruesa),
terapia tardia cuyo inicio esta sujeto al periodo de ventana definida en 13 (guiones), interrupciones controladas de la terapia
dependiendo del conteo de células T definida en 17 (linea continua delgada) y finalmente control constante definido como el

promedio de la funcién de control éptima u”* sobre el intervalo [0,600] definida en 15 (guiones y puntos)
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terapia tardia cuyo inicio estd sujeto al periodo de ven-
tana (guiones), interrupciones controladas de la terapia
dependiendo del conteo de las células T (linea continua
delgada) y finalmente, control constante definido como
el promedio de la funcién u" sobre [0,7], para T=600 dias
(guiones y puntos). Las ultimas tres estrategias, denomi-
nadas sub-6ptimas, seran descritas a continuacion.

Terapia tardia

Fueron considerados 100 dias como el periodo de ven-
tana, después del cual, el virus puede ser detectado por
algtn ensayo clinico. Se asume que el control 6ptimo u’
es usado justo después del diagndstico, dando origen a la
siguiente funcién de control sub-6ptimo:

_ [0, 0=t<100
u =

1
[13] I Lu, 100<t<600

En la Figura 4 la terapia tardia corresponde a las lineas
trazadas con guiones.

Interrupciones controladas de la terapia

La estrategia se basa en una de las recomendaciones de
(19). Se considera que la terapia es obligatoria cuando el
conteo de células T esta por debajo de 500 células/mm?,
y no se aplica terapia por arriba de este valor. Esto corres-
ponde a la funcién de control sub-6ptimo:

_f0,0=t<100, 6, T"(x)+T"(t) =500

[14] 4
7w, 100<c<600, y, TH®) +T" (1) <500

donde t varia cada dos meses desde el dia 100 (periodo
de ventana) hasta el dia 600. Se asume que cada 60 dias el
paciente asiste a los servicios de salud para el conteo de cé-
lulas T y si la cantidad T"+T" es menor que 500, entonces
la terapia es aplicada (19). En la Figura 4 se observa que
después del diagnostico, la terapia fue usada durante los
dias 100 a 160, lo que da lugar a la primera parte de la linea
continua delgada (creciente). Este proceso continta hasta
que se alcanzan los 600 dias, teniendo presente que el de-
crecimiento de la curva representa la ausencia de terapia y
el crecimiento corresponde a su aplicacién.

Control constante
Se considera la funcién de control sub-6ptimo descrita
por la funcién:

[15] a,="1 [ uw @dt

que corresponde al valor medio de la funcién u” sobre
el intervalo [0,7], de este modo, el control sub-éptimo i,
es un control constante. Con los parametros de la Tabla
1, se obtuvo la funcién de control éptima (linea continua
gruesa) y calculado su valor medio en un intervalo de 6oo
dias, se obtuvo #1,=0.5342 (guiones y puntos) ( Figura 4).
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Del modelo 8 se aprende que, tedricamente, la infeccién
no se establece en el organismo, si el sistema inmune del
individuo al momento de contacto con el virus estd en un
estado especifico que satisface R <1, y este hecho podria
reflejar los casos donde las personas no han sido infecta-
das incluso después de varias exposiciones al virus. Si ese
no es el caso, la infeccién prospera y entonces, la respues-
ta inmune celular es muy importante para determinar la
evolucién de la infeccion.

Del analisis de las estrategias de control se aprende que
una vez el VIH infecta el cuerpo, la terapia éptima u” es
la mas efectiva estrategia para reducir la infeccién, ya que
inhibe completamente la replicacién viral durante el tiem-
po simulado, con un ligero aumento al final del periodo
debido al cese de la terapia. En el caso del inicio tardio de
la terapia se obtienen beneficios para el paciente, porque
después del pico de infeccién se adquieren altos niveles
de células T en reposo, células T colaboradoras, células
presentadoras de antigenos y células activas citotoxicas.
De la misma manera, la carga viral y las células infectadas
(latentes y activas) son reducidas a bajos niveles.

De las interrupciones controladas de la terapia, se obser-
va un comportamiento oscilatorio no amortiguado alrede-
dor de la curva sin terapia, indicando que la condicién del
paciente sera mejor o peor (en comparacién con la ausencia
de terapia) dependiendo del régimen seguido en los ulti-
mos dos meses. Las interrupciones de la terapia parecen
ser no recomendables, pero se deben hacer mas estudios.

La estrategia sub-6ptima dada por el valor medio de
la funcién de control 6ptimo, ha demostrado ser una es-
trategia de control adecuada a través de la simulacién
del sistema 9 como un problema de control constante;
a pesar de no ser 6ptima, es tan buena como la terapia
optima y como el inicio tardio de la terapia, durante los
primeros 6oo dias.

La mejor estrategia que puede ser alcanzada a nivel
inmunoldgico es aplicar control 6ptimo lo antes posible
después de la infeccién (desde el momento del diagnés-
tico) para obtener el maximo beneficio. Sin embargo, re-
sulta evidente que con la estrategia del control 6ptimo
promedio se obtienen resultados muy semejantes; por lo
tanto, resulta mas «practico» mantener un esquema de
terapia constante, que ajustarse al perfil propuesto por
el control 6ptimo. Como es evidente, los médicos tienen
que hacer las evaluaciones y consideraciones necesarias
para disefar esquemas de terapia de acuerdo a las condi-
ciones particulares del paciente s

Agradecimientos: A la Universidad del Quindio y a la Vicerrecto-
ria de Investigaciones, por su apoyo al proyecto de investigacién
614 finalizado en 2014.

REFERENCIAS

-

. Organizaciéon Mundial de la Salud, ed. Preguntas y respuestas sobre el
VIH/SIDA. [Internet]. Disponible en: https://bit.ly/1mNOq96. OMS, 2015.

. UNAIDS, ed. Report on the global AIDS epidemic 2014. UNAIDS, 2014.

https://bit.ly/21zZK6HW.

3. Kirschner D. Using mathematics to understand HIV immune dynamics.

AMS notices. 1996; 43(2): 191-201.
Alcami J. Avances en la inmunopatologia de la infeccion por el VIH.
Enferm Infecc Microbiol Clin. 2004; 22(8): 486-96.
5. Clavel F, Hance AJ. HIV drug resistance. N Engl J Med. 2004; 350(10):
1023-35.
. Perelson AS, Patrick WN. Mathematical analysis of HIV-1 dynamics in
vivo. SIAM review. 1999; 41(1): 3-44.

7. Toro-Zapata HD, Caicedo-Casso AG, Derdei B, Lee S. Role of Active
and Inactive Cytotoxic Immune Response in Human Immunodeficiency
Virus Dynamics. Osong Public Health Res Perspect. 2014; 5(1): 3-8.

8. Nowak MA, Bangham CRM. Population dynamics of immune responses
to persistent viruses. Science 1996; 272(5258): 74-79.

9. Bonhoeffer S, May RM, Shaw GM, Nowak MA. Virus dynamics and drug
therapy. Proc. Natl. Acad. Sci. (USA). 1997; 94(13): 6971-6.

10. De Boer RJ, Perelson AS. Target cell limited and immune control mo-
dels of HIV infection: a comparison. J Theor Biol. 1998; 190(3): 201-14.

11. Arnaout RA, Nowak MA, Wodarz D. HIV-1 dynamics revisited: bi-
phasic decay by cytotoxic T lymphocyte killing?. Proc Biol Sci. 2000;
267(1450): 1347-54.

12. Toro-Zapata HD, Roa-Véasquez E, Mesa-Mazo MJ. Modelo estocastico
para la infeccion con VIH de las células T CD4+ del sistema inmune.
Rev.Mate.Teor.Aplic. 2017; 24(2): 287-313.

13. Pérez-lbarra JL, Toro-Zapata HD. Modeling the cytotoxic immune res-
ponse effects on human immunodeficiency virus. Vision electrénica.
2014; 8(1): 54-62.

14. Londofio-Gonzalez CA, Toro-Zapata HD, Trujillo-Salazar CA. Modelo
de simulacién para la infeccién por VIH y su interaccion con la respues-
ta inmune citotoxica. Rev Salud Publica. (Bogota). 2014; 16: 103-15.

15. Culshaw RV, Shigui R, Spiteri RJ. Optimal HIV treatment by maximi-
sing immune response. J. Math. Biol. 2004; 48(5): 545-562.

16. Zarei H, Kamyad AV, Effati S. Multiobjective optimal control of HIV dyna-
mics. Mathematical Problems in Engineering 2010. https:/bit.ly/2IpNzfU.

17. Heesterbeek JAP. A brief history of RO and a recipe for its calculation.
Acta biotheoretica. 2002; 50(3): 189-204.

18. Perko L. Differential equations and dynamical systems. Vol. 7. Springer
Science & Business Media; 2013.

19. Orellana JM. Optimal drug scheduling for HIV therapy efficiency impro-
vement. Biomedical Signal Processing and Control. 2011; 6(4): 379-386.

20. Council, Advisory. Guidelines for the Use of Antiretroviral Agents in

HIV-1-Infected Adults and Adolescents. 2011. https://bit.ly/2mizrVQ.
. Fleming WH, Rishel RW. Deterministic and stochastic optimal control.
Vol. 1. Springer Science & Business Media; 2012.
22. Lenhart S, Workman JT. Optimal control applied to biological models.
Crc Press. 2007. https://bit.ly/2Lb9p4B.

N

>

(2]

2

=

125



