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RESUMEN

Se modela matemáticamente la interacción del VIH con la respuesta inmune. Inicial-
mente se construye un modelo de manera detallada, que consiste en un sistema de 
ecuaciones diferenciales que incluye células del sistema inmune (células presentado-
ras de antígenos, células T infectadas en estado de latencia, células T infectadas acti-
vadas, células T en reposo, células T colaboradoras, células de respuesta citotóxica 
inactivas y células de respuesta citotóxica activas) y partículas virales. A continuación 
se dan condiciones de estabilidad a partir del número básico de reproducción y se 
hacen simulaciones numéricas que permiten concluir cuáles son los parámetros más 
influyentes si se desea reducir la infección. A partir del modelo inicial, se formula un 
Problema de Control con el objetivo de determinar el tipo de intervención más apro-
piado que asegure niveles altos de células T activas y de respuesta inmune. Se eva-
lúan entonces cinco estrategias de control diferentes basadas en antirretrovirales y se 
concluye que una estrategia de control constante, obtenida como el valor promedio del 
control óptimo, brinda resultados satisfactorios.

Palabras Clave: Modelos matemáticos; VIH; control de costos; sistema inmunológico; 
antivirales; terapia combinada (fuente: DeCS, BIREME).

ABSTRACT

HIV interaction with the immune response is modeled mathematically. Initially, a detai-
led model is proposed that consists of a system of differential equations including 
immune cells (antigen presenting cells, T latent infected cells, T actively infected cells, 
resting T cells, helper T cells, inactive cytotoxic cells and active cytotoxic cells) and 
viral particles. Then, stability conditions are given from the basic reproduction number 
and numerical simulations are performed. From this it is possible to conclude what are 
the most influential parameters to reduce infection. From the initial model, a control 
problem is formulated in order to determine the most appropriate type of intervention 
to ensure high levels of activated T cells and immune response. Five different control 
strategies based on antiretroviral are evaluated to conclude that a strategy of constant 
control, obtained as the average value of optimal control, provides satisfactory results.

Key Words: Mathematical models; HIV; cost control; immune system; antiviral agents; 
combined modality therapy (source: MeSH, NLM).

La infección por el Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) y el Síndrome de 
Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA) son un problema de salud a escala mun-
dial, con impactos a todo nivel. Las principales vías de transmisión son el conta-

gio por relaciones sexuales con una persona infectada, por transfusión de sangre con-
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taminada, por compartir objetos corto-punzantes o de la 
madre al feto. El virus logra desgastar el sistema inmune 
hasta que produce una deficiencia que incrementa el ries-
go de sufrir infecciones oportunistas. Una vez la persona 
es diagnosticada como portadora del VIH, deberá iniciar 
tratamiento antirretroviral (TAR), que generalmente con-
siste en una politerapia constituida por tres o más anti-
rretrovirales, los cuales actúan inhibiendo la replicación 
del virus, bloqueando las enzimas del VIH o creando 
nuevas barreras para la enfermedad (1). Precisamente, 
con respecto a la terapia antirretroviral, el reporte global 
de ONUSIDA indica que para el año 2013, 12,9 millones 
(equivalente al 37%) de todas las personas que vivían con 
el VIH tenían acceso a dicha terapia. Además, un 38% de 
los adultos que vivieron con el VIH recibieron la terapia 
que necesitaban, mientras que tan solo un 24% de los 
niños que vivieron con el VIH accedieron a la misma (2).

Una vez el VIH ingresa en el cuerpo es fagocitado por 
las células dendríticas y los macrófagos, también conoci-
dos como células presentadoras de antígenos. Ellas pro-
cesan el virus y lo presentan en su superficie para que sea 
reconocido por las células T, las cuales se activan y pasan 
a ser células T colaboradoras, cuyo rol es decidir el tipo 
de respuesta inmune que debe ser desplegada: respuesta 
inmune humoral o respuesta inmune celular. Simultánea-
mente, las mismas células T son infectadas por el virus e 
inician su proceso de replicación; en particular, cuando 
una célula T colaboradora es infectada por el virus, ésta 
pierde la capacidad de desplegar la respuesta inmune ade-
cuada para enfrentar la infección (3,4).

La relación entre el virus, las células T colaboradoras 
y la respuesta inmune, es determinante en la evolución 
futura de la infección, debido a que si la concentración de 
células T colaboradoras es baja, la respuesta inmune no 
será desplegada efectivamente y el cuerpo no contará con 
las herramientas necesarias para controlar la infección. 
La terapia con antirretrovirales es una estrategia reactiva 
frente a la enfermedad, que aunque busca mejorar la ca-
lidad de vida de los pacientes portadores del VIH, no se 
ocupa de evitar que la enfermedad prospere en la pobla-
ción. En efecto, la rápida expansión del acceso a terapia 
ha ayudado a reducir el número de muertes relacionadas 
con el SIDA pero también contribuye al aumento en la 
prevalencia del VIH. Dadas las condiciones actuales de la 
enfermedad a escala global, es necesario realizar estudios 
teóricos que brinden fundamento científico a la toma de 
decisiones en cuanto al terapia de la infección por VIH y 
del SIDA con antirretrovirales (5).

En este trabajo se estudian teóricamente estrategias 
óptimas y sub-óptimas de terapia antirretroviral en la 
infección por VIH. Inicialmente se presenta un modelo 

matemático para describir la interacción entre el VIH y el 
sistema inmune y luego se utiliza la teoría de control óp-
timo, para determinar una función óptima de control de 
la infección mediante antirretrovirales y a partir de ella se 
definen estrategias alternativas de terapia (sub-óptimas), 
que en un contexto clínico serían más aplicables. 

Formulación del modelo básico
Uno de los sistemas más simples que pueden encontrarse 
en la literatura para describir la etapa inicial de la infec-
ción por VIH es:

	 Ṗ=s - ρPV - mP
[1]	 Ṫ*=ρPV - δT*

	 =ηδT*- cV

Donde la variable V=V(t) denota la concentración 
promedio de partículas virales en un tiempo t, la subpo-
blación de células que recoge las clases de células pre-
sentadoras de antígenos se denota con la variable pro-
medio P=P(t) y las células T infectadas y activadas por 
el virus para iniciar la replicación viral, se denotan con la 
variable promedio T*=T*(t) las cuales producen grandes 
cantidades de partículas virales (4). La interpretación 
de los parámetros involucrados puede encontrarse en la 
Tabla 1. Este modelo tiene en cuenta que las células pre-
sentadoras de antígenos buscan, engullen y analizan el 
antígeno para luego presentarlo a los linfocitos T circun-
dantes en un proceso denominado sinapsis inmunitaria 
o simplemente presentación de antígenos (3,4). Tam-
bién se asume que las células T infectadas están activa-
das y que inmediatamente se infectan, dando inicio a la 
replicación viral; los supuestos que recoge el modelo 1 
se pueden estudiar con detalle en (6,7). 

El modelo 1 corresponde a la estructura más simple 
y más popular de la dinámica de infección y ha sido es-
tudiado por diferentes autores (8-13); sin embargo, solo 
considera la intervención de las células presentadoras de 
antígenos y la parte de ellas que resulta productivamente 
infectada por el virus. Asuma que la población de célu-
las T está dividida en dos categorías que corresponden 
a células T en reposo, que aún no han sido activadas in-
munológicamente frente a ningún antígeno en particular, 
denotada por la variable promedio Tr=Tr(t), y a las células 
T que ya han sido activadas y se denominan usualmente 
células T colaboradoras, que se denotan aquí con la va-
riable promedio Tℎ=Tℎ(t). La importancia de considerar 
estas dos subpoblaciones, es que el VIH se detecta infec-
tando células en reposo, pero sólo en un 1% de ellos se 
replica activamente; lo que indica que el 99% se alberga 
en el genoma proviral de manera latente (4,12,14).
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Asuma que la población de células T en reposo Tr , es 
liberada en el organismo a una tasa constante σ y que 
mueren por causas no relacionadas con la infección a una 
tasa de proporcionalidad μ. Adicionalmente, en presencia 
de infección, éstas células se infectan con una probabili-
dad β; por lo tanto, el número promedio de células T en 
reposo que se infectan en un tiempo t está dado por βTrV 
y la ecuación que describe su variación es,

[2]	 Ṫr=σ - βTrV - μTr  - αTr 

Donde αTr  es el número promedio de células que son 
activadas frente a algún patógeno y salen del reposo en 
un tiempo t; es decir, αTr  define el incremento de las cé-
lulas T colaboradoras Tℎ. Asuma que las células Tℎ mue-
ren por causas ajenas al virus a tasa μ y que las células 
colaboradoras se infectan con una probabilidad γ, se tie-
ne entonces la ecuación:

[3]	 Ṫℎ=αTr  - γTℎV - μTℎ

Donde γTℎV representa el número promedio de célu-
las colaboradoras Tℎ que se infectan y μTℎ es el número 
promedio de células Tℎ que mueren por causas no rela-
cionadas con la infección. Las células Tℎ infectadas, se 
vuelven productoras de partículas virales de manera in-
mediata; por lo tanto, constituyen un flujo de entrada 
en la dinámica de las células T*, con lo que la segunda 
ecuación de 1 queda de la forma:

[4]	 Ṫ*=ρPV+γTℎ V - δT*

Las células T en reposo que se infectan (la cantidad 
βTrV en la ecuación 2) dan origen a células infectadas en 
estado de latencia, ya que la producción viral dará inicio 
tras la activación inmunológica de la célula (4,12-14). De-
note con la variable promedio T l *=T l *(t) a las células T 
infectadas en estado de latencia; asumiendo que su tasa 
de muerte es también μ, se puede formular su variación 
mediante la ecuación:

[5]	 Ṫl*=βTrV - θT l *-μT l *

Donde θT l * representa el número promedio de células 
T infectadas en estado de latencia que se activan y que 
por lo tanto, inician la replicación masiva de partículas 
virales. Este último término ahora modifica la ecuación 4 
para las células infectadas T* y adopta la forma:

[6]	 Ṫ*=θT l *+ρPV+γTℎ V - δT*

De este modo, el sistema 1 se transforma en uno más 
completo, que se muestra a continuación:

	 Ṗ=s - ρPV - mP 
	 Ṫr=σ - βTrV - (μ+α)Tr		
	 Ṫℎ=αTr  - γTℎV - μTℎ

[7]	 Ṫl*=βTrV - θT l *-μT l * 
	 Ṫ*=θT l *+ρPV+γTℎV - δT* 
	 =ηδT*- cV

Se asume que las células citotóxicas están circulando 
en el cuerpo hasta que son activadas para reaccionar con-

Tabla 1. Definición de parámetros y valores usados en simulaciones. El rango de variación del parámetro corresponde a ±100% del 
valor. La última columna muestra el máximo porcentaje de variación de R0 obtenido con cada parámetro variado sobre el rango dado

Símbolo Descripción Valor Rango %R0

s Fuente constante de células presentadoras de antígenos 1 mm3 d-1 [0,2] 2.9
σ Fuente constante de células T CD4 en reposo 10 mm3 d-1 [0,20] 91
λ Fuente constante de células citotóxicas 5 mm3 d-1 [0,10] 7.7×10-1

m Tasa de muerte de células presentadoras de antígenos 1×10-2  d-1 [0,2.0×10-2 ] 12.7
μ Tasa de muerte de células T CD4 no infectadas 5×10-3 d-1 [0,1.0×10-2 ] 2707
η Número de virus producidos por células infectadas 1 000 [0,2 000] 92
δ Tasa de muerte de células T CD4 no infectadas 2.6×10-1  d-1 [0,5.2×10-1 ] -----
c Tasa de eliminación del virus 2.4 d-1 [0,4.8] 4101
α Tasa de activación de las células citotóxicas 5×10-3  mm3 d-1 [0,1.0×10-2 ] 63
θ Tasa de activación de las células infectadas latentes 3×10-4  mm3 d-1 [0,6.0×10-4 ] 4

ρ Probabilidad de infección de células presentadoras de 
antígenos 1×10-5  mm3 d-1 [0,2.0×10-5 ] 3

β Probabilidad de infección de células T CD4 en reposo 2.5×10-5  mm3 d-1 [0,5.0×10-5 ] 4
γ Probabilidad de infección de células T CD4 colaboradoras 3×10-4  mm3 d-1 [0,6.0×10-5 ] 87
ψ Tasa de activación de las células citotóxicas 5×10-2  mm3 d-1 [0,1.0×10-2 ] -----
ε Tasa de muerte de las células citotóxicas 0.1 mm3 d-1 [0,0.2] 1.5×10-2

ϕ Tasa de muerte por acción citotóxica 1×10-5  mm3 d-1 [0,3.0×10-2 ] 7.4×10-3

g1 Efectividad de Inhibidores de Transcriptasa Inversa (ITI) 1 [0,1] -----
g2 Efectividad de Inhibidores de Proteasa (IP) 1 [0,1] -----
R0 Número Básico de Reproducción 13.4959 ----- -----



REVISTA DE SALUD PÚBLICA · Volumen 20 (1), febrero 2018

120

tra cualquier infección y que no son infectadas por el vi-
rus; adicionalmente, su acción citotóxica se considera es-
pecíficamente dirigida a eliminar células infectadas, y no 
afectan a las células no infectadas (7,13-16). Considere la 
nueva variable M=M(t) como la concentración promedio 
de células citotóxicas inactivas. Esta población se incre-
menta a una tasa constante λ y muere a una tasa ε. Una 
vez la infección está presente, estas células empiezan a 
activarse a un promedio de ψMTℎ células, el cual refleja la 
acción de las células colaboradoras en el proceso, es decir, 
ψ representa la tasa de activación de las células citotó-
xicas. Las nuevas células citotóxicas activadas M*=M*(t), 
inducen apoptosis de las células infectadas a un promedio 
de ϕT*M* células, donde ϕ es la tasa de muerte de las célu-
las infectadas por acción citotóxica. Finalmente, se asume 
que ambos tipos de células, mueren en promedios εMy 
εM*, respectivamente. El sistema queda de la forma:

	  Ṗ=s - ρPV - mP 
	 Ṫr=σ - βTrV - (μ+α)Tr		
	 Ṫℎ=αTr  - γTℎV - μTℎ

[8]	 Ṫl*=βTrV - θT l *-μT l * 
	 Ṫ*=θT l *+ρPV+γTℎ V - ϕT*M* - δT* 
	 Ṁ=λ - ψMTℎ - εM
	 Ṁ*=ψMTℎ - εM*

	 =ηδT*- cV                       

En la Proposición 1 se determina la Región de Inva-
rianza, cuya importancia radica en que garantiza que las 
soluciones están acotadas y no es posible que se hagan 
negativas o que «exploten» hacia el infinito. Además, la 
región aporta sentido biológico al sistema 8.

Proposición 1
El sistema 8 está definido en la región positivamente 
invariante

Ω={(P,Tr,Tℎ,T l *,T*,M,M*,V)�R8:0<N≤K,0≤V≤ηδ/c K},

Donde N=P+Tr+Tℎ+T l *+T*+M+M*, K=(s+σ+λ)/ξ y 
ξ=min(μ,δ,m,ε).

La demostración de esta proposición se realizó siguien-
do la metodología de autores reconocidos como Perelson 
AS y Patrick WN(6).

Análisis del modelo
El sistema 8 tiene dos puntos de equilibrio denotados por 
E0 (trivial) y E1 (no trivial). El equilibrio trivial representa 
el estado alcanzado en ausencia de la enfermedad, es de-
cir, muestra los valores hacia los cuales tienden las pobla-
ciones cuando no hay infección y está dado por:

Se puede observar que M y M* están presentes en el sis-
tema todo el tiempo debido a la suposición de que la acti-
vación de inmunidad puede ocurrir en contra de cualquier 
patógeno. El equilibrio no trivial no se muestra porque su 
expresión es muy larga, pero se observa de manera nu-
mérica en la Figura 1, en el valor final de cada población.

El Número Básico de Reproducción R0 es determinado 
usando el método de la Matriz de la Siguiente Genera-
ción, como se hace por ejemplo en (12,14,17).

Proposición 2
R0. El Número Básico de Reproducción para el sistema 8 
está dado por

El R0 describe «el número secundario de células 
infectadas que se obtienen a partir de una sola célula 
infectada en una población enteramente susceptible».  
Cada uno de los sumandos que componen a R0 repre-
senta el aporte que hacen las poblaciones celulares sus-
ceptibles a la infección, al tener contacto con el virus: 
células presentadoras de antígenos, células colaborado-
ras y células en reposo. La importancia de R0 radica en 
que desempeña el papel de un umbral, el cual determi-
na condiciones de estabilidad, tal y como se muestra 
en la proposición 3, en cuya demostración se empleó la 
teoría clásica de los signos de los valores propios (18) y 
el criterio de Routh-Hurwitz.

Proposición 3
El equilibrio E0 del sistema 8 es local y asintóticamente 
estable si y sólo si R0<1.

Este resultado indica que si una persona se encuentra 
en una situación de riesgo de adquirir el VIH, pero sa-
tisface R0<1, entonces la infección no se establece en su 
organismo. Vale la pena recordar que este es un resultado 
además de teórico, puntual para el modelo planteado y no 
es conveniente hacer generalizaciones.

Resultados numéricos
Se muestran tres simulaciones del modelo 8, teniendo en 
cuenta los valores de los parámetros de la Tabla 1, la ma-
yoría de ellos fueron tomados de (15,19). Como el mo-
delo presenta 16 parámetros, se hicieron 16 simulaciones 
variando uno de ellos mientras los otros 15 permanecían 
fijos. Se eligieron 20 valores para el parámetro en un con-
junto de valores admisibles, denominado rango en la Tabla 
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1 y construido a partir de un valor central tomado de la 
literatura, y luego aumentado o disminuido en un 100%. 

De las 16 simulaciones, se ha decidido mostrar en 
la Figura 1 la correspondiente a η, debido a que en ella 
se apreciaron comportamientos interesantes, como por 
ejemplo la marcada variación de máximos (picos) en seis 
de las ocho poblaciones o la diferencia tan significativa 
de los valores finales de las poblaciones, exceptuando 
T* y V. El hecho de que las poblaciones no se extingan, 
fue un comportamiento esperado debido al elevado por-
centaje de variación de R0 que se observa en la columna 
5 de la Tabla 1; es decir, que se presentó un cambio del 
92% con respecto al valor original de R0 calculado con 
los valores de la columna 3. A partir de las simulaciones, 
se tiene que el aumento del parámetro η disminuye las 
poblaciones susceptibles (P, Tr, Tℎ), mientras que incre-
menta las poblaciones infectadas (T*, Tl*), por lo tanto, 
conviene reducir η. Es relevante mencionar que en cada 
cuadro de la Figura 1 se muestran solo cuatro curvas, 
correspondientes únicamente a cuatro de los 20 valores 
del parámetro considerados.

El parámetro ρ es el que genera los mayores máximos 
(picos), aunque no influye mucho en el tamaño de las po-
blaciones finales, como sí ocurría con η. Otro aspecto que 
vale la pena destacar es que el parámetro ρ solo está pre-

sente en las ecuaciones para P y T*, pero su influencia se 
reflejaba en todas las poblaciones. Por lo tanto, se mues-
tra la Figura 2, en la cual se ha capturado la variación de 
los máximos alcanzados por las poblaciones del modelo 8 
al variar el parámetro ρ (eje horizontal). Se observa que a 
medida que ρ crece de cero a 2.0×10-5, el número máxi-
mo promedio de las poblaciones P, Tℎ, T* y M* disminuye, 
situación interesante, ya que una disminución en P, Tℎ y 
M*, implica un mayor nivel de infección en el organismo. 
Por otro lado, el aumento de T l * implica que hay muchas 
células infectadas en estado de latencia. Como otra obser-
vación preliminar, puede decirse que disminuir ρ es con-
veniente para controlar la infección. Comportamientos 
análogos se obtuvieron al realizar simulaciones para β y γ; 
es decir, que según este modelo, es recomendable reducir 
las probabilidades de infección con el virus de todas las 
poblaciones celulares susceptibles.

Por último, en la Figura 3 se observa cómo varía el 
equilibrio no trivial de las poblaciones del modelo 8 cuan-
do se modifica el parámetro γ. Nótese que cuando γ se 
incrementa de cero a 6.0×10-5, también se incrementan 
las células infectadas en latencia T l * y las partículas virales 
V que habrá en «equilibrio» al cabo de los 500 días. La 
situación lleva a confirmar que una forma adecuada de 
controlar la infección es reduciendo γ.

Figura 1. Tamaño de las poblaciones del modelo 8 variando el parámetro η. El eje horizontal corresponde a los días de simulación, 
mientras que el eje vertical corresponde al número máximo de cada variable. Los valores usados para el parámetro son: 175,552 

(línea continua), 446,721 (puntos), 789,497 (guiones) y 1 155,907 (guiones y puntos).
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Problema de control óptimo mediante terapia antirre-
troviral 
Durante los últimos 20 años, el Panel on Antiretroviral Gui-
delines for Adults and Adolescents ha hecho cambios en las 
recomendaciones acerca de cuándo empezar la terapia 
basada en terapia clínica, datos de cohortes y opciones 
terapéuticas disponibles en el momento de cada revisión. 

De acuerdo al Panel, los ensayos controlados aportan evi-
dencia de que la aplicación de terapia en pacientes cuyo 
conteo de células T es menor a 350 células/mm3 resulta 
benéfico. El panel recomienda terapia para pacientes con 
conteo celular entre 350 y 500 células/mm3, mientras que 
para pacientes con un conteo sobre las 500 células/mm3, 
los miembros del Panel están divididos, así que el 50% fa-

Figura 2. Variación de los valores máximos ocasionados por el brote viral de las soluciones del modelo  
8 con respecto a los valores asumidos por el parámetro ρ en el intervalo [0,2.0×10-5 ]

Figura 3. Variación del equilibrio no trivial de las poblaciones del modelo 8 con respecto a los valores asumidos 
 por el parámetro γ en el intervalo [0,6.0×10-5 ]
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vorece el inicio de la terapia en las primeras etapas, mien-
tras que el otro 50% la considera opcional (20).

Defina u=u(t), con 0≤u(t)≤1, como un esquema de 
control basado en la combinación de terapias de Inhibi-
dores de Transcriptasa Inversa (ITI) e Inhibidores de Pro-
teasa (IP) con efectividades manipuladas mediante dosifi-
caciones, g1 y g2, respectivamente. El caso u=0 indica que 
la terapia no es aplicada y u=1 indica terapia completa. 
Teniendo en cuenta las conclusiones preliminares obte-
nidas a partir de las Figuras 1, 2 y 3, con respecto a la 
disminución de los parámetros η, ρ, β y γ, se propone el 
siguiente sistema, donde los controles han sido incorpo-
rados precisamente en los parámetros mencionados.

	  Ṗ=s - ρ(1-g1u)PV - mP 
	 Ṫr=σ - β (1-g1u)TrV - (μ+α)Tr		
	 Ṫℎ=αTr  - γ(1-g1u)TℎV - μTℎ

[9]	 Ṫl*=β(1-g1u)TrV - θT l *-μT l * 
	 Ṫ*=θT l *+ρ(1-g1u)PV+γ(1-g1u)Tℎ V - δT* 
	 Ṁ=λ - ψMTℎ - εM
	 Ṁ*=ψMTℎ - εM*

	 =(1-g2u)ηδT*- cV
	 V*=g2 uηδT* - cV*   

Sujeto a las condiciones iniciales necesarias para las si-
mulaciones. Adicionalmente, V*=V*(t) es la concentración 
promedio de partículas virales defectuosas producidas por 
el efecto de los IP. Se propuso una funcional de réditos que 
tiene en cuenta la población de células T colaboradoras Tℎ 
y las células activas citotóxicas inmunes M* para maximi-
zarlas al tiempo que se minimiza el costo de la aplicación 
del control. El funcional J está definido por la expresión;

[10]

Sujeto al sistema 9 y A1, A2 y A3 son valores de pondera-
ción. El objetivo consiste en encontrar una función óptima 
u*�Γ tal que J(u*)≥J(u), para todo u�Γ, donde Γ es el con-
junto de todas las posibles funciones de control, denomi-
nado conjunto de accesibilidad y está dada por:

Γ={u:u �L2([0,τ]), 0≤u≤1}

El uso del Principio del Máximo de Pontryagin permite 
obtener el siguiente resultado:

Proposición 4
Existe un control óptimo u*�Γ y las correspondientes so-
luciones del sistema 9 que maximizan J sobre Γ. Para que 
la aseveración anterior sea cierta, es necesario que existan 
funciones continuas Li tales que:

	 L1=- L1 (-ρ(1 - g1u)V - m)- L5 ρ(1 - g1u)V
	 L2=- L2 (-β(1 - g1u)V - μ - α)- L3 α - L4β(1- g1u)V
	 L3=- A1- L3(-γ(1- g1u)V - μ)- L5 γ(1- g1u)V+L6 ψM - L7 ψM
[11]	 L4=- L4 (- θ - μ)- L5 θ
	 L5=- L5 (- ϕM*- δ)- L8 (1- g2 u)ηδ - g2 uηδL9

	 L6=- L6 (-ψTℎ- ε)- L7 ψTℎ

	 L7=- A2+L5 ϕTs +L7 ε
	 L8=(1- g1u)(L1ρP+L2 βTr +L3γT ℎ- L4 βTr- L5 (ρP+γT ℎ))+L8c
	 L9=L9c

Con las condiciones de transversalidad Li(τ)=0, para 
i=1,…,9 y además

[12]	 u* (t)= max(0,min(ū,1) )

Donde

Los detalles de la metodología empleada pueden con-
sultarse en (21,22). Con los parámetros de la Tabla 1 se 
realizó la simulación del sistema 9 y la terapia óptima u* 

dada en 12, con lo que se obtienen las gráficas en línea 
continua gruesa de la Figura 4.

Estrategias sub-óptimas de terapia antirretroviral
La estrategia de control óptimo discutida previamente, 
correspondiente al perfil de control en línea continua 
gruesa mostrado en el último recuadro de la Figura 4, no 
puede ser aplicada en situaciones realistas. De hecho, la 
función u* determina la terapia que debería ser adminis-
trada cada día para obtener la efectividad requerida. De 
otro lado, tampoco es realista considerar que la terapia 
empieza en el tiempo t=0, correspondiendo al tiempo en 
el cual la infección inicia; se acepta que dependiendo de la 
condición inmunológica del paciente, se requieren apro-
ximadamente unos 100 días como mínimo, para que el 
diagnóstico sea posible con alguna prueba clínica. Aun-
que este diagnóstico podría hacerse mucho más tarde en 
la mayoría de los portadores, debido a que la infección 
es inicialmente asintomática. Por otro lado, la simulación 
del modelo 8 permitió observar que 100 días fueron su-
ficientes para que se presente infección (Figura 1). Este 
tiempo considerado previo al diagnóstico, conocido como 
periodo de ventana, es muy variable y depende de muchos 
factores. Para efectos de simulación se asumen 100 días 
como periodo de ventana.

En la Figura 4 se muestran conjuntamente cinco dife-
rentes estrategias de control, simuladas para 600 días con 
los valores de la Tabla 1. Tales estrategias son: no aplicar 
terapia (puntos), terapia óptima (línea continua gruesa), 
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terapia tardía cuyo inicio está sujeto al periodo de ven-
tana (guiones), interrupciones controladas de la terapia 
dependiendo del conteo de las células T (línea continua 
delgada) y finalmente, control constante definido como 
el promedio de la función u* sobre [0,τ], para τ=600 días 
(guiones y puntos). Las últimas tres estrategias, denomi-
nadas sub-óptimas, serán descritas a continuación.

Terapia tardía
Fueron considerados 100 días como el periodo de ven-
tana, después del cual, el virus puede ser detectado por 
algún ensayo clínico. Se asume que el control óptimo u* 
es usado justo después del diagnóstico, dando origen a la 
siguiente función de control sub-óptimo:

[13]

En la Figura 4 la terapia tardía corresponde a las líneas 
trazadas con guiones.

Interrupciones controladas de la terapia
La estrategia se basa en una de las recomendaciones de 
(19). Se considera que la terapia es obligatoria cuando el 
conteo de células T está por debajo de 500 células/mm3, 
y no se aplica terapia por arriba de este valor. Esto corres-
ponde a la función de control sub-óptimo:

[14]

donde τ varía cada dos meses desde el día 100 (periodo 
de ventana) hasta el día 600. Se asume que cada 60 días el 
paciente asiste a los servicios de salud para el conteo de cé-
lulas T y si la cantidad T h+Tr  es menor que 500, entonces 
la terapia es aplicada (19). En la Figura 4 se observa que 
después del diagnóstico, la terapia fue usada durante los 
días 100 a 160, lo que da lugar a la primera parte de la línea 
continua delgada (creciente). Este proceso continúa hasta 
que se alcanzan los 600 días, teniendo presente que el de-
crecimiento de la curva representa la ausencia de terapia y 
el crecimiento corresponde a su aplicación.

Control constante
Se considera la función de control sub-óptimo descrita 
por la función:

[15]

que corresponde al valor medio de la función u* sobre 
el intervalo [0,τ], de este modo, el control sub-óptimo ū3 
es un control constante. Con los parámetros de la Tabla 
1, se obtuvo la función de control óptima (línea continua 
gruesa) y calculado su valor medio en un intervalo de 600 
días, se obtuvo ū3=0.5342 (guiones  y puntos)( Figura 4).

Figura 4. Simulación de diferentes estrategias de control. No se aplica terapia (puntos), terapia óptima (línea continua gruesa), 
terapia tardía cuyo inicio está sujeto al periodo de ventana definida en 13 (guiones), interrupciones controladas de la terapia 
dependiendo del conteo de células T definida en 17 (línea continua delgada) y finalmente control constante definido como el 

promedio de la función de control óptima u^* sobre el intervalo [0,600] definida en 15 (guiones y puntos)
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Del modelo 8 se aprende que, teóricamente, la infección 
no se establece en el organismo, si el sistema inmune del 
individuo al momento de contacto con el virus está en un 
estado específico que satisface R0<1, y este hecho podría 
reflejar los casos donde las personas no han sido infecta-
das incluso después de varias exposiciones al virus. Si ese 
no es el caso, la infección prospera y entonces, la respues-
ta inmune celular es muy importante para determinar la 
evolución de la infección.

Del análisis de las estrategias de control se aprende que 
una vez el VIH infecta el cuerpo, la terapia óptima u* es 
la más efectiva estrategia para reducir la infección, ya que 
inhibe completamente la replicación viral durante el tiem-
po simulado, con un ligero aumento al final del periodo 
debido al cese de la terapia. En el caso del inicio tardío de 
la terapia se obtienen beneficios para el paciente, porque 
después del pico de infección se adquieren altos niveles 
de células T en reposo, células T colaboradoras, células 
presentadoras de antígenos y células activas citotóxicas. 
De la misma manera, la carga viral y las células infectadas 
(latentes y activas) son reducidas a bajos niveles.

De las interrupciones controladas de la terapia, se obser-
va un comportamiento oscilatorio no amortiguado alrede-
dor de la curva sin terapia, indicando que la condición del 
paciente será mejor o peor (en comparación con la ausencia 
de terapia) dependiendo del régimen seguido en los últi-
mos dos meses. Las interrupciones de la terapia parecen 
ser no recomendables, pero se deben hacer más estudios.

La estrategia sub-óptima dada por el valor medio de 
la función de control óptimo, ha demostrado ser una es-
trategia de control adecuada a través de la simulación 
del sistema 9 como un problema de control constante; 
a pesar de no ser óptima, es tan buena como la terapia 
óptima y como el inicio tardío de la terapia, durante los 
primeros 600 días.

La mejor estrategia que puede ser alcanzada a nivel 
inmunológico es aplicar control óptimo lo antes posible 
después de la infección (desde el momento del diagnós-
tico) para obtener el máximo beneficio. Sin embargo, re-
sulta evidente que con la estrategia del control óptimo 
promedio se obtienen resultados muy semejantes; por lo 
tanto, resulta más «práctico» mantener un esquema de 
terapia constante, que ajustarse al perfil propuesto por 
el control óptimo. Como es evidente, los médicos tienen 
que hacer las evaluaciones y consideraciones necesarias 
para diseñar esquemas de terapia de acuerdo a las condi-
ciones particulares del paciente 
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