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Resumen

Este trabajo tiene como propdsito hacer un anélisis desde el sentido estructural, de las respuestas de los
estudiantes de primer ingreso universitario, a las preguntas en las que se solicita directamente la factorizacion,
o requieren de alguna factorizacién para proseguir con el ejercicio y que fueron planteadas en la primera
prueba de un curso de matematica introductoria a nivel universitario. La investigacion es cualitativa con caracter
descriptivo y exploratorio, su disefio corresponde a un andlisis de contenido. Se realizé en 2019y la muestra
fueron estudiantes de primer ingreso, de dos de los grupos que componen la cétedra del curso matematica
general de la Universidad Nacional (UNA) en Costa Rica. Los resultados muestran que los estudiantes pueden
reconocer una estructura familiar en su forma mds simple, en expresiones que involucran factor coman, no asi
cuando deben elegir manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una estructura, en expresiones
que involucran dos o més métodos diferentes de factorizacién. Se concluye que la falta de sentido estructural
es lo que genera errores en los procedimientos de factorizacion, lo que hace suponer que la formacién de los
estudiantes es insuficiente, al tiempo que genera alerta, ya que es un conocimiento previo fundamental para
el avance exitoso en contenidos posteriores como las operaciones con fracciones algebraicas.

Palabras clave: sentido estructural; educacién matemética; estudiantes primer ingreso universitario;
matemética general; matematicas universitarias; algebra; factorizacién; expresiones algebraicas.

Abstract

This paper aimed to analyze, from a structural sense, the answers given by newly admitted university students
to questions, in which either direct factorization or some type of factorization was required to continue with the
exercise as part of the first test of an introductory college math course. This qualitative research had a descriptive
and exploratory approach with a content analysis design. The study was conducted in 2019 and the sample
included first-year university students from two groups from the General Mathematics courses at Universidad
Nacional (UNA), Costa Rica. Results show that students can recognize a familiar structure in its simplest form
in expressions that involve a common factor, but not when they have to choose appropriate manipulations
to make the best use of a structure in expressions involving two or more different methods of factoring. It
is concluded that their lack of structural sense is what generates errors in the factorization procedures. This
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suggests that student training is insufficient, which generates an alert since it is prior knowledge that is
fundamental to successfully advance in later contents such as operations with algebraic fractions.

Keywords: structural sense; mathematics education; first-year college students; general mathematics;
college mathematics; algebra; factoring; algebraic expressions.

Resumo

Este trabalho tem como objetivo fazer uma anélise a partir da nogao estrutural das respostas dos estudantes
universitarios do primeiro ano as preguntas que pedem diretamente a fatoracdo ou requerem alguma
fatoracdo para sequir com o exercicio, e que foram apresentadas na primeira prova de um curso de
matematica introdutéria de nivel universitario. A pesquisa é qualitativa descritiva e exploratéria, e seu
desenho corresponde a uma analise de contetdo. Foi realizada em 2019 e a amostra correspondeu a
estudantes do primeiro ano, de dois dos grupos que constituem a cadeira do curso matemética geral da
Universidade Nacional (UNA) na Costa Rica. Os resultados mostram que os estudantes podem reconhecer
uma estrutura familiar em sua formacao mais simples, em expressées envolvendo fator comum, ndo sendo
0 caso de quando devem escolher manipulacdes apropriadas para fazer o melhor uso de uma estrutura em
expressdes que contenham dois ou mais métodos diferentes de fatoracao. Conclui-se que a falta de nocdo
estrutural é o que causa erros nos processos de fatoracao, levando a supor que a formacéo dos estudantes
é insuficiente, o que gera um alerta, ja que é um conhecimento prévio fundamental para o avanco bem-
sucedido nos contetidos posteriores como as operacdes com fragdes algébricas.

Palavras-chave: nocdo estrutural; educacdo matemética; estudantes universitarios do primeiro ano;
matemética geral; matematica universitaria; algebra; fatoracdo; expressdes algébricas.

INTRODUCCION El algebra, entendida como el desarrollo

de habilidades para manipular letras y

En la formacién de una persona, la simbolos que pueden representar cosas

educacion tiene un papel relevante que con- diferentes y como construccion de ope-

lleva etapas que demandan responsabilida- raciones, expresiones o entidades abs-

des y compromisos. Un estudiante de primer tractas a través de relaciones bien defini-

ingreso universitario se dard cuenta de que das, ha sido considerada en los diversos
la transicién, de la educacion secundaria a curriculos de formas distintas. (p. 110)

la superior, le demandard, entre otras cosas,
habilidades y conocimientos previos para
llevar por buen camino sus estudios y, en el
caso de que su carrera le exija algin curso
de matematica basica, debera enfrentar que
el dlgebra, que en algin momento estudi6 en
secundaria, estd implicada en €l.

Socas, Camacho, Palarea y Hernan-
dez (1996) expresan:

Esta relevancia y diversidad también
ha generado dificultades y obstaculos cogni-
tivos en los estudiantes cuando se disponen
a aprender algebra, segiin dan cuenta gran
cantidad de estudios. En respuesta a las pre-
ocupaciones sobre la comprension y débil
preparacion de los estudiantes en esta area,
muchos son los esfuerzos recientes de inves-
tigacion y reforma en educacion matematica
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enfocados en el curriculo de dlgebra y su en-
sefianza (Nataraj y Thomas, 2016).

En secundaria, el aprendizaje de al-
gebra a menudo comprende generalizacion
de patrones, uso de incognitas, variables y
potenciacion, planteamiento de ecuaciones
y resolucion de estas. Los estudiantes son
conscientes de que el algebra involucra le-
tras, pero en investigaciones se evidencia
que muchos tienen muy poco conocimiento
de lo que significan las letras y la razon por
la cual se usan; también tienen dificultades
con el simbolismo algebraico, incluida la
notacién exponencial y muestran una falta
de comprension de los términos matemati-
cos basicos tales como resolver y evaluar
(Nataraj y Thomas, 2016). Esta situacion
se ve reflejada en el desempefio de los estu-
diantes de primer ingreso a la universidad,
donde los profesores que les imparten clases
identifican, en algunos casos, una clara de-
ficiencia de conceptos algebraicos basicos.

Por ejemplo, en 1993, Backhoff y
Tirado realizaron investigaciones relacio-
nadas con la enseflanza y aprendizaje del
algebra en niveles educativos superiores en
México, en las que indican que mas de la
mitad de los estudiantes universitarios par-
ticipantes tienen problemas con el dominio
de los conocimientos basicos de dlgebra que
se imparten en secundaria. Garcia, Segovia
y Lupiafiez (2014) revelan deficiencias en
el discernimiento para comprender el uso
y significado de las letras como incognitas
de valor especifico, nlimeros generalizados
y como variables; mencionan también que
pocos estudios se enfocan en mostrar que
las dificultades que tienen los estudiantes
en niveles inferiores persisten cuando estos
inician sus estudios universitarios.

Bolafios (2021) obtuvo resultados
similares en cuanto al uso y significado
de las letras: concluye que esos son los
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errores mas frecuentes que presentan los
estudiantes de primer curso universitario.
Ursini y Trigueros (2006) realizaron estu-
dios para evaluar el dominio del manejo de
la variable en estudiantes universitarios y
encontraron que los estudiantes no logran
una comprension aceptable y muestran di-
ficultad al trabajar con sus distintos usos,
carencias que no se toman en cuenta en los
niveles universitarios.

En uno de los primeros cursos de
matematica de la Universidad Nacional
(UNA) de Costa Rica, a saber MAT001
Matematica General, se ha evidenciado,
segun Castillo, Gamboa e Hidalgo (2020):
“que los conocimientos adquiridos en se-
cundaria no son suficientes para enfren-
tarse al curso de Matematica General” (p.
242); segun estos autores, esto se debe a
que en secundaria no se usa, de manera
adecuada, lo que se estudia, aparte de que
no se abarcan todos los contenidos. Si a
esto se agrega que en los recientes planes
implementados por el Ministerio de Edu-
cacion Publica (2012), en el tema de re-
laciones y algebra de noveno afio del ter-
cer ciclo de la educacion general basica,
es donde se desarrollan especificamente
algunos métodos de factorizacion (algo
similar ocurre en lo que respecta a las
operaciones con expresiones algebraicas
fraccionarias) que forman parte de lo que
se denomina sentido estructural (Hoch y
Dreyfus, 2004), entonces, para cuando
el estudiante de primer curso universita-
rio de matematica llega a retomarlos, son
como si los estudiara por primera vez.
Asi, este trabajo analiza el sentido estruc-
tural que tienen los estudiantes de primer
ingreso universitario en el caso concreto
de la Universidad Nacional en Costa Rica.
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MARCO TEORICO

El algebra y sus concepciones

Para Usiskin (1988), el algebra no es
facil de definir, comienza como el arte de
manipular sumas, productos y propiedades
de los nimeros, pero estas manipulaciones
pueden llevarse a cabo con letras, por lo
que el algebra escolar tiene que ver con la
comprension de “letras” (llamadas varia-
bles) y sus operaciones; de hecho el uso de
las letras para representar nimeros es una
caracteristica principal del algebra. Las va-
riables tienen muchas definiciones posibles,
referentes y simbolos, por lo que si se trata
de encajar la idea de variable en una sola
concepcion, la simplifica en exceso y a su
vez distorsiona los propositos del algebra.

Las diferentes concepciones del al-
gebra estan relacionadas con los diferentes
usos de las variables y este autor considera
las siguientes: el 4lgebra como aritmética
generalizada, el algebra como estudio de
procedimientos para resolver ciertos tipos
de problemas, el algebra como estudio de
relaciones entre cantidades, argumentos y
parametros y el algebra como estudio de
estructuras; aqui la variable es poco mas
que un simbolo arbitrario, donde se quiere
que los estudiantes tengan los referentes
(generalmente ntimeros reales) para varia-
bles, pero también que puedan operar con
las variables sin tener que ir siempre al ni-
vel del referente; ejemplos de ello pueden
ser las factorizaciones y la verificacion de
identidades. Estas concepciones permiten,
entre otros aspectos, evidenciar la importan-
cia que tiene esta area de la matematica en
los curriculos escolares, la cual no ha esta-
do exenta de dificultades para una cantidad
considerable de estudiantes.
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Dificultades en la ensefianza-apren-
dizaje del algebra

Retomando a Usiskin (1988) y la
concepcion del algebra como el estudio de
estructuras, este autor recurre al ejemplo
de factorizar 3x> + 4ax — 132a? para indi-
car que en este tipo de representaciones no
existe un patron aritmético a generalizar ni
hay ninguna ecuacion que resolver, por lo
que la variable no esta actuando como una
incognita, no existe una funcion o relacion
y tampoco la variable es un argumento; por
lo que, si un estudiante se enfrenta a expre-
siones de este tipo cuando no ha compren-
dido ni construido expresiones algebraicas,
entonces tiene problemas para poder com-
prender lo que se le solicita.

Socas et al. (1996) mencionan dificul-
tades propias de la naturaleza del tema al-
gebraico, dificultades que se atribuyen a los
procesos del desarrollo cognitivo de los estu-
diantes, dificultades que se deben al curricu-
lo, organizacion de lecciones y métodos de
ensefianza y las que surgen de las actitudes
afectivas y no racionales hacia el algebra.

Por su parte, Castro (2012) sefia-
la que las dificultades y obstaculos en el
aprendizaje del algebra pueden ser clasi-
ficadas en tres tipos: intrinsecas al objeto,
inherentes al propio sujeto y otras que tal
vez son involuntarias y corresponden a las
técnicas de enseflanza; expresa que pese a
la gran cantidad de trabajos de investiga-
cion en torno al algebra escolar, las dificul-
tades continuan, por lo que hay que seguir
indagando para comprender como los es-
tudiantes construyen conceptos, aprenden
procedimientos complejos y sobre como
lograr ideas algebraicas accesibles a es-
tos, de manera que el algebra propicie un
mayor rendimiento académico en lugar del
filtro que supone esta provocando.
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Booth (1988) indica “que las difi-
cultades de los estudiantes en algebra, son
heredadas de su conocimiento aritmético
y se deben en parte a su falta de compren-
sion de diversas nociones estructurales en
la aritmética” (citado por Vega, 2010, p.
24). Booth afirma que el estudiante llega a
cometer errores en el uso de las letras en
algebra, porque interpreta las letras con
valores especificos y sin posibilidad de
que representen distintos valores; ademas
agrega que hay estudiantes que no hacen
la distincidon cuando las letras representan
valores de nimeros, medidas de objetos y
cuando representan medidas o valores por
si mismos y que las interpretan como eti-
quetas, usandolas como iniciales de los ob-
jetos representados, por ejemplo: utilizar la
letra “m” para manzanas, la letra “e” para
estudiantes. Booth también sefiala errores
en el uso de los signos de agrupacion, ya
que muchas veces son ignorados por parte
de los estudiantes, al considerarlos innece-
sarios (citado por Garcia, 2016, pp. 37-39).

Kiichemann (1978) “menciona que
un estudiante de algebra no muy diestro
para el manejo algebraico, frecuentemente
adjudica un valor a la letra, ya que no pue-
de aceptar (o entender) que es un elemen-
to desconocido, cuando se presenta en una
ecuacion algebraica” (citado por Garcia,
2016, p. 106). Kiichemann (1981) concluye
que generalmente en algebra y en otros to-
picos investigados, los estudiantes abordan
los problemas matematicos con métodos
que tienen poco o nada que ver con lo que
se les ha ensefado; lo cual puede ser porque
la ensefianza de la matemadtica a menudo es
vista como una introduccién hacia las reglas
y los procedimientos, los cuales, aunque po-
tentes y atractivos para los profesores, a me-
nudo son vistos por los nifios como carentes
de significado.
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En Hoch (2003) se menciona que mu-
chos estudiantes, incluso los mas sobresa-
lientes, tienen dificultades con las técnicas
basicas del algebra, transformaciones de ex-
presiones (expansion o factorizacidon) y en
la solucion de ecuaciones.

Considerando estas dificultades y la
concepcion del dlgebra como el estudio de
estructuras, se analiza el sentido estructural
que muestran los estudiantes de primer in-
greso a la Universidad Nacional, en el curso
de matematica general.

La estructura y el sentido
estructural

Estructura en matematicas se refiere a
una entidad que se compone de partes, donde
hay conexiones o relaciones entre estas (Hoch
y Dreyfus, 2004). Para Castro, Cafiadas y del
Rio (2018), las expresiones aritméticas, como
algebraicas, presentan una estructura que tie-
ne que ver con los términos que integran esas
expresiones, con los signos que los relacionan,
el orden de las distintas operaciones y las re-
laciones entre sus elementos. Como ejemplo
de estructuras algebraicas estan las fracciones
algebraicas y las ecuaciones cuadraticas; estas
estructuras tienen la posibilidad de permitir
cambios o trasformaciones que proporcio-
nan una expresion equivalente a la original y
pueden presentar la misma estructura externa
(forma o apariencia de la expresion) o interna
(relaciones y conexiones entre las cantidades
y las operaciones). En Vega (2013), se men-
cionan estos ejemplos:

a)(x+3)% b)x2+9+6x; c)(Bx+6)
d)x>+9x-3x+10-1

Donde a), b) y d) tienen la misma
estructura interna pero diferente estructura
externa, mientras que la a) y la ¢) presentan
la misma estructura externa pero no interna.
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El sentido estructural se ha definido
y estudiado en varios trabajos que descri-
ben dificultades de los estudiantes en la
aplicacion de los conocimientos en un con-
texto algebraico. Por ejemplo, Linchevs-
ki y Livneh (1999) utilizaron por primera
vez el término sentido de la estructura al
describir las dificultades de los estudiantes
para utilizar el conocimiento de las estruc-
turas aritméticas, en las etapas iniciales del
aprendizaje del algebra. Livneh y Linche-
vski (2007) llegan a resultados que apoyan

—en cierta medida—la hipdtesis de que la
ensefanza de la aritmética para los propd-
sitos algebraicos puede evitar ciertos erro-
res estructurales en los estudiantes que se
inician en el algebra

Hoch y Dreyfus (2004) mencionan
que el sentido de la estructura es un con-
junto de habilidades que incluyen la capa-
cidad de: 1) ver una expresion algebraica o
frase como una entidad, 2) reconocer una
expresion algebraica o frase como una es-
tructura previamente conocida, 3) dividir
una entidad en subestructuras, reconocer
conexiones mutuas entre estructuras, asi
como 4) manipulaciones que sean posibles
y utiles de realizar. Hoch y Dreyfus (2006)
indican que el sentido estructural se utiliza
para analizar el uso de técnicas algebraicas
previamente aprendidas de los estudiantes.
Vega (2010) también seniala que parte del
sentido estructural es saber discernir qué
interpretacion es mas pertinente de acuer-
do con el contexto.

También hay investigaciones cuyos
resultados muestran deficiencias en cuanto
a la falta de sentido estructural se refiere.
Por ejemplo, en los resultados de las inves-
tigaciones de Novotna y Hoch (2008) se
aprecian similitudes en cuanto a los concep-
tos y obstaculos, tanto en el nivel de secun-
daria como en la universidad, pese a ser de
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nacionalidades distintas. Novotna, Stehliko-
vay Hoch (2006) sefialan que hay una insu-
ficiente estructura e interpretacion en térmi-
nos de varias etapas del sentido estructural,
por lo que, si se atribuyen dificultades de los
estudiantes a su falta de sentido estructural,
se debe focalizar en el desarrollo de este.
Hoch y Dreyfus (2006) manifiestan que los
estudiantes que tienen mayor capacidad,
que estan aprendiendo matematicas en un
nivel intermedio o avanzado en las escuelas
secundarias israelies y han demostrado ha-
bilidad en el uso de técnicas algebraicas, a
menudo tienen dificultades para aplicar es-
tas técnicas en contextos desconocidos; por
ejemplo, se ha observado que algunos estu-
diantes muestran dificultad para la solucion
de la ecuacion 3cos? x—2cosx = 1, a pesar de
que pueden resolver facilmente 3x* — 2x =1
(ecuaciones que poseen la misma estructura
cuadratica) dificultad que se le atribuye a la
falta de sentido de la estructura.

La caracterizacion operacional de
sentido estructural que proponen Hoch y
Dreyfus (2006) para identificar si estudiante
muestra el sentido de la estructura (SS) en
el contexto de una tarea algebraica, se deter-
mina si este puede:

1. [SS1] Reconocer una estructura fami-
liar en su forma mas simple.

2. [SS2] Tratar con un término compues-
to como una sola entidad y reconocer
una estructura familiar en una forma
mas compleja.

3. [SS3] Elegir las manipulaciones apro-
piadas para hacer el mejor uso de una
estructura.

Estos autores muestran ejemplos para
estos descriptores que estan relacionados con
la expresion a’ —b?. Vega (2010) los explica, de
la siguiente manera, en la tarea de factorizar:
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81 — x?, reconocer esta expresion como
una diferencia de cuadrados e identificar
los factores, corresponderia a SS1.

x —3)* — (x + 3)4 tratar (x — 3)’ y
(x +3)? como una sola entidad, reconocer
la diferencia de cuadrados y los factores
correspondientes, corresponderia a SS2.

24x°y* — 15028, extraer factor comun
para obtener 6 (4x%y* — 252%) y apreciar
la diferencia de cuadrados, tratar 2x°y? y
5z* como entidades simples y reconocer
la diferencia de cuadrados de estas enti-
dades, corresponderia a SS3.

Vega (2013) presenta mas descrip-
tores clasificados segun impliquen o no
transformaciones o construccioén de expre-
siones, a saber: los que no implican trans-
formar, modificar ni construir expresiones,
los que implican construir expresiones (to-
tal o parcialmente), aquellos que implican
modificar expresiones, los que implican
transformar (transformar implica conser-
var la estructura interna) y otros, mas en
general, como leer expresiones algebraicas
o bien escribirlas. A continuacién se men-
cionan los descriptores de Vega, que con-
llevan transformaciones (transformar im-
plica conservar la estructura interna) y que
fueron considerados en este trabajo:

K. Identificar subestructuras dentro
de una expresion y tratarlas como una
sola entidad al transformar por ejem-
plo la expresion (x + 2)x + 5(x + 2) en
(x+2)(x+5).

L. Transformar la estructura externa de
una expresion sin afectar su estructura
interna; por ejemplo, expresar x* — 14x?
+ 49 como (x* — 7).
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METODOLOGIA

Esta es una investigacion cualitativa
con caracter descriptivo y exploratorio, di-
rigida a analizar el sentido estructural que
utilizan los estudiantes de primer ingreso a
la universidad; su disefo (método) corres-
ponde a un analisis de contenido.

Para Rico (2013),

El analisis de contenido se ha venido
utilizando en Educacién Matematica,
como un método para establecer y estu-
diar la diversidad de significados esco-
lares de los conceptos y procedimientos
de las matematicas que aparecen en un
texto (discurso del profesor, textos y
producciones escolares). (p. 18)

En lo que respecta al curso MAT001
Matematica General, es uno de los prime-
ros cursos universitarios que se imparten en
la Universidad Nacional (UNA) en Costa
Rica. En este curso (de manera aproxima-
da) se dedican 3 semanas al desarrollo de
los métodos de factorizacién y operacio-
nes con fracciones algebraicas, 2 semanas
al tema de ecuaciones y una semana para
inecuaciones; contenidos que son evaluados
en el primer examen y cuyos resultados son
deficientes, segun se aprecia en la Tabla 1.

La muestra de este trabajo se consti-
tuyo por estudiantes de primer ingreso de
dos de los grupos que componen la catedra
de Matematica General. Los grupos no se
escogieron al azar, sino que fueron selec-
cionados de acuerdo con la disponibilidad
de profesores para colaborar con la inves-
tigacion; de estos grupos se logré recolec-
tar 44 pruebas realizadas por estudiantes de
primer ingreso universitario.

En la Tabla 1 se incluyen resultados
de los ultimos cinco ciclos lectivos (un
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ciclo contiene 16 semanas de clases); se
puede observar que la cantidad de estu-
diantes que aprueba el primer examen es
bastante deficiente, asi como la promocion
del curso en general.

El instrumento aplicado fue la prime-
ra prueba del curso MAT001correspondien-
te al primer ciclo 2019, la cual incluye:

. Factorizacion de polinomios: por fac-
tor comun, agrupamiento, diferencia de
cuadrados, inspeccion, formula general,
féormulas de cubos, formulas notables,
teorema del factor, completacion de
cuadrados y combinacion de métodos.

. Simplificacion de expresiones alge-
braicas. Operaciones con fracciones
algebraicas: suma, resta, multiplica-
cion y division. Fracciones complejas.

. Ecuaciones y problemas de aplicacion.

Se analizan las respuestas que compe-
ten a las preguntas en las cuales se solicita
directamente la factorizacion, o bien requie-
ren de alguna factorizacion para proseguir
con la operacion, como en el caso de las
operaciones con fracciones algebraicas:

1. Factorizar completamente la siguiente ex-
presion algebraica x*H* — b* + 4 — 4x°.

Tablal. Porcentajes de aprobacion de los ultimos cinco

ciclos lectivos
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2. Efectuar las siguientes operaciones con
fracciones algebraicas y simplificar al
maximo el resultado

a) X 3
4x2-16x+15 2x2-5x

x*+x x3-x2+x
b) -

4x2-12x+9 4x—6

En el caso de la pregunta 2 inciso a), se
analiza solamente las factorizaciones corres-
pondientes a los denominadores, ya que son
necesarias para determinar el minimo denomi-
nador comtin y en la 2 inciso b) las factorizacio-
nes de las respectivas fracciones algebraicas.

La prueba se aplicod el 23 de marzo
de 2019, en la Universidad Nacional. Los
estudiantes la resolvieron bajo la observa-
cion de uno de los profesores que tiene a
cargo uno de los grupos y también colabor6
un asistente para el otro grupo. A los estu-
diantes no se les indico que tres de las cinco
preguntas iban a ser objeto de andlisis, ya
que no se consider6 necesario al tratarse de
una prueba oficial del curso. Para interpretar
los resultados del analisis de contenido, se
utilizan frecuencias (absolutas o relativas).

ANALISIS Y RESULTADOS

Al resolver las operaciones, los estu-
diantes realizan procedimientos correctos o
incorrectos, por lo que para
detallarlos, siguiendo la no-
tacion empleada por Vega

Ciclos Porcentaje de Porcentaje de aprobacion . g , 1

lectivos aprobaciéon I Examen curso MAT001 (20_10)’ se indica el CO(%lgO i
12017 24.87% 32.35% PCi que denota: # el nimero
112017 37.48% 37.58% del ejercicio que se esta anali-
12018 27.98% 38.08% zando (1, 2a o 2b), PC el pro-
I12018* 32.65% 21.99% cedimiento correcto y la i el
12019%* 20.34% 55.24%

Nota: Fuente Comision cursos de servicio (2019)
*Faltaron los datos de 6 grupos.

**Faltaron los datos de un grupo.

En ambos casos no se logré obtener la informacion.

numero de procedimiento rea-
lizado, por ejemplo 1 PC2 se
refiere al ejercicio 1 procedi-
miento correcto nimero 2. Se
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agrega una I al final (# PCi I) si el estudiante
interrumpe un procedimiento correcto y en el
caso de que el estudiante inicia con un proce-
dimiento correcto, pero luego se equivoca, o
bien no realiza el procedimiento (porque no
obtiene la expresion necesaria para proseguir)
se le coloca una E al final, o sea #PCi E. Se
aclara que, para efectos de este trabajo, una es-
trategia es el conjunto de procedimientos que
llevan a la solucion y los procedimientos son
los pasos que conlleva la solucion.

Ademéas, los descriptores de Hoch
y Dreyfus (2006) y los de Vega (2013) se
ajustaron de la siguiente manera:

881 Reconocer una estructura familiar
en su forma mas simple, a aquellas expre-
siones algebraicas que involucran solo el
método de factorizacion por factor comun.

882 Tratar con un término compuesto
como una sola entidad y reconocer una
estructura familiar en una forma mads
compleja, a aquellas expresiones que
contemplan un método de factorizacion,
ya sea por factor comun del tipo que se
menciona en el descriptor K de Vega
(2013) o bien por inspeccion para los
casos de trinomios cuadraticos, en don-
de también se incluyen aquellos que son
cuadrados perfectos, del tipo menciona-
do en el descriptor L de Vega (2013).

883 Elegir las manipulaciones apro-
piadas para hacer el mejor uso de una
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estructura, a aquellas expresiones que
involucran dos o mas métodos diferen-
tes de factorizacion

Procedimientos utilizados en la pre-
gunta #1

En esta pregunta se le solicita al es-
tudiante factorizar completamente la ex-
presion algebraica x*°h* — b* + 4 — 4 x*. Se
identificaron cinco procedimientos correc-
tos (ver Tabla 2).

Se determinaron un total de 90 pro-
cedimientos correctos distribuidos de la si-
guiente manera: 39 agruparon los términos,
25 factorizaron cada grupo por factor comun,
15 realizaron la factorizacioén por factor co-
mun (descriptor K de Vega), 8 factorizaron
la diferencia de cuadrados y 3 la diferencia
de cubos. Un ejemplo de estrategia realizada
por un estudiante, se refleja en la Figura 1.

i) P S S S ST {E

ETC 3 o (4% 2

o Lo 47T 2)
b (o) -4 (-T12)

_fl
|
r
L T GO 5

Figura 1. Estrategia correcta

Se determinaron en total 82 errores
distribuidos de la siguiente manera: 14 en la

Tabla 2. Procedimientos correctos implicados en la pregunta #1 (39 examenes analizados)

Cédigo Descripcién

Ejemplo

1PC1 Define los grupos

(b — ) + (4 — 4x%)

1PC2 Factoriza cada grupo (con el método factor comiin) (3 —1)+4(1 -x%)

(P —1)—-4(-1 +X)
1PC3 Aplica la factorizacion por factor comun (descriptor K de Vega) — (x*—1) (b*—4)
1PC4 Factoriza la diferencia de cuadrados P—4=0b-2)(b+2)
1PC5 Factoriza la diferencia de cubos X-l=x-1@E*+tx+1)

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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factorizacion de alguno de los grupos o am-
bos, 24 con errores en la factorizacion por fac-
tor comun (descriptor K de Vega), 20 presen-
taron errores en el proceso de factorizacion de
la diferencia de cuadrados y 24 con errores en
el proceso de factorizacion de la diferencia de
cubos. En lo que respecta a la no conclusion
del proceso de factorizacion o interrupcion de
las factorizaciones de diferencia de cuadrados
o de cubos se obtuvo un total de 23 estudian-
tes, 11 y 12, respectivamente.

Algunas estrategias con errores reali-
zados por los estudiantes se representan en
las figuras 2 y 3.

£) U Ay u-yy®

= GOL b N M- uxt)
= 244 Cx)
=12(x%) - Ul(xa)
LGN

Figura 2. Estrategia con error (1 PC2 E)

ey veaoae
_._.'(3(3})22__ \"):L\* (L\' L_‘XE)\

2B x® - )+ (A -2,3)

- b x>-4)-4{x3
=( -4 peaty

Figura 3. Estrategia con error (1 PC3 E)

No se consideraron 5 pruebas debido
a que no realizaron ningun procedimiento
correcto desde el inicio del ejercicio, por lo
que se analizaron 39 exdmenes. Es relevante
mencionar que solamente 3 estudiantes lo-
graron la factorizacion completa y de forma
exitosa de este ejercicio, el resto o sea 36
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estudiantes presentaron errores en algunos
de los procedimientos, o bien no concluye-
ron o interrumpieron algin procedimiento.

Procedimientos utilizados en la pre-
gunta #2a)

En esta pregunta se le solicita al estudian-
te efectuar la operacion y simplificar al maximo
x 3

el resultado de — . Como
4x2—-16x+15 2x2-5x

se menciond, en esta pregunta se analizan so-
lamente las factorizaciones correspondientes a
los denominadores, ya que son necesarias para
determinar el minimo denominador comun y
para proseguir con el resto de la operacion. Se
consider6 oportuno contabilizar, ademas de la
factorizacion del trinomio por inspeccion, la
que hacen los estudiantes con la calculadora,
ya que, si bien este instrumento no esta disefia-
do para factorizar, los estudiantes la usan con
ese fin porque en secundaria, o bien en clases
particulares, les han ensefiado a manipularla y
es claro que esto no requiere esfuerzo cognitivo
como si lo requiere el método por inspeccion.
Los procedimientos correctos utilizados por los
estudiantes para factorizar los denominadores
se indican en la Tabla 3.

Tabla 3. Procedimientos correctos
implicados en la pregunta #2a) (35
examenes analizados)

Caodigo Descripcion Ejemplo
2a)PC1 Factoriza por 4x>—16x+ 15
inspeccion (esto 2x -5
se evidencia en los 2x -3
procedimientos) 2x-3)(2x-9)

47— 16x + 15
(2x—5) (2x—3)

2a)PC2 Utiliza la
calculadora para
“factorizar” (no
hay evidencia
de ningun
procedimiento)

2a)PC3 Factoriza por
factor comun

2x2—5x=x (2x—5)

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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En la factorizacion del primer deno-
minador se obtuvieron: 20 estrategias co-
rrectas realizadas aplicando inspeccion, 3
probablemente con ayuda de la calculadora,
porque no hay evidencia del proceso. Se de-
tectaron un total de 11 errores y un estudian-
te que no realizo la operacion.

En la factorizacion del segundo de-
nominador se encontraron 25 estrategias
correctas realizadas aplicando el método de
factor comtn. Se determinaron en total 4
errores y 6 estudiantes que no realizaron la
respectiva factorizacion.

Ejemplos con errores de los estudian-
tes, se representan en las Figuras 4 y 5.
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lograron factorizar acertadamente el primer
denominador, pero 12 presentaron errores
en algunos de los procedimientos, o bien
no realizaron procedimiento alguno en la
factorizacion; con respecto al segundo de-
nominador, 25 factorizaron bien, pero 10
estudiantes presentaron errores en algunos
de los procedimientos, o bien no realizaron
procedimiento alguno.

Procedimientos utilizados en la pre-
gunta #2b)

En esta pregunta también se le so-
licita al estudiante efectuar la operacion
y simplificar al maximo el resultado de

x*+x x3-x%+x

2. a x
R e T
| Jx’ e —"-2?
o DT e
\_______._-—"
S5 -10x4 bx - 16x
G(2xe3) (2x+5)

Figura 4. Estrategia con error en el 1
denominador (2a) PC1 E)

) 2
+1S olx'L“S)(

{0y =x)( 3% +5%)

Figura 5. Estrategia con error en el 2do.
denominador (2a) PC3 E).

En este caso no se consideraron 9
pruebas, debido a que no realizaron nin-
gun procedimiento correcto para factorizar
los denominadores, lo que llevo a analizar
35 exdmenes. En general, 23 estudiantes

e . Con respecto a la fac-
4x2-12x+9 4x—6

torizacion de la primera fraccion se detecta-
ron 4 procedimientos correctos (ver Tabla 4).

Tabla 4. Procedimientos correctos
empleados en la pregunta #2b) (34
examenes analizados)

Caodigo Descripcion Ejemplo

2b)PC1 Factoriza por X*+x=x(x*+1)
factor comun

2b)PC2 Factorizalasuma x¥*+1=(x+1)(x2-x+1)
de cubos

2b)PC3 Reconoce que 432 —12x+9
el trinomio 2x -3
corresponde a la 2x -3
I formula notable (2x —3) (2x —3) = (2x — 3)?
(descriptor L de
Vega), o bien

aplica el método
de inspeccion
2b)PC4 Utiliza la
calculadora para
“factorizar” (no
hay evidencia
de ningin
procedimiento)

42— 12x+9
(2x-3)(2x-3)

Nota: Fuente propia de la investigacion.

En la factorizacién del numerador
se obtuvo un total de 17 estrategias co-
rrectas, a saber: 12 estudiantes aplicaron
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de manera correcta la factorizacion por
factor comun, pero solo 5 estudiantes de-
sarrollaron exitosamente la factorizacion
de la suma de cubos. Para el caso del de-
nominador, se detectaron 23 procedimien-
tos buenos: 11 estudiantes reconocieron
el trinomio cuadrado perfecto (II formula
notable), o bien aplicaron el método de
inspeccion y 12 lo factorizaron probable-
mente con ayuda de la calculadora, por-
que no hay evidencia del procedimiento.
Un ejemplo de estrategia de un estudiante
se muestra en la Figura 6.

L SRR ,,—'..‘ b VR k_'l e e
L X x Xiﬁ"‘i("‘\-x Bihiteth i
Al -vend o “R-(,
8 Sl e -\
’ sy
o N 4 e T : TR
ot a3 MR e
Ll (R ey
ot om0 2Gu oty
Cr-3ylzw-ady - TN

Figura 6. Estrategia correcta

En lo que compete a errores, en el nu-
merador se detectaron 35 procedimientos
con errores: 22 en el método de factor co-
mun y 13 en la suma de cubos e interrum-
pieron el proceso de factorizacion de dife-
rencia de cubos un total de 16 estudiantes.
Con errores en la factorizacion del deno-
minador se contabilizaron 8 estudiantes y 3
que interrumpieron el proceso. No se consi-
deraron 10 pruebas, debido a que no reali-
zaron ningun procedimiento correcto en la
factorizacion de esta primera fraccion, por
lo que se analizaron 34 examenes.

En la segunda fraccion se determi-
naron dos procedimientos correctos (ver
Tabla 5).
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Tabla 5. Procedimiento correcto empleado
en la pregunta #2b) (33 examenes

analizados)
Cédigo Descripcién Ejemplo
2b)PC5 Factoriza por X=xX+x=x@-x+1)
factor comun
2b)PC6 Factoriza por 4x—6=2(12x-3)

factor comun

Nota: Fuente propia de la investigacion.

En esta factorizacién se obtuvo que
13 estudiantes aplicaron de manera correcta
la factorizacién en el numerador y con erro-
res se contabilizaron 20. En el caso del de-
nominador de esta fraccion, 11 estudiantes
desarrollaron exitosamente la factorizacion,
pero 22 presentaron errores.

En las Figuras 7y 8 se presentan estra-
tegias con errores, realizadas por estudian-
tes. No se consideraron 11 pruebas, debido
a que no realizaron ningun procedimiento
correcto en esta segunda fraccion.

¥, STTEAL ' ' ' ' ' '
49 3 2

R T Y <

T £q Bx -b
[xCxa) B ) v -
b e /
Vo |

Figura 7. Estrategia con error en los
numeradores (2b) PC1 E) y (2b) PC5 E).

o () K—*’_’S'\)(Q—Wi:;’;)'
| (2 xxz) (G5 e e

|= X:'* d

Figura 8. Estrategia con error en los

denominadores (2b) PC3 E) y (2b) PC6 E).
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En general, en la primera fraccion
17 estudiantes lograron factorizar correcta-
mente el numerador y 23 el denominador;
en la segunda fraccion fueron 13 y 11 es-
tudiantes los que lograron factorizar ade-
cuadamente el numerador y denominador
respectivamente; con lo que se sigue evi-
denciando, en estos, la ausencia del sentido
de la estructura.

En la Tabla 6 se presenta un resumen
de los procedimientos empleados por los es-
tudiantes en los ejercicios objeto de analisis,
junto con la cantidad que los manifiesta.

De los datos anteriores se puede ob-
servar que en la pregunta #1, la mayoria
de estudiantes determina los grupos ade-
cuadamente para avanzar con los procedi-
mientos que corresponden a la factoriza-
cion por agrupamiento, pero conforme se
avanza con los procedimientos que implica
este método, la cantidad de estudiantes que
los realizan de manera correcta, disminu-
ye considerablemente. En la pregunta #2a)
se aprecia que en promedio la mitad de los
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estudiantes realiza correctamente la fac-
torizacion del trinomio y del binomio que
corresponden a los denominadores de cada
fraccion. En la #2b) son pocos los que tie-
nen éxito en las factorizaciones de las ex-
presiones que componen cada una de las
fracciones. En general, se puede argumen-
tar que la falta de sentido estructural es la
que genera errores en los procedimientos
que se registraron anteriormente.

Relacion de los procedimientos del
ejercicio #1 x*b* — b* + 4 — 4x° con los
descriptores

1 PCI (x*b*—b*)+ (4-4x)y 1 PC2
b (F—1)+4(1 —x°) = b (x*— 1) — 4(—1 +x):

Se relacionan con el descriptor SS1,
porque el estudiante reconoce una estructu-
ra familiar en su forma mas simple, en la
que la expresion involucra factorizacion por
factor comun.

1 PC3 (x*— 1) (b*— 4): se relaciona
con el descriptor SS2, porque el estudiante

Tabla 6. Resumen de procedimientos y cantidad de estudiantes

Procedimiento correcto

Procedimiento correcto con error (o no

Procedimiento correcto

realizacion del proceso, pues no obtiene interrumpido
la expresion necesaria)
Cédigo N.° de Cédigo N.° de estudiantes Cédigo N.° de
estudiantes estudiantes
1PCI 39 - - - -
1PC2 25 1PC2E 14 - -
1 PC3 15 1PC3E 24 - -
1PC4 8 1PC4E 20 1PC41 11
1 PC5 3 1PCSE 24 1PC51 12
2a) PC1 20 2a) PCIE 12 - -
2a) PC2 3 - - - -
2a) PC3 25 2a) PC3E 10 - -
2b) PC1 12 2b) PC1 E 22 - -
2b) PC2 5 2b) PC2E 13 2b) PC21 16
2b) PC3 11 2b) PC3 E 8 2b) PC31 3
2b) PC4 12 - - - -
2b) PC5 13 2b) PCS E 20 - -
2b) PC6 11 2b) PC6 E 22 - -

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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trata con un término compuesto como una
sola entidad y reconoce una estructura fa-
miliar en una forma mas compleja, donde la
expresion contempla el método de factori-
zacion de factor comun del descriptor K de
Vega (2013).

1PC4b°-4=(0b-2)(b+2)y1PC5
xX*—1=(x-1)(x*+x+1): serelacionan
con el descriptor SS3, porque el estudiante
debe elegir las manipulaciones apropiadas
para hacer el mejor uso de una estructura,
ya que esta expresion involucra dos méto-
dos diferentes de factorizacion.

En la Tabla 7 se indican los descripto-
res y la cantidad de estudiantes que los puso
de manifiesto.

Tabla 7. Descriptores y cantidad de
estudiantes

Procedimientos Descriptor Cantidad de
estudiantes
1PCI SS1 39
1PC2 SS1 25
1PC3 SS2 15
1PC4 SS3 8
1 PC5 SS3 3

Nota: Fuente propia de la investigacion.

Se puede apreciar que mas de la mitad
de estudiantes reconoce una estructura fa-
miliar en su forma mas simple (SS1); pero
la cantidad que logra tratar con un término
compuesto como una sola entidad y reco-
nocer una estructura familiar en una forma
mas compleja (SS2), es inferior. Mas aun
cuando se trata de elegir manipulaciones
apropiadas para hacer el mejor uso de una
estructura, en expresiones que involucran
dos o mas métodos diferentes de factoriza-
cion (SS3) los estudiantes, en su mayoria,
no logran resolverlo.
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Relacion de los procedimientos del

L 3
ejercicio #2a) = -
4x2-16x+15 2x2-5x

con los descriptores

2a) PC1 y 2a) PC2 4x* — 16x + 15 =
(2x—3) (2x—5): se relacionan con el descrip-
tor SS2, porque el estudiante trata con un tér-
mino compuesto como una sola entidad y re-
conoce una estructura familiar en una forma
mas compleja, donde la expresion contempla
el método de factorizacion por inspeccion
para los casos de trinomios cuadraticos.

2a) PC3 2x* — 5x = x (2x — 5): se re-
laciona con el descriptor SS1, porque el es-
tudiante reconoce una estructura familiar en
su forma mas simple, en la que la expresion
involucra factorizacién por factor comun.
En la Tabla 8 se detallan los descriptores.

Tabla 8. Descriptores y cantidad de
estudiantes

Procedimientos Descriptor Cantidad de
estudiantes
2a) PCI SS2 20
2a) PC2 SS2 3
2a) PC3 SS1 25

Nota: Fuente propia de la investigacion.

En la factorizacion del primer de-
nominador se aprecia que casi la mitad de
los estudiantes puede tratar con un término
compuesto como una sola entidad y recono-
ce una estructura familiar en una forma mas
compleja (SS2). Fueron muy pocos los es-
tudiantes que utilizaron la calculadora como
apoyo en este tipo de ejercicio. Respecto al
segundo denominador, mas de la mitad de
los estudiantes reconoce una estructura fa-
miliar en su forma mas simple (SS1).
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Relacion de los procedimientos del

xt+x L xX3-xt+x
x2-12x+9 = 4x—6

con los descriptores

ejercicio #2b) 5

2b) PCI x* +x=x (x*+ 1)y 2b) PC2
x*+1=(x+ 1) (x> —x + 1): se relacionan
con el descriptor SS3, porque el estudiante
debe elegir las manipulaciones apropiadas
para hacer el mejor uso de una estructura,
en particular esta expresion involucra dos
métodos diferentes de factorizacion.

2b) PC3 y 2b) PC4 4x* — 12x + 9 =
(2x — 3) (2x — 3) = (2x — 3)*: se relacionan
con el descriptor SS2, porque el estudiante
trata con un término compuesto como una
sola entidad y reconoce una estructura fa-
miliar en una forma mas compleja, donde la
expresion contempla el método de factori-
zacion por inspeccion para los casos de tri-
nomios cuadraticos donde también se inclu-
yen aquellos que son cuadrados perfectos,
del tipo mencionado en el descriptor L de
Vega (2013).

2b) PC5x° —x*+tx=x(x*-x+ 1)y
2b) PC6 4x — 6 = 2 (2x — 3): se relacionan
con el descriptor SS1, porque el estudiante
reconoce una estructura familiar en su for-
ma mas simple, en la que la expresion invo-
lucra factorizacion por factor comun.

En la Tabla 9 se mencionan los des-
criptores y la cantidad de estudiantes que
los pusieron de manifiesto.

Tabla 9. Descriptores y cantidad de
estudiantes

Procedimientos Descriptor Cantidad de

estudiantes
2b) PC1 SS3 12
2b) PC2 SS3 5
2b) PC3 SS2 11
2b) PC4 SS2 12
2b) PC5 SS1 13
2b) PC6 SS1 11

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Es notorio que la mayoria de los estu-
diantes no escoge manipulaciones apropia-
das para hacer el mejor uso de una estructura
(SS3). Aproximadamente la cuarta parte de
los estudiantes logra tratar con un término
compuesto como una sola entidad y recono-
ce una estructura familiar en una forma mas
compleja (SS2) y una estructura familiar en
su forma mas simple (SS1). La mayoria no
extrae este factor comun del numerador y del
denominador, procedimiento que les permi-
tirfa simplificar la expresion y, por ende, ex-
presarla de una forma mas sencilla.

CONCLUSIONES

Se evidenci6 que una parte considera-
ble de estudiantes de primer ingreso y que
fueron objeto de la investigacion no domi-
nan los diferentes métodos de factorizacion.
Por tanto, los estudiantes tampoco pueden
avanzar, de forma exitosa, en contenidos
posteriores, como es el caso de las opera-
ciones con fracciones algebraicas, donde la
factorizacion juega un papel preponderante
para su realizacion.

En términos generales, los estudiantes
pueden reconocer una estructura familiar en su
forma mas simple, en expresiones algebraicas
que involucran solo el método de factoriza-
cion por factor comun. Pero la cantidad de es-
tudiantes que logra tratar con un término com-
puesto como una sola entidad y reconoce una
estructura familiar en una forma mas comple-
ja, en expresiones que contemplan el método
de factor comun que resefia Vega (2013) en el
descriptor K, o bien el método de inspeccion
para los casos de trinomios cuadraticos, en
donde también se incluyen aquellos que son
cuadrados perfectos, del tipo mencionado en
el descriptor L de Vega (2013), es menor. Mas
aun, cuando se trata de elegir manipulaciones
apropiadas para hacer el mejor uso de una
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estructura, en expresiones que involucran dos
o mas métodos diferentes de factorizacion, los
estudiantes, en su mayoria, no pueden hacer-
lo. En varios casos se pudo apreciar que la no
extraccion del factor comun les impidié ha-
cer manipulaciones apropiadas para un mejor
uso de una estructura, es decir, les presento
un obstaculo para continuar con otras facto-
rizaciones como la diferencia de cuadrados o
bien la diferencia o suma de cubos, que hacian
posible simplificar atin mas las expresiones Y,
por ende, realizar otras operaciones.

Los conocimientos algebraicos, don-
de se incluye el sentido de la estructura, de
los estudiantes que egresan de secundaria
son cada vez mas escasos y “los cursos de
primer ingreso en el area de matematica pa-
recieran no considerar la realidad previa del
estudiantado” (Castillo, Gamboa e Hidalgo,
2020, p. 37).

Los bajos porcentajes de aprobacion
en esta primera prueba y del curso en ge-
neral se deben, segin Castillo et al. (2020),
a la brecha que existe entre los contenidos
que se imparten en secundaria y los de la
universidad; por lo que se sugiere buscar es-
trategias como cursos introductorios o talle-
res, donde los estudiantes puedan adquirir
los conocimientos y las habilidades necesa-
rias que minimicen esa brecha.
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