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Resumen ()

[Objetivo] En este articulo se describe el proceso de elaboracidn de una Guia de valoracién de laidoneidad
didactica de un proceso de estudio del concepto de diferencial de una funcién. El objetivo que se persigue
es proponer un instrumento que promueva, oriente y apoye el analisis y la reflexién del profesorado en
torno a los procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto de diferencial. [Metodologia] El método de
investigacion empleado es el andlisis de contenido y toma como punto de partida la revisién sistemética
de los conocimientos didactico-mateméticos en investigaciones claves. El andlisis estd orientado por las
dimensiones ofacetas que intervienenen un proceso educativo: epistémica, cognitiva, afectiva, instruccional
y ecoldgica cuyos componentes y criterios se fundamentan en nocién de idoneidad didactica propuesta
por el enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion mateméticos (EOS). [Resultados]
La construccién de la Guia de valoracion de la idoneidad didactica introduce una metodologia para la
reconstruccion del significado de referencia para el estudio de la diferencial en sus diversas facetas. Ademas,
esta guia representa una herramienta potente para el profesor en el momento del disefio, implementacion
y valoracion de procesos de estudio teniendo en cuenta los diversos significados de la diferencial, sus
conexiones, sus potenciales conflictos semicticos y sus relaciones con otros conceptos. [Conclusiones]
En linea con el marco tedrico de referencia, se concluye que su uso idoneo permitiria al profesor tomar
decisiones didacticas argumentadas sobre la propia gestién del proceso diddctico teniendo en cuenta el
contexto educativo.

Palabras clave: Diferencial; conocimientos diddctico-matematicos; idoneidad diddctica; prctica reflexiva.
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Abstract

[Objective] This article describes the process of preparing a Guide for the Assessment of Didactic Suitability
of a process for studying the concept of the differential of a function. The objective of this exercise was to
propose an instrument to promote, guide and support teachers’ analysis of, and reflection on, teaching and
learning processes of the differential concept. [Methodology] The research method used was content
analysis, and its starting point was a systematic review of didactic-mathematical knowledge in key research.
The analysis was guided by the dimensions or facets that characterize an educational process - epistemic,
cognitive, affective, instructional and ecological - whose components and criteria are based on the notion
of didactic suitability proposed in the Onto-semiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction
(OSA). [Results] The construction of the Didactic Suitability Assessment Guide introduced a methodology
for the reconstruction of the reference meaning for the study of various facets of the differential. In addition,
this guide represents a powerful tool for teachers at the time of designing, implementing. and evaluating
study processes, taking into account the various meanings of the differential, its connections, its potential
semiotic conflicts and its relationships with other concepts. [Conclusions] In line with the theoretical
reference framework, it is concluded that its ideal use would allow teachers to make informed decisions
about management of the didactic process, taking into account its educational context.

Keywords: Didactic-mathematical knowledge; didactic suitability; reflective practice.
Resumo

[Objetivo] Este artigo descreve o processo de elaboracao de um guia para avaliar a adequacdo didatica
de um processo a fim de estudar o conceito de diferencial de uma fungdo. O objetivo buscado é propor
um instrumento que promova, oriente e apoie a analise e a reflexdo dos professores sobre os processos
de ensino e aprendizagem do conceito de diferencial. [Metodologia] O método de pesquisa utilizado
é a andlise de contelido e tem como ponto de partida a revisdo sistematica do conhecimento didatico-
matemético em pesquisas-chave. A analise esta norteada pelas dimensdes ou facetas que intervém em um
processo educacional: epistémica, cognitiva, afetiva, instrucional e ecoldgica cujos componentes e critérios
se baseiam na no¢do de adequacao diddtica proposta pela abordagem ontosemiética do conhecimento e
da instrucdo matematica (EOS). [Resultados] A construcdo do Guia de avaliacdo da adequacdo didatica
introduz uma metodologia para a reconstrugdo do significado de referéncia para o estudo da diferencial em
suas varias facetas. Além disso, esse guia representa uma ferramenta poderosa para o professor ao projetar,
implementar e avaliar processos de estudo, levando em conta os diferentes significados da diferencial,
suas conexdes, seus possiveis conflitos semidticos e suas relagées com outros conceitos. [Conclusdes] De
acordo com o marco tedrico de referéncia, conclui-se que seu uso ideal permitiria que o professor tomasse
decisoes didaticas fundamentadas sobre a propria gestao do processo didatico, considerando o contexto
educacional.

Palavras-chave: diferencial; conhecimento didético-matematico; adequacéo didatica; pratica reflexiva.
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Introduccion

La diferencial es uno de los concep-
tos fundamentales en el estudio del calculo,
tanto en el bachillerato como en diversas
carreras universitarias. Docentes y futuros
docentes deben afrontar complejos desafios
para abordar los problemas didacticos aso-
ciados a este concepto e intentar responder
a las demandas que reclama la comunidad
cientifica. Sin bien existe una gran cantidad
de investigaciones sobre las dificultades que
presentan los estudiantes al abordar este
concepto (Gomez, 2019; Lopez-Gay y Mar-
tinez Torregrosa, 2005), no son tantas las
que abordan cudles son los conocimientos
didactico-matematicos que deberia tener en
cuenta el profesor para su ensefianza (Cas-
tro y Pino-Fan, 2021).

Las dificultades documentadas en la
bibliografia se relacionan con las dimen-
siones epistémica, cognitiva, ecoldgica e
instruccional del proceso de estudio de la
diferencial. Desde la dimension epistémica,
autores como Artigue, Menigoux y Viennot
(1990), Bos (1974), Kleiner (2012), Lopez-
Gay (2001), Pulido (1997), Tall (1981),
Taylor (1974), Valdivé y Garbin (2008) y
Verén y Giacomone (2021) estudiaron la
evolucion histérica y epistemoldgica de la
diferencial y sus conexiones con nociones
tales como cantidad infinitamente pequefia,
infinitesimal, variacién infinitesimal, apro-
ximacion lineal, aproximacion o estimacion
lineal del incremento, entre otros. Desde
la dimension cognitiva, estudios como los
de Goémez (2019), Martinez-Torregrosa,
Lopez-Gay, Gras-Marti, Torregrosa-Giro-
nés (2002) y Lopez-Gay, Saez, Torregrosa
(2015) plantean que una de las dificultades
para la comprension de la diferencial esta
presente en la diversidad de significados,
producto de su evolucion historica.
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Por otro lado, los diversos contextos
de uso y los sentidos que van construyen-
do los estudiantes a partir de las situacio-
nes-problemas aplicadas a distintas éreas,
como las matematicas, fisica, ingenieria o
ciencias experimentales, hace que surjan
nuevos conflictos cognitivos. Asi, la diver-
sidad de objetos (definiciones, términos,
expresiones) imbricados en cada contexto
hace que no quede claro qué es la diferen-
cial y para qué se utiliza (Ely, 2021). Uno
de los principales usos de la diferencial se
encuentra en la modelizacion, ya que per-
mite realizar un estudio de los fendmenos
de cambio en diferentes disciplinas; desta-
ca, de esta manera, la importancia de un as-
pecto de la dimension ecoldgica. Pero como
consecuencia de este uso interdisciplinario
se producen disparidades de significados,
como lo evidencian los estudios de Dray y
Monogue (2010) y Hu y Rebello (2013).

En relacion con la dimension instruc-
cional, las investigaciones mencionadas
sefialan dificultades desencadenadas por la
forma en que se presenta el estudio de la di-
ferencial en los libros de texto; estas se ge-
neran, principalmente, debido al uso exce-
sivo de diferentes definiciones sin explicar
los cambios considerados (Gomez, 2019;
Oldenburg, 2016; Pulido, 1997).

Considerando que la mejora y opti-
mizacion de los procesos de ensefianza y de
aprendizaje deberian ser competencia del
profesor de matematicas, en el marco del en-
foque ontosemidtico se ha desarrollado la no-
cion de idoneidad didactica (Godino, 2013)
como una herramienta metodoldgica que
propone un sistema de indicadores globales
para apoyar el disefio de tareas significativas,
su implementacion y la valoracion justificada
de todo el proceso de estudio. Este sistema de
valoracion global debe ser ajustado para cada
contenido matematico que se quiera abordar
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mediante el estudio de los conocimientos
didactico-matematicos necesarios para su
ensefianza efectiva. Por ejemplo, Araya, Pi-
no-Fan, Medrano y Castro (2021) proponen
criterios para disefar tareas de la nocion li-
mite; Beltran-Pellicer, Godino, Giacomone
(2018) desarrollan indicadores especificos
para el estudio de la probabilidad; Pino-Fan
y Parra-Urrea (2021) elaboran criterios para
el estudio de las funciones; Ruz, Molina-Por-
tillo y Garcia (2019) plantean una guia para
valorar procesos de instruccion en didactica
de la estadistica.

Teniendo en cuenta los resultados de
las investigaciones en torno al estudio de la
diferencial, en este articulo abordamos la si-
guiente pregunta de investigacion:

;Qué aspectos y criterios deberia tener
en cuenta un profesor para optimizar
los procesos de ensenianza y aprendizaje
del concepto de diferencial?

Para responder esta
pregunta, en esta investi-
gacion se presenta la ela-

.y , Significados institucionales
boracion de una Guia de Relaciones (Conexiones)
., . . EPISTEMICA Procesos
valoracion de la idoneidad Conflictos epistémicos
dldactlca de un prOCGSO de Significados personales (Aprendizajes)
estudio de la diferencial, Selacknes (Conemones)
A COGNITIVA Conocimientos previos m=
la Cual € preVe como un ¥ Difereéci;sindividuéles 5%
referente para los profeso- 28 Prntices cionlives T8
. SE 3 . : . b it 53
res al momento de planifi- g2 AFECTIVA { o M e 57

car y reflexionar sobre sus
clases y tomar decisiones
fundamentadas.

A continuacidén, se
presenta el marco teori-
co y el problema espe-
cifico de investigacion. ~~
Luego, se describe la meto-
dologia empleada seguida
de los resultados obtenidos.

Facetas

INTERACCIONAL{ Interaccion entre estudiantes
MEDIACIONAL { Recursos materiales; Condiciones del aula

ECOLOGICA
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Finalmente, se presentan algunas conclusio-
nes y lineas de investigacion.

Marco tedrico y problema es-
pecifico de investigacion

Desde la perspectiva del enfoque
ontosemiotico del conocimiento y la ins-
truccion matematicos (EOS) (Godino, Ba-
tanero y Font, 2007; 2020), se consideran
seis dimensiones o facetas que determinan
los focos de atencion del anélisis didactico:
epistémica, cognitiva, afectiva, interaccio-
nal, mediacional y ecoldgica. Para clasificar
un proceso de instruccion como adecuado,
en este marco se desarrolld la nocion ido-
neidad didactica que aporta componentes y
criterios generales para valorar cada una de

dichas facetas (Figura 1).
Cada faceta se puede valorar con crite-

rios generales referidos a cada componente
que se define como una “norma de correccion

_

Componentes

Interaccion docente - discentes

Autonomia; Evaluacion formativa

Numero de estudiantes; Tiempo

Adaptacion al curriculo; Apertura a la
innovacion; Adaptacion socio-profesional;
Educacién en valores;

Conexiones interdisciplinares __/

Figura 1. Facetas y componentes del proceso instruccional
que pueden ser focos de la investigacion.

Extraido de Godino, Batanero, Burgos y Gea (2021, p. 10).
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que establece como deberia realizarse un
proceso de ensefianza y aprendizaje” (Breda,
Font y Pino-Fan, 2018, p. 264).

La nocién de idoneidad didéctica se
considera como un criterio sistémico de opti-
mizacion de un proceso de ensefianza de las
matematicas y se define en estos términos:

El grado en que dicho proceso (o una
parte del mismo) retine ciertas caracte-
risticas que permiten calificarlo como
optimo o adecuado para conseguir la
adaptacion entre los significados per-
sonales logrados por los estudiantes
(aprendizaje) y los significados institu-
cionales pretendidos o implementados
(ensefianza), teniendo en cuenta las cir-
cunstancias y recursos disponibles (en-
torno). (Godino et al., 2020, p. 11)

Asi, la idoneidad didéctica supone la
articulacion coherente de las seis facetas
relacionadas con las correspondientes del
proceso instruccional (Godino et al., 2007):

. Idoneidad epistémica: grado de re-
presentatividad de los significados
institucionales implementados (o
pretendidos), respecto de un signifi-
cado de referencia.

. Idoneidad ecologica: grado en que el
proceso de estudio se ajusta al proyec-
to educativo del centro, la escuela y
la sociedad y a los condicionamientos
del entorno en que se desarrolla.

. Idoneidad cognitiva: grado en que los
significados pretendidos/ implemen-
tados estén en la zona de desarrollo
potencial de los estudiantes, asi como
la proximidad de los significados per-
sonales logrados a los significados
pretendidos/implementados.
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. Idoneidad afectiva: grado de impli-
cacion (interés, motivacion, ...) del
alumnado en el proceso de estudio. Esta
relacionada tanto con factores que de-
penden de la institucion como con fac-
tores que dependen basicamente del es-
tudiante y de su historia escolar previa.

. Idoneidad interaccional: un proceso
de ensefianza-aprendizaje tendrd ma-
yor idoneidad desde el punto de vista
interaccional, si las configuraciones y
trayectorias didacticas permiten, por
una parte, identificar conflictos se-
miodticos potenciales y, por otra parte,
resolver los conflictos que se produ-
cen durante el proceso de instruccion.

. Idoneidad mediacional: grado de
disponibilidad y adecuacion de los
recursos materiales y temporales ne-
cesarios para el desarrollo del proceso
de ensefanza aprendizaje. (p. 133)

Por medio de la elaboracion de la Guia
de valoracion de la idoneidad didactica
(GVID) se pretende introducir una estrate-
gia metodologica para la reconstruccion de
un significado de referencia para el estudio
de la diferencial, en las diversas facetas (Bel-
tran-Pellicer et al., 2018). Como resultado,
la GVID se presenta como una herramienta
para la reflexion sistemdtica y detallada de
los procesos de ensefianza y aprendizaje en
sus fases de disefio, implementacion y eva-
luacion (Beltran-Pellicer et al., 2018).

Metodologia

La metodologia se basa en el analisis de
contenido (Cohen, Manion y Morrison, 2007)
que permite establecer, procesar y revisar di-
mensiones o categorias cualitativas, describir
tendencias, caracteristicas del contenido y rea-
lizar inferencias validas a partir de los datos.
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Las unidades de andlisis se determinan
a partir de las facetas, componentes, subcom-
ponentes y criterios de la idoneidad didactica
para el analisis de contenido de las investiga-
ciones referidas a la ensefianza y aprendizaje
del diferencial. Asi, se logra la construccion
de la GVID para el estudio de la diferencial,
cuyo proceso introduce una metodologia para
realizar la reconstruccion del significado de re-
ferencia para el estudio de un concepto en sus
diversas facetas (Beltran-Pellicer et al., 2018).

Criterios de idoneidad didacti-
ca de procesos de estudio de la
diferencial

Faceta epistémica

En Godino, Batanero, Rivas y Artea-
ga (2013) se plantea:

La faceta epistémica se refiere al conte-
nido matematico que se estudia, enten-
dido desde una perspectiva institucional,
y apoyado en una epistemologia mate-
matica centrada en las situaciones-pro-
blemas, en las practicas realizadas para
su resolucion, asi como en las configu-
raciones de objetos y procesos matema-
ticos que intervienen y emergen en las
tales practicas. (pp. 52-53)

Es importante tener en cuenta que
la diferencial es un concepto polisémico
(Lopez-Gay et al., 2015) porque tiene va-
rios significados, funciones y usos diferen-
tes en matematicas, fisica, ingenieria y en
las ciencias experimentales (Arcos, 2004;
Oldenburg, 2016; Veron, 2020).

Significados
Diversos autores han elaborado mo-
delos parciales o clasificaciones de los
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significados de diferencial segin los usos
y aplicaciones que hacen los estudiantes
con el objetivo de comprender y afrontar
las distintas dificultades educativas asocia-
das (Dray y Manogue, 2010; Ely, 2021; Hu
y Rebello, 2013; Lopez-Gay et al., 2015;
Oldenburg, 2016; Pulido, 2010; Valdivé y
Garbin, 2008; Von Korff y Rebello, 2014).
En esta misma linea, Veron y Giacomone
(2021) realizaron una descripcion detallada
de los significados parciales de diferencial
a partir de un estudio historico epistemolo-
gico donde abordan la complejidad onto-
semiotica del concepto (Font, Pino-Fan y
Breda, 2020).

En Veron y Giacomone (2021) se pre-
sentan cuatro significados parciales de dife-
rencial asociado a Leibniz, Cauchy, Fréchet
y Robinson, los cuales se describen breve-
mente a continuacion.

Las situaciones-problemas de las que
emerge de manera clave la diferencial de
Leibniz estdn relacionadas con las canti-
dades infinitamente pequefias usadas en el
calculo de la tangente a una curva (Araya et
al., 2021; Pino-Fan, Godino y Font, 2011),
la longitud de la curva, el 4rea de una region
o el volumen de un so6lido de revolucion
(Edwards, 1979). La diferencial como un
incremento infinitesimal fue de gran ayuda
para resolver muchos problemas de fisica
(Badillo, Font y Azcarate, 2005).

Las situaciones-problemas que re-
lacionan la diferencial con las cantidades
como variables o incrementos arbitrarios,
las cuales son infinitesimales cuando su li-
mite tiende a cero, se asocian a la diferencial
de Cauchy; por ejemplo, en el calculo de la
inclinacion de la curva (Verén y Giacomo-
ne, 2021), en problemas de geometria, fisi-
cay economia que involucran el trabajo con
limites (Araya et al., 2021), en situaciones
que involucran la derivada como cociente
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de diferenciales en el calculo de puntos
maximos, minimos e inflexién (Pino-Fan et
al.,2011), en el contexto de la integral (Bur-
gos, Bueno, Pérez y Godino, 2021).

Cuando se requiere realizar una apro-
ximacion local de la curva, una estimacion
lineal o tangencial, para describir el com-
portamiento de un determinado fendémeno
fisico, quimico, biolégico o geométrico,
se utilizan aproximaciones y funciones li-
neales, que caracterizan al diferencial de
Fréchet (p.e. Lopez-Gay et al., 2018). En
estas situaciones-problemas no se requiere
que la diferencial sea infinitamente peque-
fla, sino que Af - df sea infinitamente pe-
queio respecto de Ax (Martinez-Torregrosa,
Lopez-Gay y Gras-Marti, 2006).

La diferencial de Robinson se caracte-
riza por considerar a los infinitesimales como
numeros hiperreales en el campo del analisis
no estandar (Kleiner, 2012), como lo plantean
Keisler (2000) para el calculo de la pendien-
te a una funcion. También, para problemas
de velocidad, tasa de cambios y funciones
de acumulacion considerando al diferencial
como un incremento infinitesimal de x, en el
marco del anélisis no estandar (Ely, 2021).

El lenguaje algebraico y simbolico es
una de las principales caracteristicas de la di-
ferencial de Leibniz, por su persistencia en
el tiempo con el surgimiento de las expre-
siones como Ax, Ay, dx, dy, x + dx, y + dy,
(dx)?* (Edwards, 1979; Kleiner, 2012; Marti-
nez-Torregrosa et al., 2002; Pulido, 1997). El
lenguaje natural y geométrico se caracteriza
por considerar los conceptos como cantida-
des geométricas variables, es decir, conside-
rar las variables como cantidades o magnitud
(Bos, 1974; Pulido, 1997). En la diferencial
de Cauchy, interviene el lenguaje simbolico,
algebraico y funcional con el empleo de los
Ay dy
Ax’

simbolos comody, df (x),y’, f'(x), I
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y las relaciones funcionales entre la dife-
rencial y la derivada, en expresiones como

df(x) = f/(x).dx . dy =y dx ,y' ===
(Veron, 2020).

Con la diferencial de Frechét se em-
plea un lenguaje natural y geométrico, al
trabajar con la aproximacion lineal como la
recta tangente a la curva; y algebraico, sim-
bolico y funcional cuando se utilizan expre-
siones como f: A — R, Ax, df, df = (a)
dx, df (a, dx) = f’(a)dx y = para indicar que
Af = df. Las expresiones y simbolos men-
cionados anteriormente estan presente en la
diferencial de Robinson.

Los conceptos y definiciones que ca-
racterizan la diferencial de Leibniz son
“cantidades infinitamente pequenas, dife-
rencia, poligono infinitoangular, tridngulo
diferencial, tangente, subtangente, semejan-
za, ecuacion proporcional” (Veron, 2020, p.
41), definiendo el diferencial como:

La diferencia de dos valores sucesivos
de x es la diferencial dx, y similarmen-
te para dy. Se supone que las cantidades
dx y dy no son cero sino incomparable-
mente pequeiias, y por lo tanto despre-
ciables, con respecto a los valores de las
variables x e y. (Edwards, 1979, p. 261)

Al incorporar los conceptos de incli-
nacion, cuerda, curva, variable, tangente
trigonométrica, limite, convergencia, razoén
de incrementos, cociente de diferenciales y
funcion derivada (Veron, 2020), se corres-
ponde con la diferencial de Cauchy: “la di-
ferencial de la variable independiente x no
es otra cosa que la constante finita 4. Por
tanto, la ecuacion df(x) = hf’(x) viene a
ser df (x) = f'(x).dx o lo que viene a ser lo
mismo, dy = y'dx” (Cauchy, 1823, p. 13).
Para Cauchy (1821), “una cantidad variable
se vuelve infinitamente pequefia, cuando su
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valor numérico disminuye indefinidamente
para converger hacia el limite cero” (p. 26).

En la diferencial de Frechét se agregan
los conceptos de aplicacion lineal y homo-
génea, funcion, aproximacion, estimacion
lineal, error, entre otros (Veron, 2020). De
esta manera, la diferencial se define como
la estimacion lineal del incremento respec-
to al cambio de variable. Se entiende que la
diferencial es una funcion que puede tomar
cualquier valor y su expresion diferencial
va a estar sujeta a la condicion de que (Af
— df) sea infinitamente pequefa respecto
a Ax (Lopez-Gay, 2001). Esto quiere decir
que df no es infinitamente pequeilo, sino
que la diferencia entre el incremento y la
diferencial es infinitamente pequena respec-
to a Ax (Lopez-Gay, 2001). Ademas, es ne-
cesario destacar que la funcion diferencial
df es una funcién de dos variables (Marti-
nez-Torregrosa et al., 2002) ya que depende
del punto x = a y del diferencial de x, cuya
notacion es: df (a, dx) = f'(a) dx

En el contexto de la diferencial de
Robinson entran en juego los conceptos de
infinitésimo, nimero hiperreal, nimero real
y nimeros infinitamente proximos (Robin-
son, 1966). La diferencial de x se define
como una variable independiente dx = Ax
y la diferencial de y es la variable depen-
diente dy dada por dy = f'(x)dx (Keisler,
2000). En relacion con los conceptos de
curva, pendiente y razon de incrementos in-
finitesimales, la relacion entre la derivada y
el cociente de diferenciales es la igualdad:
dy _
==
cociente incremental difieren en un infinité-
simo: 2 = f'(x) (Verén, 2020).

Las principales proposiciones y pro-
piedades que caracterizan la diferencial de
Leibniz son: “un incremento infinitesimal
dx en x, produce un incremento infinitesimal

f'(x); mientras que la derivada y el
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dy eny” (Martinez-Torregrosa et al., 2002).
En el marco de la diferencial de Cauchy se
considera que una cantidad infinitamente
pequeia es “una variable cuyo valor numé-
rico disminuye indefinidamente” (Cauchy,
1821, p. 27).

Las proposiciones que intervienen en
la diferencial de Frechét son: “Af = f'(a)
dx + edx”, “el incremento de la funcion se
puede escribir como una suma de una apli-
cacion lineal y homogénea del incremento
de x y una funcion € que tiende a cero cuan-
do Ax tiende a cero” (Veron y Giacomone,
2021, p. 17), y “Af = f'(a)dx”, “Af = df”.

En la diferencial de Robinson, al plan-
tear la razon de incrementos infinitesimales,
por ejemplo % = 2x0 + Ax, surgen varias
proposiciones, por ejemplo, “el numero hi-
perreal 2x + Ax no es un namero real, sino
que esta infinitamente proximo al nimero
real 2x,” (Verdn, 2020, p. 40).

En cuanto a los procedimientos, se
destaca en el marco de Leibniz el de “dife-
rencia de la ecuacion” que consiste en “in-
crementar las variables x e y en una cantidad
infinitamente pequenia dx y dy, respectiva-
mente” (Veron, 2020, p. 42), por ejemplo,
paray =x?>es y + dy = (x + dx)’. Ademas,
Leibniz plantea que para encontrar la tan-
gente a una curva hay que “dibujar una li-
nea recta que une dos puntos de la curva que
tienen una distancia infinitamente pequefia,
es decir, el lado prolongado del poligono in-
finito angular que para nosotros es lo mismo
que la curva” (Bos, 1974, p. 19). En cambio,
en el marco de Cauchy, los procedimientos
de calculos se realizan con el proceso de
paso al limite dando lugar a la derivada de
la funcion en el punto (x, y) (Veron, 2020).

En el marco de la diferencial de Fre-
chét se destaca el procedimiento donde se
plantea el incremento de la funcion f como
Af = f'(a)dx + edx y que ¢ tiende a cero
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cuando Ax tiende a cero, entonces el Af =
f’(a)dx. Los procedimientos que se encuen-
tran en el marco del andlisis no estandar
consisten en plantear la razén de incremen-
tos infinitesimales y resolver mediante el
calculo algebraico con numeros hiperreales
(Verdn, 2020).

Los argumentos que se utilizan, en el
marco del calculo de Leibniz, surgen de la
siguiente consideracion:

La curva [se considera] como un poli-
gono de infinitos lados, lo que permite
determinar el triangulo diferencial y la
semejanza con el tridngulo formado por
la subtangente, la ordenada y la tangente.
A partir de establecer la semejanza entre
los triangulos, se establecen las ecuacio-
nes proporcionales que permiten hallar el
valor de la subtangente y encontrar la tan-
gente. (Veron y Giacomone, 2021, p. 11)

En el marco del calculo de Cauchy, los
argumentos son: “la definicion de inclinacion
de la curva, la tangente trigonométrica como
la razon de los incrementos, el limite y la
consideracion de las cantidades infinitamen-
te pequenias” (Veron, 2020, p. 32).

En la diferencial de Frechét, la valida-
cion se debe a la utilizacion de la definicion
de funcion, limite, incremento de la funcion
Af =df + €A donde ¢ tiende a cero cuando
A tiende a cero y la diferencial como una
aplicacion lineal y homogénea del incre-
mento de x (Verdn, 2020). En cambio, en el
marco del diferencial de Robinson, se utili-
za la definicién de nimeros hiperreales y de
las propiedades algebraicas de las operacio-
nes con numeros hiperreales (Veron, 2020).

Los significados parciales de la dife-
rencial no son exclusivos de un nivel educati-
vo o carrera especifica, su estudio, por lo ge-
neral, se encuentra en los cursos avanzados
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del bachillerato y en primeros cursos de cal-
culo de las carreras universitarias. Con fre-
cuencia, en los libros de textos de calculo,
el abordaje de la diferencial es meramente
instrumental y su uso se reduce a aplicacio-
nes de una formula o al calculo de errores,
cuyas practicas operativas estan relacionadas
con el significado de la diferencial de Cau-
chy. A partir del analisis de los resultados de
las investigaciones y de los significados de
la diferencial, se considera necesario incluir
en los procesos instruccionales situacio-
nes-problemas que impliquen el abordaje de
la diferencial de Leibniz, cuyos objetos ma-
tematicos estan asociados a las ideas mas in-
tuitivas de infinitesimales que dieron origen
al concepto. Sin embargo, para el estudio del
diferencial de Frechét resulta necesario tener
disponible una serie de conocimientos pre-
vios, los cuales implican que el estudiante ha
realizado un recorrido previo para favorecer
la comprension de los objetos implicados en
este significado parcial. Por lo tanto, es reco-
mendable que su abordaje se realice posterior
al tratamiento de los anteriores. En cambio,
la diferencial de Robinson, que surge en el
marco del analisis no estandar, dependera del
enfoque elegido por los cursos de célculo, si
se parten de los infinitesimales o del estudio
de los limites.

A partir de los conocimientos di-
dactico-matematicos estudiados, determi-
namos, en la Tabla 1, los indicadores de
idoneidad epistémica en relacion con los
objetos primarios de los significados de la
diferencial. En la Tabla 2, avanzamos so-
bre la identificacion de las relaciones, pro-
cesos y potenciales conflictos epistémicos
que intervienen y emergen en el estudio de
la diferencial. Las tablas son el resultado
de la adaptacion de los criterios generales
planteados en Godino (2013) y Godino,
Batanero, Burgos y Gea (2021).

Manuel Alejandro Verén « Belén Giacomone « Luis Roberto Pino-Fan 30

ID"BUN@RIDUIDIUNE)SIAL ] « BIDUSIDIUN/ID IR BUN'SRISTAIMMM @) * 5707 Toquiadaq-Arenue( “zz-1 *dd T " N ‘8¢ ‘[OA VIDONAIDIN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.38-1.2
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=

DOI: http://dx.doi.org/10.15359/ru.38-1.2
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

Tabla 1
Indicadores especificos de los objetos primarios de la idoneidad epistémica para el estudio
de la diferencial
Componentes Indicadores
Significados Situaciones-problemas

-Se plantea una muestra representativa de situaciones-problemas que muestren y relacionen los
diversos significados de la diferencial involucrando las cantidades infinitesimales, variables cuyos
limites son infinitésimos y aproximaciones o estimaciones lineales.

-Se proponen situaciones de contextualizacion, ejercitacion, aplicacion y de generacion de problemas
en matematicas y en las ciencias experimentales (problematizacion) para el estudio de cambios
infinitesimales por los propios estudiantes.

-Se plantean situaciones que propician la utilizacion de la diferencial para la modelizacion y
representacion de las variaciones, cambios o acumulacion de diversos fenomenos de matematicas,
fisica, ingenieria y de las ciencias experimentales.

Lenguajes

-Se emplean diferentes registros y representaciones para describir la diferencial (natural, algebraico,
simbolico, grafico, funcional, etc.), indicando sus conexiones.

-Se utiliza un nivel de lenguaje adecuado a los estudiantes que se dirige.

-Se emplean términos idoneos para describir la diferencial en distintos contextos, como cantidades
pequenas, cantidades infinitamente pequeiias, incremento infinitesimal, tangente, inclinacion,
aproximacion lineal, pendiente, derivada, etc.

-Se proponen situaciones de expresion matematica e interpretacion, en los diferentes registros

mencionados. Por ejemplo : dy = f' (x). dx: & = f(xs f (x, y)dx + g (x,y)dy = & [ f(x)dx: [ df

Conceptos

-Se realiza una presentacion clara de los conceptos fundamentales de la diferencial y se adaptan al
nivel educativo al que se dirigen.

-Se presentan las definiciones del dx, dy, incremento de la funcion, derivada, cantidad infinitesimal,
variacion infinitesimal, razén de diferencial, incremento infinitesimal, pendiente, estimacion lineal
tangencial, aproximacion, error, etc.

-Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que generar o negociar definiciones que
intervienen y emergen en el estudio de la diferencial.

Proposiciones

-Se presentan las proposiciones fundamentales de la diferencial en forma clara y se adaptan al

nivel educativo al que se dirigen. Por ejemplo: “un incremento infinitesimal dx en x, produce un
incremento infinitesimal dy en y”” (Martinez-Torregrosa et al., 2002).

-Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que generar o negociar proposiciones sobre las
interpretaciones y sentidos que atribuye a la diferencial, segun el contexto de uso.

Procedimientos

-Se presentan los procedimientos fundamentales de la diferencial en forma clara y se adaptan al nivel
educativo al que se dirigen. Por ejemplo: “diferencia de la ecuacion” que consiste en incrementar las
variables x e y en una cantidad infinitamente pequefia dx y dy, respectivamente (Leibniz), el proceso
de paso al limite para plantear la derivada como el cociente de diferenciales (Cauchy) o el incremento
de la funcidn se puede escribir como una suma de una aplicacion lineal y homogénea del incremento
de x y una funcién € que tiende a cero cuando Ax tiende a cero) (Fréchet) (Verén, 2020).
Argumentos

-Las proposiciones y procedimientos se explican y argumentan (se justifican y demuestran) de forma
adecuadas segun el nivel educativo a que se dirigen.

-Se usan representaciones geométricas para apoyar y reforzar las argumentaciones.

-Se promueven situaciones donde el estudiante tenga que argumentar.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Relacion entre significados

Se considera relevante establecer re-
laciones entre los significados parciales del
diferencial y, en consecuencia, entre las
practicas, objetos y procesos que emergen
en la resolucion de las situaciones-proble-
mas teniendo en cuenta el grado de gene-
ralidad y formalizacion de los objetos in-
tervinientes (Verén y Giacomone, 2021).
Ejemplo de estos son las relaciones entre
su representacion simbolica (dx, dy, df) y
algunos conceptos como la derivada, inte-
gral y ecuaciones diferenciales (Ely, 2021;
Gomez, 2019), tasa de cambio (Frank y
Thompson, 2021).

Ademas, autores como Harel (2021),
Martinez-Planell y Trigueros (2021), Thomp-
son y Harel (2021) destacan la importancia
del estudio de la linealizacién o aproxima-
cion lineal, cuyas practicas estan asociadas
al significado parcial de la diferencial, para
establecer relaciones entre el clculo de fun-
ciones reales y el calculo multivariable.

Procesos

En la diferencial de Leibniz, se desta-
can los procesos de conceptualizacion de la
diferencial como cantidades de longitud in-
finitamente pequefias y la representacion del
tridngulo diferencial y los correspondientes
elementos diferenciales dx, dy y ds (Veron,
2020). El proceso de algoritmizacion sur-
ge al establecer la ecuacion proporcional
que relaciona las cantidades de magnitud
geométrica, en este caso longitudes de seg-
mentos (Verén, 2020). Al momento de ma-
tematizar cambios pequefios o infinitamente
pequeios de diversos fenomenos de estudio
provenientes de las matematicas, la fisica,
quimica, biologia, economia y las ingenie-
rias interviene el proceso de modelizacion
(Lopez-Gay et al., 2015).
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Con la diferencial de Cauchy, se des-
taca el proceso de conceptualizacion del
diferencial como una variable que tiene li-
mite cero, como lo refleja Kitcher (1984,
p. 247) al mencionar que “cuando los va-
lores absolutos sucesivos de una variable
disminuyen indefinidamente de tal manera
que sea menor que cualquier cantidad dada,
esa variable se convierte en lo que se lla-
ma infinitesimal. Dicha variable tiene cero
para su limite”. Ademas, se puede resaltar
el proceso de modelizacion e identificacion
de los infinitesimales en el procedimiento
de calculo donde la inclinacion de la cuerda
tiende a la inclinacion de la curva, cuando
los puntos que definen a la cuerda se apro-
ximan infinitamente y la distancia que los
separa es una variable que tiene por limite
cero (Veron, 2020).

Con la diferencial de Frechét, se
destaca la conceptualizacion de la dife-
rencial como una aplicacién lineal y ho-
mogénea que no necesariamente es infi-
nitamente pequeno, sino que su expresion
estd sujeta a que Af — df sea infinitamen-
te pequefio respecto de Ax. Otro proceso
importante es el de modelizacion, ya que
el comportamiento de la funcién en un
punto es aproximadamente igual al de la
diferencial de la funcidon considerandola
como mejor aproximacion local de la cur-
va (Alibert y Legrand, 1989).

En el marco de la diferencial de
Robinson se destaca el proceso de con-
ceptualizaciéon de la diferencial, como
un namero hiperreal (infinitesimal), y el
proceso de algoritmizacion en el célculo
de pendiente al establecer relaciones en-
tre la derivada, cociente de diferenciales,
cociente de incrementos infinitesimales
y que el nimero hiperreal 2x, + Ax esta
infinitamente proximo al nimero real 2x,
(Keisler, 2000).
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Conflictos epistémicos

Dada su complejidad y los diferentes
significados con los cuales se presenta, va-
rias investigaciones plantean la necesidad
de realizar un estudio histérico epistemo-
logico del concepto de diferencial; resaltan
el problema epistemoldgico que representa
(Artigue, 1995; Cordero-Orosio, 1991; Gar-
cia Jiménez, 2018; Gomez, 2019; Hu y Re-
bello, 2013; Pulido, 1997).

Las dificultades que presentan los es-
tudiantes son del tipo estructural, relaciona-
das con el calculo algebraico, pero también
conceptual, relacionadas con la compren-
sion del objeto (Orton, 1983). Por otro lado,
se plantea que las dificultades cognitivas es-
tan estrechamente relacionadas con el sig-
nificado que se pretende ensefiar (Gomez,
2019), lo que predispone de manera directa
los conceptos que definen la diferencial.

Lopez-Gay et al. (2015) y Martinez
Uribe, Pluvinage y Montafio Zetina (2017)
sefialan conflictos en el uso y la representa-
cion del diferencial en las diferentes asigna-
turas que abordan el tema, principalmente
entre calculo y fisica.

Ademas, Artigue et al. (1990), Lopez-
Gay (2001), Oldenburg (2016) y Pulido
(1997) muestran como conviven y generan
diferentes conflictos, en estudiantes y docen-
tes, los diversos significados del concepto de
diferencial que se presentan de forma explicita
o implicita en los diferentes libros de textos de
calculo, fisica, quimica, ingenieria, etc.

Un aspecto importante del concepto
de diferencial que destaca Gomez (2019) es
la problematica de la representacion simbo-
lica y su utilizacion en relacion con los con-
ceptos de derivada, integral y ecuaciones
diferenciales, porque la diferencial aparece

en las expresiones dy = f”(x). dx, % = f'(x),

f,y)dx+g(x,y)dy =0, [f()dx por
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ejemplo, Ely (2021) plantea que, en los li-
bros de textos actuales, una diferencial no se
puede escribir de manera significativa por si
misma, sino que solo adquiere significado

cuando se la fusiona con otras notaciones,

como 2 donde simboliza un lenguaje de

dx
T _ - ’
cddigo para representar }LIE% flxt i)l f(x) mAs

que un cociente de cantidades.

Faceta cognitiva

La faceta cognitiva involucra el cono-
cimiento didactico-matematico sobre como
los estudiantes aprenden, razonan y entien-
den las matematicas y como progresan en su
aprendizaje (Godino, Giacomone, Batanero
y Font, 2017; Pino-Fan y Godino, 2015).

El aprendizaje es considerado desde
el EOS como las practicas personales que
presentan estudiantes al resolver una tarea;
su analisis permite al profesor compren-
der la configuracion de practicas, objetos y
procesos que moviliza el estudiante. En la
medida en que estas practicas personales se
correspondan con los significados institu-
cionales parciales identificados previamen-
te, el aprendizaje tendrd mayor grado de
idoneidad cognitiva.

Relaciones: sabiendo que los signifi-
cados parciales no estan aislados entre si, es
importante que los estudiantes puedan esta-
blecer conexiones entre los diferentes signi-
ficados del diferencial, conexiones entre los
diferentes objetos matematicos y entre sus
correspondientes significados.

Procesos: teniendo en cuenta que
el concepto de diferencial emerge de di-
versas situaciones-problemas del campo
de las matematicas y las ciencias experi-
mentales, se considera importante que el
estudiante pueda desarrollar la competen-
cia matematica que le permita modelizar
fendmenos de cambios.
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Tabla 2
Indicadores especificos de las relaciones, procesos y conflictos de la idoneidad epistémica
para el estudio de la diferencial

Componentes Indicadores
Relaciones -Se identifican y articulan los diversos significados de diferencial segun los objetos matematicos
(problemas, definiciones, proposiciones etc.) el nivel de generalizacion y formalizacion de los objetos
intervinientes.

-Se proponen situaciones para establecer relaciones entre la diferencial con otros conceptos, como

. dy . . . .
derivada == = f'(x), integral | d ecuaciones diferenciales.
— = f'(x). integral [ dyy

Procesos Comunicacién-argumentacion
-Se deberia tener en cuenta la diversidad de procesos (problematizacion, representacion, definicion,
generalizacion, modelizacion, ...) de los cuales emergen los objetos que intervienen en las practicas
matematicas. Por ejemplo: El proceso de representacion de las diferenciales mediante expresiones
simbolicas como dx, dy, df y mediante graficos como la linealizacion de una curva.
Modelizacion
-Se plantean situaciones que permitan al estudiante utilizar modelos matematicos para representar
y comprender relaciones donde interviene la diferencial. Por ejemplo, problemas de velocidad
instantanea, desintegracion radiactiva, etc. (Lopez-Gay et al., 2018).
-Se plantean situaciones en las que la modelizacion es utilizada para comprender y establecer
relaciones en el estudio de diversos fenomenos que involucran cambios infinitamente pequefios
(Leibniz), o cambios considerados como variables que tiene limite cero (Cuachy), o al buscar
la mejor aproximacion local o estimacion lineal de una curva en un punto (Fréchet) de diversos
fendmenos de estudio provenientes de las matematicas, la fisica, quimica, biologia, economia y las
ingenierias (Lopez-Gay et al., 2015).
Conceptualizacion
-Se promueven situaciones donde los estudiantes tengan oportunidad de describir, explicar, hacer
generalizaciones y conjeturas sobre la diferencial como cantidades de magnitudes infinitamente
pequeiias (diferencial de Leibniz), como una variable que tiene limite cero (diferencial de Cauchy),
como la mejor aproximacion local de la curva (diferencial de Fréchet).

Conflictos -Se deberian evitar discordancias entre los significados de la diferencial con los correspondientes a
epistémicos la institucion de referencia, por ejemplo, en las carreras de matematica, fisica, ingenieria y ciencias
experimentales.

-Se deberia tener cuidado con la presentacion de los objetos matematicos relacionados con la
diferencial para evitar errores, contradicciones y ambigiiedades.

-Se deberia tener en cuenta que los simbolos y expresiones que involucran a la diferencial varian su
significado segun los contextos de uso y al estar relacionados con otros conceptos como derivada,
integral y ecuaciones diferenciales, es importante dejar en claro cudl es el sentido de su uso. Por

cjemplo: dy = £ (). dv, 2 = £'(x), f (x,y)dx + g (x,y)dy = 0 [ f()dx, [ df

-Se considera necesario generar instancias de reflexion sobre la diferencia en la consideracion de las
diferenciales como cantidad infinitamente pequefias o como variables cuyo limite tiende a cero.

-Se considera oportuno propiciar espacios para que los estudiantes compartan sus interpretaciones

y sentidos en relacion con para qué se usan las diferenciales en la resolucion de las situaciones
problemas.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Conocimientos previos: esta compo-
nente valora si se especifican los conceptos
y competencias que se consideran necesa-
rios para el estudio de la diferencial, con
el propdsito de que los estudiantes pue-
dan establecer relaciones adecuadas entre
los distintos contenidos y realizar un uso
competente de estos mismos. Por ejemplo,
Frank y Thompson (2021) plantean que los
estudiantes, en sus estudios de bachillerato
o precalculo, necesitan estudiar los signi-
ficados de los conceptos de cambios y va-
riaciones de cambios en los valores de una
funcién, para tener mayores oportunidades
de comprender, en los primeros cursos de
calculo, los significados de tasa de cambio y
sus aplicaciones.

Conflictos cognitivos: varias inves-
tigaciones han reportado que estudiantes y
docentes presentan diversas dificultades en
relacion con los usos de las diferenciales.
Hu y Rebello (2013) plantean que el uso
de los simbolos matematicos, como la di-
ferencial dx, dy, genera muchas dificultades
para estudiantes de fisica porque depende
del contexto de uso, ya que los diferenciales
pueden representar una cantidad infinitesi-
mal o un cambio infinitesimal de una can-
tidad fisica (Jones, 2013; 2015; Von Korff
y Rebello, 2014). Ademas, el uso de la di-
ferencial en relacidon con otros conceptos,
plantea dificultades en los significados que
entran en juego en la resolucion de proble-
mas (Garcia Jiménez, 2018). Como se pre-
senta en Lopez-Gay y Martinez-Torregrosa
(2005), en el discurso de estudiantes y do-
centes en formacion entran en conflicto los
significados de la diferencial y de la deriva-
da, principalmente por las interpretaciones
y ambigiiedades que se originan en la utili-
zacion del simbolo diferencial. En los pro-
cesos de significacion e interpretacion del
concepto de la integral definida se genera
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un conflicto cognitivo cuando el estudian-
te tiene que comprender al dx en la expre-

sion f: f (x)dx como lo estudia Burgos et al.
(2021), Ely (2017) y Jones (2013; 2015).

Faceta afectiva

En esta faceta se valora la situacion
afectiva del sujeto que estd frente a la reso-
lucion de cualquier problema matematico,
ya que no solo pone en juego practicas ope-
rativas y discursivas para dar una respuesta
al problema, sino que también moviliza ac-
titudes, creencias, emociones y valores que
condicionan, en mayor o menor grado, la res-
puesta cognitiva requerida (Godino, 2013).

Beltran-Pellicer y Godino (2020) y
Grootenboer y Marshman (2016) plantean
que existe un cierto consenso en la comu-
nidad cientifica respecto a las componentes
del dominio afectivo en la educacion mate-
matica, donde destacan las emociones, ac-
titudes, creencias y valores. Por tales mo-
tivos, consideramos que es necesario tener
en cuenta estas componentes para la valora-
cion de la faceta afectiva para el estudio de
la diferencial de una funcion.

Las componentes del dominio afec-
tivo estan presentes en todo el proceso de
estudio (antes, durante y después), como su-
gieren Grootenboer y Marshman (2016) al
mencionar que el afecto influye en el apren-
dizaje de las matematicas, pero también los
estudiantes desarrollan creencias, actitudes
y emociones a medida que participan de las
experiencias del aula.

Emociones: se entiende que son los
cambios que se producen rapidamente y que
son experimentados de manera consciente o
que ocurren preconsciente o inconsciente-
mente durante el momento de resolver una
tarea y pueden variar de leves a intensas.
Cabe destacar que las emociones, como una
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Tabla 3
Indicadores especificos de idoneidad cognitiva en el estudio de la diferencial
Componentes Indicadores

Significados -Se deberia conseguir que los significados personales de estudiantes se correspondan con los

personales significados institucionales pretendidos, implementados y evaluados (ver, por ejemplo, Ramirez,

(Aprendizajes) Ibarra y Pino-Fan, 2020).

-La evaluacion de los aprendizajes deberia utilizarse para mejorar el proceso de instruccion
teniendo en cuenta las caracteristicas personales, los niveles de comprension y competencia que
pueden desarrollar los estudiantes.

Relaciones -Se deberia proponer experiencias (situaciones, ejemplos, explicaciones...) que promuevan un

(conexiones) aprendizaje de tipo relacional, de manera que permitan valorar si el estudiante establece relaciones
o conexiones entre los significados de diferencial, sus sentidos, sus representaciones y contextos
de uso.

-Se plantean situaciones que permiten distinguir y relacionar la diferencial con la derivada, el
limite, la integral y las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo: velocidad instantanea, calculo de la
masa de una lamina, cambio total de la masa, etc.

Procesos -Se debe tener en cuenta la competencia del estudiante para implementar procesos matematicos
en relacion con la diferencial (modelizacion, generalizacion, conceptualizacion, resolucion o
planteamiento de problemas, prueba, representacion, etc.) y metacognitivos (reflexion sobre los
propios procesos de pensamiento matematico).

Conocimientos -Se analiza que los estudiantes tienen los conocimientos previos y necesarios para abordar el

previos (se

tienen en cuenta
los mismos
elementos que
para la idoneidad
epistémica)

Diferencias
individuales

Conflictos
cognitivos

estudio del diferencial, entre ellos: cantidad, variable, funcion, pendiente, variacion, acumulacion,
entre otros que dependen de la complejidad ontosemidtica del significado parcial del diferencial
que se pretende estudiar.

-El profesor planifica situaciones problemas (p.e., aproximacion o estimacion lineal, prondstico
lineal, razén de cambio, tasas, velocidad, desintegracion radiactiva, calculo del area de un
circulo, variacion, cambio y acumulacion total de la masa, optimizacion, etc.) que promueven la
modelizacion en diversos contextos y permiten comprender la riqueza de procesos que emergen en
el estudio de la diferencial.

-Se utilizan diferentes registros apropiados para la representacion de informacion, como graficos,
tablas, ecuaciones, expresiones simbolicas, etc.

-Se deberia tener en cuenta en el proceso instruccional las diferencias individuales de los
estudiantes en sus conocimientos previos y estilos de aprendizaje en el proceso de estudio de la
diferencial.

-Se incluyen actividades de ampliacion, refuerzo, contraejemplos y analogias. Por ejemplo,
plantear la discusion sobre el uso de los términos: cantidad pequefia, cambio infinitamente
pequeilo, infinitesimal, variacion infinitesimal, porcion infinitesimal, aproximacion, estimacion
lineal, error, entre otros, en relacion con los significados de la diferencial.

-Se promueve el acceso, el logro y apoyo de todos los estudiantes.

-El proceso de instruccion deberia abordar y clarificar los diferentes significados de la diferencial
teniendo en cuenta las dificultades que se presentan segun el contexto de uso, las expresiones
simbolicas utilizadas y las interconexiones con otros conceptos como limite, derivada, integrales y
ecuaciones diferenciales.

-Se valora el error y la confusion en relacion con las interpretaciones o sentidos del diferencial
como fuente de aprendizaje.

Nota: Fuente propia de la investigacion. Adaptado de Godino, Batanero, Burgos y Gea (2021)
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practica afectiva, se manifiestan de manera
local y contextual (Beltran-Pellicer y Godi-
no, 2020). En este componente se valorara
que los contenidos estén vinculados con los
problemas sociales o la vida social de los
estudiantes, como asi también que incluyan
aspectos motivacionales y que se generen
espacios para potenciar la autoestima y evi-
ten el rechazo hacia las matematicas (Casti-
llo, Burgos y Godino, 2022).

Actitudes: se considera que “describen
orientaciones o predisposiciones hacia cier-
tos conjuntos de sensaciones emocionales
(positivas o negativas), en contextos parti-
culares (matematicos)” (Beltran-Pellicer y
Godino, 2020, p. 6). Sera importante valorar
si se plantean situaciones que motivan a los
estudiantes en la participacion de las activi-
dades, en favorecer la argumentacion en si-
tuaciones de igualdad y fomentar una actitud
de flexibilidad hacia la exploracion de ideas
y caminos de resolucion de problemas.

Creencias: “implican la atribucion de
alglin tipo de verdad o validez externa al sis-
tema de proposiciones u otras configuracio-
nes cognitivas. Las creencias suelen ser muy
estables, en gran parte cognitivas y estructu-
radas” (Beltran-Pellicer y Godino, 2020, p.
6). En este componente se valoran las creen-
cias sobre las matematicas, su enseflanza y
aprendizaje, como asi también las creencias
en torno a la formacion de profesores, fisicos
e ingenieros en relacion con el calculo.

Valores: incluyen componentes éticos
y morales, y se entienden como “verdades
personales y aspectos apreciados por los in-
dividuos” (Castillo et al., 2022, p. 15). En
este componente se valoraran los sistemas de
valores que ayudan a motivar las decisiones.

Por ejemplo, en la investigacion de
Moreno y Azcarate (2003) estudian como
influyen las creencias de los profesores
sobre la ensefianza y el aprendizaje de las
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ecuaciones diferenciales, donde plantean
que las creencias, actitudes y los sistemas
de valores entran en juego en la toma de de-
cisiones en relacion con las estrategias di-
dacticas, gestion de la clase, concepciones
sobre la ensefianza, competencia matemati-
ca de estudiantes, entre otras.

Faceta interaccional

Esta faceta se caracteriza por la valo-
racion de la negociacion de los significados
que se deberian generar en un proceso ins-
truccional; es decir, se estudia el grado en
que los modos de interaccion entre docen-
te, estudiantes y entre estudiantes permiten
identificar y resolver potenciales conflictos
semioticos, favorecer el aprendizaje autono-
mo y el desarrollo de competencias comuni-
cativo-argumentativas (Godino, 2013).

Interaccion docente-estudiante: en
esta componente se valora si las configu-
raciones didacticas planificadas posibilitan
una presentacion clara, ordenada y adecua-
da de los conceptos claves en relacion con
la diferencial. Ademas, si se propicia situa-
ciones-problemas que permitan establecer
relaciones con los otros conceptos del cal-
culo, como el limite, derivada e integral, de
manera que se empleen recursos retoricos
y argumentativos para reconocer y resol-
ver potenciales conflictos de significados
del diferencial.

Interacciones entre estudiantes: las
configuraciones didécticas planificadas de-
berian contemplar momentos de didlogo,
comunicacion y debate entre estudiantes, y
generar situaciones donde tengan que con-
vencer a sus pares sobre la validez de sus
afirmaciones y conjeturas empleando argu-
mentos matematicos.

Autonomia: se valora si las situa-
ciones problemas contemplan momentos
donde los estudiantes tengan que asumir la
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responsabilidad del estudio desarrollando
una autonomia para enfrentarse a diferentes
y nuevos problemas.

Evaluacion formativa: se considera
la evaluacion continua a lo largo de todo el
desarrollo de la trayectoria didactica y no
unicamente al final, ya que la progresion
en el aprendizaje tiene lugar en la medida
que el estudiante se apropia de los diversos
significados, reconoce y comprende la tra-
ma de objetos matematicos implicados en
ellos (Godino y Burgos, 2020). Por tales
motivos, se considera estas practicas perso-
nales como indicadores explicitos para que
el profesor pueda valorar las relaciones de
sus estudiantes con los objetos.

Se tendrda mayor idoneidad interac-
cional si se consideran formatos de interac-
cion de tipo dialdgica y colaborativas, sobre
los de tipo magistral e individual (Godino,
Font, Wilhelmi y De Castro, 2009). Ade-
mas, a partir de esta valoracion es posible
determinar intervenciones mas adecuadas
durante el proceso de ensefianza y aprendi-
zaje para mejorar la apropiacion de los sig-
nificados del concepto de diferencial.

Faceta mediacional

Esta faceta valora el grado de dispo-
nibilidad y adecuacion de los recursos tec-
noldgicos, materiales y temporales para el
desarrollo 6ptimo del proceso de ensefianza
y aprendizaje (Godino et al., 2021).

Recursos materiales: esta compo-
nente valora el uso de diferentes tipos de
recursos manipulativos, audiovisuales e
informaticos que permitan generar buenas
situaciones-problemas que potencien el de-
sarrollo de la competencia matematica de
los estudiantes. Los recursos tecnoldgicos,
como calculadoras, sistemas de calculo al-
gebraico simbolico, software de geometria
dinamica, graficadores, hojas de célculo,
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applets y dispositivos de presentacion inte-
ractiva, tienen un gran peso en la ensenan-
za del calculo diferencial (Garcés-Cordova
y Font, 2022), ya que permiten, entre otras
cuestiones, estudiar modelos concretos y
potenciar la visualizacién. Sin embargo,
Hitt (2014) advierte que el uso de herra-
mientas tecnoldgicas no debe ser destina-
do exclusivamente a graficar funciones, ya
que se pierde la riqueza que estas aportan a
los procesos de modelacion matematica. Se
destaca también la importancia y el impacto
educativo mediante la manipulacion de ob-
jetos fisicos y su articulacion con entornos
tecnologicos (Hitt, 2014).

Condiciones ambientales: las condi-
ciones del aula y la distribucion de estudian-
tes deben ser adecuadas para llevar a cabo el
proceso instruccional del estudio del dife-
rencial pretendido.

Tiempo de ensenianza y aprendizaje:
resulta importante valorar si la distribucion
del tiempo es idonea en cuanto a la organi-
zacion de los momentos de ensefianza, las
experiencias de aprendizajes, los momentos
de trabajo presencial y no presencial, y la de-
dicacion a los contenidos segun su dificultad
para los estudiantes. Se recomienda dedicar
tiempo de discusion al fendmeno fisico me-
diante la modelizacion, sin limitarla a aspec-
tos netamente algebraicos (Hitt, 2014).

Faceta ecologica

Esta faceta valora el grado en que una
propuesta, una accion formativa o un plan
es adecuado dentro del entorno en que el
que se realiza. Por entorno se entiende todo
lo que esta fuera del aula, pero condiciona
la actividad (y, ademas, es condicionado por
ella) que se desarrolla en esta. Condiciones
que provienen de la sociedad, la escuela, la
pedagogia, la didactica de las matematicas,
la investigacion, etc. (Godino, 2013).
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Adaptacion al curriculo: en qué medi-
da la propuesta de ensefianza se corresponde
con los disefios curriculares, ya sean profe-
sores de matematicas o fisica, licenciados en
matematicas, ingenieros, economistas, etc.

Apertura hacia la innovacion diddcti-
ca: se valora si se tienen en cuenta los resul-
tados de las investigaciones en didactica del
calculo y el uso de las nuevas tecnologias, ya
que existe una tendencia actual en la ense-
flanza del calculo donde los recursos tecnolo-
gicos ocupan un lugar importante en la clase
de matematicas (Hitt, 2017). Estos recursos
pueden ser softwares especificos de matema-
ticas o videos que simulan los fendmenos en
estudio; su uso es importante porque permi-
ten abordar la modelizacion matematica, el
tratamiento y la conversion entre los diferen-
tes registros de representacion semiotica y la
integracion de varias disciplinas. Por ejem-
plo, Thompson y Harel (2021) proponen el
uso de animaciones para estudiar las varia-
ciones, sus cambios y acumulacion.

Adaptacion socio-profesional y cultu-
ral: valora si la propuesta de estudio del dife-
rencial contribuye a la formacion socio-pro-
fesional de los estudiantes. Es decir, si esta
orientada hacia el estudio de la diferencial en
el contexto de la ingenieria o si se adapta al
campo profesional de un futuro profesor de
matematicas o fisica, segun la carrera.

Educacion en valores: la propuesta
de ensefianza deberia evitar la trasmision de
estereotipos, elementos racistas, sexistas,
discriminatorios, etc. Tendria que fomentar
los valores democraticos como el respeto
por la diversidad, la tolerancia, la coopera-
cion, el respeto por las ideas de sus pares, y
el pensamiento critico.

Por 1ltimo, la componente conexiones
intra e interdisciplinares valora si la propuesta
didactica permite establecer relaciones entre
la diferencial con los conceptos de cantidad,
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variable, funcion, limite, derivada, integrales
y ecuaciones diferenciales. Ademas, valora
las conexiones con los conceptos de razon de
cambio, tasa de variacion, velocidad, acelera-
cion, densidad variable, cambio total de una
variable, costo marginal, entre otros temas de
las ingenierias y las ciencias experimentales.

Sintesis e implicaciones

En este articulo, se ha descrito la ela-
boracion de una Guia de valoracion de la
idoneidad didactica para procesos de es-
tudio del concepto de diferencial, funda-
mentada tanto en las sugerencias de la bi-
bliografia cientifica como en la nocién de
idoneidad didactica propuesta por el EOS.
Los indicadores de las facetas epistémica,
cognitiva, afectiva, interaccional, media-
cional y ecoldgica han sido particularizados
para el estudio de la diferencial a partir del
andlisis de los resultados de diversas in-
vestigaciones didacticas sobre los distintos
significados, sobre qué matematicas se de-
berian ensefiar y aprender, sobre los contex-
tos de aplicacion, circunstancias y recursos
disponibles. El desafio radica, precisamen-
te, en lograr un equilibrio entre el grado de
adecuacion de cada una de las idoneidades
(Godino, 2021) para mejorar los procesos
de ensenanza y aprendizaje de la diferencial.

La guia debe entenderse como una he-
rramienta para orientar la reflexion del profe-
sor en el disefio, implementacion y evaluacion
de procesos de estudio, con el proposito de
lograr la optimizacion de los procesos de en-
sefianza y aprendizaje en torno a la diferen-
cial (Godino, 2021; Pino-Fan y Parra-Urrea,
2021). En este sentido, Malet, Giacomone y
Repetto (2021) resaltan la importancia que tie-
ne la elaboracion de guias especificas de valo-
racion como herramienta de reflexion sobre la
propia practica docente. Ademas, reclaman la
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necesidad de seguir con esta linea cubriendo
diversos contenidos matematicos.

Es importante destacar que esta guia de
valoracion puede ser utilizada no solo para
las clases de matematicas, sino también para
clases que estén en estrecha relacion con el
concepto de diferencial, como clases de fisi-
ca, ingenieria y las ciencias experimentales.
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