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Resumen

Se presentan los resultados de una investigaciéon acerca
del aprendizaje de los elementos notables del triangulo en
geometria euclidiana, realizada con estudiantes de grado
décimo de un colegio de Tunja, con edades comprendidas
entre 14 y 17 afnos. Se analizé la conjeturacién y la
caracterizaciéon de dichos elementos, a partir de la
exploracion de ambientes de geometria dindmica
disefiados en GeoGebra. La metodologia fue cualitativa
de tipo descriptivo e interpretativo. La propuesta esta
basada en el aprendizaje por descubrimiento de Bruner.
Hubo un progreso en el pensamiento intuitivo de los
estudiantes al implementar las actividades centradas en
la visualizacién, mediadas con dibujos dinamicos. Los
resultados muestran que los estudiantes aprendieron sobre
rectas y puntos notables del triangulo: los identificaron en
la representacién gréfica, priorizaron el uso del lenguaje
natural, conjeturaron sobre sus propiedades y descubrieron
relaciones y propiedades de los triangulos; lo cual generd
un aprendizaje significativo. Asi avanzaron en el desarrollo
del pensamiento espacial. Un elemento importante fue el
desarrollo de la competencia digital de los estudiantes con
el uso de GeoGebra.

Palabras clave: objetos geométricos, conjeturacion,
formalizacion, geometria dindmica
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Learning by discovery in systems of special points and
lines in a triangle

Abstract

The article presents the results of a research about learning the special elements in a
triangle in Euclidean geometry, carried out with tenth grade students of a school in Tunja,
aged between 14 and 17. The conjecturing and the characterization of these elements were
analyzed based on the exploration of dynamic geometry environments designed in GeoGebra.
The methodology was qualitative with descriptive-interpretative characteristics. The proposal
is based on Bruners learning by discovery approach. The students progressed in their
intuitive thinking by implementing activities focused on visualization, mediated by dynamic
drawings. The results show that students learned about special lines and points in a triangle:
they identified these in the graphic representation, prioritized the use of natural language,
conjectured about their properties and discovered relations and properties in triangles; which
caused significant learning. Thus, they advanced in the development of spatial thinking. An
important element was the development of the students’ digital competence with the use of
GeoGebra.

Keywords: geometric objects, conjecture, formalization, dynamic geometry

Aprendizagem por descobrimento em sistemas de
pontos e retas notaveis do triangulo

Resumo

O artigo apresenta os resultados de uma pesquisa sobre a aprendizagem dos elementos
notaveis do tridngulo na geometria euclidiana, realizada com estudantes do décimo ano do
ensino médio numa escola de Tunja, com idades entre 14 e 17 anos. Analisou-se a conjectura
e a caracterizagdo de ditos elementos, a partir da exploragio de ambientes de geometria
dinamica projetada no GeoGebra. A metodologia foi qualitativa, descritiva e interpretativa. A
proposta esta baseada na aprendizagem por descobrimento de Bruner. Houve um progresso
no pensamento intuitivo dos estudantes ao implementar as atividades focadas na visualizacéo,
mediadas com desenhos dinamicos. Os resultados mostram que os estudantes aprenderam
sobre retas e pontos notaveis do tridngulo: eles os identificaram na representagdo grafica,
priorizaram o uso da linguagem natural, conjeturaram sobre suas propriedades e descobriram
relagdes e propriedades dos triangulos; o que gerou uma aprendizagem significativa. Assim,
os estudantes avangaram no desenvolvimento do pensamento espacial. Um item importante

foi o desenvolvimento da competéncia digital dos estudantes com o uso do GeoGebra.

Palavras-chave: objetos geométricos, conjecturas, formalizagdo, geometria dinamica
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Introduccion

Ensefar la geometria es una tarea de gran importancia e interés, pero a la vez de bastante
complejidad, debido a la diversidad de objetos y metodologias que involucra. Esto implica
una gran responsabilidad de los docentes, quienes disefian estrategias y metodologias para
que los estudiantes logren un mejor aprendizaje. Particularmente, en la educacion basica
y media, se evidencian grandes dificultades en el aprendizaje de los objetos geométricos y
en el reconocimiento de propiedades y relaciones entre estos. Al respecto Gutiérrez (2011),

afirma:

Ensefiar geometria en los grados de las educaciones primaria y secundaria es una tarea
compleja debido a las multiples variables que influyen. Actualmente, existe un acuerdo
generalizado entre didactas de las matematicas y profesores de matematicas en que la
enseflanza de la geometria debe basarse en metodologias que faciliten la actividad de

exploracion y descubrimiento de parte de los estudiantes. (p. 3)

Es importante buscar posibilidades que ayuden al aprendizaje de los estudiantes, para
que pueda darse de la mejor manera, segun el contexto. En este sentido, la geometria es una
disciplina inmersa en otras ciencias. Por lo tanto, es posible encontrar diferentes situaciones
que permitan su estudio, sin dejar de lado su formalidad y rigor. Es una rama multifacética
de las matematicas, pues guarda relacién con otros dominios matematicos, con las ciencias
naturales y las ciencias sociales (Camargo & Acosta, 2012).

Deotrolado,lasrealidadeseducativasactuales exigen nuevas metodologiasque encaminen
a un mejor aprendizaje. Por ende, es importante tener en cuenta la implementacion de
diferentes estrategias para una mejor comprension de los objetos matematicos por parte
de los estudiantes. Lo anterior implica un cambio en la forma como el docente desarrolla
el trabajo en el aula. De acuerdo con esto, Boude y Cardenas (2016) afirman: “los docentes
constituyen uno de los factores mds importantes del proceso de formacién de los estudiantes,
pues son ellos quienes estan dia a dia con los estudiantes y proponen los procesos que estos
deben desarrollar para alcanzar sus competencias” (p. 29).

La investigacion surge a partir de la dificultad de los estudiantes al formalizar conceptos
y conjeturar sobre las propiedades de diferentes objetos geométricos. El objetivo es analizar
de qué manera los estudiantes formalizan y conjeturan conceptos y propiedades relativas a
rectas y puntos notables del triangulo en geometria euclidiana plana, a partir del aprendizaje
por descubrimiento (Bruner, 1966) en ambientes de geometria dindmica.

La investigacion estd enmarcada en la linea de geometria y virtualidad del grupo de
investigacion Piramide de la Universidad Pedagégica y Tecnologica de Colombia. Se destaca
la importancia de esta asignatura en el curriculo escolar y en el aprendizaje de la matematica
por parte de los estudiantes, asi como su aplicabilidad en su entorno. Por esta razén, es
importante que los docentes de esta disciplina usen el pensamiento visual, el disefio de
tareas y el analisis didactico, para indagar sobre el aprendizaje de la geometria. Al respecto,
Gamboa y Ballesteros (2009) comentan:

Para todo profesor de matemadticas conocer y ser consciente de la utilidad de la geometria,
su desarrollo histérico y posible aplicacion al mundo real, pueden convertirse en elementos

pilares que guien su practica docente hacia la creaciéon de situaciones problema para los
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estudiantes, con el fin de que la geometria adquiera un sentido tangible, que contribuya
con la estimulacion y desarrollo de sus capacidades de percepcion espacial y visual, y que

minimice las dificultades que implica su estudio. (p. 117)

En el aprendizaje de la geometria euclidiana plana, es de gran ayuda usar mediaciones
que faciliten dicha labor a los estudiantes. Cada sujeto aprende de manera diferente a
los demas, lo cual implica que se deban tener en cuenta varias formas y recursos para la
enseflanza, como el uso de materiales reales, de dibujo y ambientes de geometria dinamica,
de tal manera que se pueda lograr una mayor coherencia en los procesos educativos. En
este sentido, es importante que los elementos tecnoldgicos propicien mejores aprendizajes.
Tal es el caso de los ambientes virtuales, que son llamativos para los estudiantes y que les
permiten interactuar con el docente y con las tematicas que desean aprender. En este caso,
se trabajara la geometria dindmica mediante el software GeoGebra, por medio del cual es
posible analizar con mayor claridad diferentes objetos geométricos relacionados con las
rectas y puntos notables del triangulo. “La geometria dinamica ofrece la oportunidad de
trabajar con construcciones geométricas en un entorno que tiene correspondencia directa
con el contexto de la geometria euclidiana” (Samper & Toro, 2017, p. 373).

Los ambientes de geometria dindmica proporcionan un material que explota el
pensamiento visual para explorar los sistemas semi6ticos graficos como base para expresar
propiedades en lenguaje natural, con miras a formalizar los conceptos geométricos. Para
esta investigacion se parte del supuesto sobre la bondad didactica de las herramientas
tecnoldgicas y virtuales para mejorar el proceso de aprendizaje de los estudiantes, ya que
podria permitirles una mejor comprension de los objetos geométricos estudiados a través
de la experiencia de aula, puesto que “la introduccién de las TIC en el contexto educativo
ha dado un nuevo impulso a la pedagogia, estimulando al sistema escolar en la busqueda de
nuevos caminos para aprender” (Correa & Pablos, 2009, p. 134).

La incorporacién de las TIC en el aula, como mediadoras en el proceso de aprendizaje
de los estudiantes, permite al docente valorar y reflexionar sobre su eficacia en la ensenanza.
De esta manera, la didactica se ha constituido como el ambito de organizacién de diversas
reglas que permiten una enseflanza mas eficaz (Fandos, Jiménez & Gonzélez, 2002). Esto
ha llevado a que en los ultimos afios el uso de software de geometria dinamica haya sido
acogido en el aprendizaje de la geometria. “Sin duda, la utilizacién de software especifico
como acompanamiento en la construccion del aprendizaje matematico de los estudiantes es
una de las grandes potencialidades de las TIC en el aula de matematicas” (Ruiz, 2013, p. 21).

Laimportancia delosambientes de aprendizaje basados en el uso de software de geometria
dindmica radica en que estos activan el trabajo de los estudiantes en el estudio de diferentes
objetos geométricos. En los medios digitales, las representaciones gozan de propiedades
que no se tienen en el papel: son representaciones ejecutables. Evidentemente, el papel
no revela la riqueza inherente al medio dindmico (Moreno & Ramirez, 2017). También es
importante destacar que en los ambientes de geometria dinamica, los estudiantes pueden
“visualizar, manipular y explorar objetos matematicos que con el uso de lapiz y papel seria
practicamente imposible de realizar, ademas optimiza el tiempo de la misma, porque las
construcciones geométricas se realizarian en poco tiempo y de forma precisa” (Miranda,
2011, p. 30).
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En la investigacion se abordaron las dificultades en el uso de los sistemas semidticos de
representacion y la formalizacion de conceptos matematicos que presentan los estudiantes
al trabajar la geometria euclidiana plana, particularmente lo referido a rectas y puntos
notables del triangulo. Se tuvo en cuenta una estrategia basada en el aprendizaje por
descubrimiento, para afrontar las dificultades de los estudiantes en el uso de los diversos
tipos de lenguaje, como el natural, el grafico y el simbolico, en el trabajo con tridngulos y sus
elementos notables, en especial con el estudio de sus propiedades y relaciones. Se propici6
que los estudiantes conjeturaran hacia la formalizacion de objetos geométricos, a partir de
la exploracién de un ambiente de geometria dindmica. Se pretendi6é plasmar estas ideas
en un material virtual sobre el aprendizaje de los objetos notables del triangulo, disefiado
e implementado por los investigadores en el aula de clase, para analizar la evolucion en el
aprendizaje y el desarrollo de los procesos del pensamiento espacial de los estudiantes.

Aspectos tedricos

En el aprendizaje de la geometria es importante que los estudiantes utilicen distintos
sistemas de representacion (Duval, 2016), por medio de los cuales puedan conceptualizar
de mejor manera los diferentes objetos geométricos involucrados en las actividades
de aprendizaje de la geometria de triangulos. Los ambientes de geometria dinamica
permitieron una adecuada visualizacién y reconocimiento de figuras bidimensionales, ya
que posibilitan usar herramientas primitivas de arrastres, rotaciones, traslaciones, entre
otras. Esto permiti6 estudiar a profundidad los objetos geométricos involucrados en las
practicas de aula implementadas. A partir de los significados personales de los estudiantes,
dichas mediaciones propiciaron el desarrollo de problemas geométricos especificos, para
lograr una institucionalizacion de significados. El potencial semiético de una herramienta
usada para la ensefianza puede adecuarse y encaminarse hacia el desarrollo de procesos
matematicos. Mediante el andlisis de las cualidades y restricciones, esta herramienta puede
convertirse en un buen instrumento para el aprendizaje (Bartolini-Bussi & Mariotti, citados
por Camargo et al., 2013).

En el desarrollo de esta investigacion, se usé una metodologia centrada en el aprendizaje
por descubrimiento planteado por (Bruner, 1966), enfocada en un aprendizaje personalizado,
a partir de la exploracidn y apropiacion de situaciones concretas en ambientes de geometria
dindmica, relacionados con las rectas y puntos notables del tridngulo. Se buscd que los
estudiantes conjeturaran propiedades y formalizaran conceptos sobre el tridangulo en
geometria euclidiana plana, a partir de la exploracion de estos ambientes. En el aprendizaje
por descubrimiento, “el instructor debe motivar a los estudiantes para que sean ellos mismos
los que descubran relaciones entre conceptos y construyan conocimientos” (Guilar, 2009,
p. 238).

En el trabajo de Garcia (2010), se menciona que de la obra de Bruner (1960) emergen
cuatro temas claves en el proceso educativo: “el papel central de la estructura en la ensefianza
y el aprendizaje, la disposicion, los pensamientos intuitivo y analitico, y la motivacion” (p.
44). Estos elementos son importantes en el proceso de aprendizaje y, por lo tanto, deben
tenerse en cuenta al disefiar y evaluar las tareas matematicas propuestas para los estudiantes,
con el fin de lograr aprendizajes mas sélidos.
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Actividad demostrativa en geometria.

En el trabajo de Camargo (2010) se explica la actividad demostrativa en geometria. Busca
una aproximacion conceptual a los procesos de explorar, conjeturar, definir y argumentar,
los cuales estan implicitos en dicha actividad. En esta investigacion, se enfatizd en el
desarrollo del pensamiento intuitivo y la visualizacién, que estdn implicitos en el trabajo
heuristico que los estudiantes realizaron en el desarrollo de las tareas.

Enlainvestigacion se tuvieron en cuenta las siguientes etapas: exploracion, conjeturacion,
argumentacion y formalizaciéon de nociones y propiedades acerca de los puntos y rectas
notables del tridngulo, las cuales se analizaron a partir del trabajo realizado por el estudiante
en la aplicacion de los ambientes de aprendizaje. Se tomaron como base las nociones de
explorar (Arsac; Arzarello; citados por Camargo, 2010, p. 50), conjeturar (Camargo, 2010, p.
51), definir (Camargo, 2010, p. 52), argumentar (Bartolini et al.; Duval; citados por Camargo,
2010, p. 52) y figuras y representaciones geométricas (Laborde; Mariotti; citados por Camargo
2010, p. 50). De esta manera, puede decirse que en geometria la exploracion y el desarrollo
de la intuicién son fundamentales para la formulacién de conjeturas y formalizacién de
nociones y propiedades sobre diferentes objetos geométricos.

Geometria escolar.

El trabajo realizado en geometria por los estudiantes durante su etapa escolar puede
describirse de acuerdo conlo planteado por Acosta y Fiallo (2017), quienes consideran cuatro
etapas de la geometria escolar: geometria de las formas, geometria de las construcciones,
geometria de las justificaciones y geometria de las demostraciones. En este estudio, se pudo
analizar hasta la tercera etapa. El trabajo de los estudiantes se enfocé en la exploracion
heuristica de los ambientes de geometria dindmica propuestos, con el fin de generar
deducciones respecto a nociones y propiedades de los objetos geométricos contenidos en
los ambientes. En este sentido, los procesos de exploracion y justificacion son fases cruciales
en el aprendizaje de la geometria (Barbosa, 2013).

Acerca de GeoGebra.

De acuerdo con la experiencia de trabajo, el software GeoGebra ha sido de gran ayuda
para aprender geometria, ya que permite explorar los objetos geométricos de una manera
mas versatil. De este modo, los estudiantes pueden hacer conjeturas sobre las propiedades
de dichos objetos. Al ser un software interactivo y libre, presenta muchas ventajas para
realizar célculos algebraicos y aritméticos y generar construcciones geométricas interactivas
y dindmicas (Carrillo, citado por Ruiz, 2013, p. 28).

Tareas matematicas propuestas a los estudiantes.

Para el desarrollo de esta investigacion, las tareas que se plantearon a los estudiantes se
centraron en la exploracion de ambientes de geometria dinamica, en los cuales se sugirieron
algunas preguntas orientadoras, con el objetivo de encaminarlos a la formulacién de
conjeturas sobre nociones y propiedades de objetos geométricos relativos al triangulo. En
cuanto a la actividad y tarea matematica, Ponte (2004) comenta que “principalmente, los
alumnos obtienen el aprendizaje a partir de los factores clave: la actividad que realizan y la
reflexion que efecttian al respecto”. En este sentido, una tarea es el objetivo de la actividad
a realizar. Segtn este autor, las tareas matematicas pueden clasificarse segun el grado de
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dificultad y de apertura, la duracion y el contexto. Para el caso de esta investigacion, se
propusieron tareas de exploracion sobre los elementos notables del triangulo, clasificadas
asi: de tipo descriptivo, de formulacion y validacion de conjeturas, de nombramiento y
caracterizacion, y finalmente las fundamentadas en la formulaciéon de proposiciones.

Aspectos metodologicos

Para el desarrollo de la investigacion, se escogié como unidad de analisis un grupo de
32 estudiantes de grado décimo de un colegio de Tunja, con edades entre 14 y 17 aflos. La
recoleccion de la informacion se realizé a través de instrumentos como: prueba diagndstica,
cuestionarios, archivos digitales y andlisis de las comunicaciones escritas hechas por los
estudiantes al conjeturar y formalizar conceptos y propiedades geométricas del triangulo.
Para la organizacion de la informacién, se nombraron los estudiantes como E1, E2, E3, y asi
sucesivamente.

El enfoque de investigacion fue cualitativo, de tipo descriptivo-interpretativo. Se buscd
describir y analizar de qué manera los estudiantes conjeturan y formalizan conceptos y
propiedades relativos a las rectas y puntos notables del tridngulo en geometria euclidiana
plana. Para Fiorentini y Lorenzato (2010), en una investigacion descriptiva, “el investigador
desea describir o caracterizar con detalles una situacion, un fenémeno o un problema.
Generalmente este tipo de investigacion utiliza observacion sistematica (no etnografica) o
la aplicacion de cuestionarios estandarizados, a partir de categorias previamente definidas”
(p. 43).

Para el desarrollo de la investigacion se usaron cinco ambientes virtuales, disefiados en
el programa GeoGebra. El primer ambiente virtual se usé como prueba diagndstica. Se
les solicit6 a los estudiantes explorar la herramienta con el fin de formular conjeturas y
descubrir propiedades relativas al tridngulo. En los demds ambientes se enfatizo en las rectas
y puntos notables del triangulo. El orden en que se presentd a los estudiantes cada ambiente
fue: medianas y baricentro; alturas y ortocentro; bisectrices e incentro; mediatrices y
circuncentro. En estos ambientes virtuales se formularon preguntas orientadoras enfocadas
en que los estudiantes descubrieran propiedades, formularan conjeturas y, finalmente,
formalizaran nociones y propiedades de las rectas y puntos notables del tridangulo en los
que enfatizaba cada uno de los ambientes.

Para el andlisis de la informacion, se establecieron categorias sobre el pensamiento
espacial y el aprendizaje heuristico. En cuanto al pensamiento espacial, se analizaron
elementos como la ubicacién espacial, movimientos geométricos, procedimientos de
construccion y determinacion de invariantes. Para el caso del aprendizaje heuristico, se
analizaron los procesos de conjeturacion sobre nociones y propiedades del triangulo y el uso
de lenguaje natural, lenguaje simbdlico y lenguaje matematico, en el proceso de formulacion
y validacién de conjeturas sobre los elementos notables del triangulo.

Analisis de resultados

Serealiz6 un analisis descriptivo-interpretativo de lainformacidn recolectada enla prueba
diagnéstica y en los ambientes virtuales. Para el andlisis, se proceso la informacion en una
version de prueba del programa Atlas.ti. Se transcribieron las respuestas de los estudiantes,
se hizo la categorizacion y finalmente se elaboraron y organizaron las redes respecto a cada
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una de las rectas y puntos notables del tridngulo. Se adopt¢ la caracterizacion y forma de
analisis de datos en este programa descritas por Vargas, Gonzalez y Llinares (2011, p. 189).

La prueba diagnostica se hizo con el fin de identificar dificultades de los estudiantes al
estudiar las propiedades del triangulo en geometria plana, a partir de la exploracién de un
ambiente de geometria dindmica denominado Animacion de tridngulos en GeoGebra. La
figura 1 es una imagen de la pantalla principal de dicho ambiente. Allilos estudiantes podian
explorar los diferentes triangulos que se formaban y hacer una clasificacién, de acuerdo con
la medida de sus angulos y de sus lados. Los diversos triangulos se podian visualizar al mover
los deslizadores de forma manual o mediante la reproducciéon automatica, herramientas
con las que cuenta el programa.

Cada estudiante exploré de forma individual el ambiente en un computador. La sesion
fue de dos horas. En el ambiente habia un cuestionario de diagndstico que los estudiantes
podian responder a medida que realizaban la exploracion. Para esto, se les suministrd una
hoja de papel para responder por escrito las preguntas.

7 ANIMACION DE TRIANGULOS EN GEOGEBRA.ggb - X
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Cémo clasificaria estos tridngulos?
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Qué nombre le daria a los diferentes tridngulos formados?

Cémo definiria tridngulo?

Construya en la hoja de papel algunos tridngulos observados
 describa el i usado para cada ion hecha.
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Figura 1. Ambiente de geometria dinamica aplicado para la prueba diagnostica. Fuente:

elaboracion propia.

Tabla 1

Cuestionario de la prueba diagndstica.

Tarea matematica de exploracion

Explora el recurso dado —animacion de triangulos en GeoGebra—.

A partir de la exploracion y observacion realizada, responde las siguientes preguntas:
¢, Qué caracteristicas tienen los diferentes triangulos observados?
¢, Qué tienen en comun y en qué se diferencian los triangulos formados?
¢,Coémo clasificaria estos triangulos?
¢, Qué nombre le daria a los diferentes triangulos explorados?
¢,Coémo definiria triangulo?

Construya en la hoja de papel algunos triangulos observados y describa el procedimiento usado para
cada construccion.

Fuente: elaboracion propia.
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De acuerdo con las tareas matematicas descritas en la seccion anterior, se propuso a los
estudiantes una tarea de exploracion, de duracion corta y en el contexto de las matematicas.
Previamente, los estudiantes habian tenido experiencia en la realizacién de construcciones
con regla y compas de diferentes figuras geométricas, en particular de triangulos. En la
tabla 1, se muestran las preguntas orientadoras que estaban en el ambiente, por medio de
las cuales se buscaba identificar conocimientos de los estudiantes acerca de las propiedades
del triangulo y su clasificacion segtn la medida de sus lados y de sus angulos. También se
buscaba un acercamiento a su nocién de triangulo.

A continuacion se muestran algunas descripciones hechas por los estudiantes respecto a
la caracterizacion, clasificaciéon y nocién de tridangulo.

En relacion con la caracterizacion de triangulos.

e “Asi cambien sus angulos internos, de cualquier manera la suma de estos tendra
que dar 180°”.
e “Subase no siempre es horizontal”

Respecto a la clasificacion y nombramiento de los triangulos.
e “Se clasifican de acuerdo con las medidas de los lados y de los dangulos”.
Equildtero: todos sus lados son iguales.
Isésceles: dos de sus lados son iguales.
Escaleno: todos sus lados desiguales.
Acutdngulo.
Rectdngulo: tienen un angulo de 90°.
Obtusdngulo.

e “Se clasificarian por simétricos y asimétricos: isosceles, equilatero, escaleno,
rectangulo”.
e “Por sus angulos, por sus lados, por su clase, por su forma”

En relacion con la nocion de triangulo.

e “Triangulo es una figura geométrica formada por tres lados, vértices y dngulos.
Su forma puede ser variada dependiendo de la medida de sus lados sin que estos
dejen de ser tres. Es la base de la trigonometria”

e “Figura geométrica con tres lados —a, b, c— y tres vértices —A, B, C— que, de
acuerdo con su clasificacion, toman cierta medida formando angulos de diferentes
medidas”

e “Eslaunionde 3 puntos, la cual constituye una figura plana que se puede clasificar
segun la medida de sus angulos y de sus lados. Ademas tienen como propiedad que
la sumatoria de sus dngulos internos siempre sera 180°”.

e “El tridngulo es un poligono que posee tres lados y que van conectados entre
si, formando unos puntos llamados vértices, y sus lados pueden tener diferentes
medidas”

o “Figura geométrica formada por 3 rectas que se cortan y forman 3 angulos”

Praxis & Saber, 2020, 11(26), €9880
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e “Figura de tres lados y tres vértices con angulos internos y externos. Su medida
puede variar y sus angulos también. Se han usado como simbolo de muchas formas.
En el triangulo también aplica un fractal”

De acuerdo con las afirmaciones, se evidencia que al tratar de identificar caracteristicas
de los diferentes triangulos formados, los estudiantes describen algunos aspectos especificos
y otros de manera muy superficial, segtin lo que observaron en la exploracion del ambiente.
Cuando afirman “la suma de los angulos internos es 180°”, la mayoria lo hace con mucha
naturalidad, debido a que es una “ley de triangulos” en geometria euclidiana plana, que
ha sido consolidada desde afios atras. Sin embargo, esto no sucede con otras propiedades
del tridngulo en geometria plana, que no pudieron identificar facilmente explorando el
ambiente.

En relacién con la clasificacién y denominacion de los triangulos en la exploracion
del ambiente de geometria dindmica, la mayoria de estudiantes identifico y describio
correctamente que se clasifican de acuerdo con la medida de sus lados y de sus angulos.
Sin embargo, al definir los tipos de triangulos, se evidencian falencias en sus apreciaciones,
debido a que hacen una descripcion superficial con algunas caracteristicas de los triangulos.
Faltan mas elementos para hacer una aproximacion mas elaborada del tipo de tridngulo que
se quiere definir. De la misma manera, nombran algunos tipos de triangulo correctamente,
pero no presentan su definicion.

Ante esto, puede decirse que las afirmaciones de los estudiantes son limitadas, puesto que
no se evidencia un estudio a profundidad de las propiedades que alli se pueden encontrar
sobre los diferentes tridngulos. Es decir, no es tan natural para los estudiantes formular
conjeturas un poco mas elaboradas, aun teniendo la posibilidad de explorar objetos
geométricos de forma dindmica en el ambiente.

Del mismo modo, en cuanto a las nociones de tridngulo de los estudiantes, es evidente
que corresponden a la descripcion de caracteristicas observadas en la representacion
grafica de los diferentes tridngulos, lo cual lleva a pensar en lo que Duval (1993, citado por
D’Amore, Pinilla, lori & Matteuzzi, 2015), llama la paradoja cognitiva, pues los estudiantes
para elaborar una definicion, describen lo que pueden observar en la representacion
inmediata que tienen del triangulo, pero afaden expresiones como “figura geométrica’,
“forma geométrica” o “poligono”

Respecto a las construcciones con regla y compds hechas por los estudiantes, se
evidencid que han tenido poca experiencia en su manejo y tienden a realizar construcciones
a mano alzada, lo cual genera poca concordancia entre lo descrito en un procedimiento y
la respectiva construccion. Tal es el caso de un estudiante que realizd una construccion
que se asemeja a la construccion con regla y compas de un triangulo equildtero, pero en el
procedimiento descrito destaca que corresponde a un tridngulo rectdngulo.

A partir de estas consideraciones, se disefiaron y se aplicaron cuatro ambientes de
geometria dindmica referentes a las rectas y puntos notables del triangulo. En cada uno
se propusieron tareas de exploracion, mediante las cuales se buscaba que los estudiantes
formularan conjeturas en lenguaje natural y posteriormente formalizaran nociones y
propiedades del triangulo.

Praxis & Saber, 2020, 11(26), e9880
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Rectas y puntos notables del triangulo

Se disenaron y se implementaron cuatro ambientes virtuales elaborados en GeoGebra,
en los cuales los estudiantes exploraron de manera individual las rectas y puntos notables
del triangulo, asi como la circunferencia inscrita y circunscrita en el mismo. En estos
ambientes, se incluyeron diferentes tareas y preguntas orientadoras que los estudiantes
debian responder de manera individual y de forma escrita en una hoja de papel. Mediante
estas tareas se busco que los estudiantes formularan y validaran conjeturas con miras a
una posterior formalizacion de nociones y propiedades del triangulo y de sus elementos
notables.

Se buscO que ellos mismos descubrieran los términos geométricos mas apropiados
para denotar los elementos notables del triangulo, por ello se le dio el nombre inicialmente
de punto y rectas notables tipo 1 —baricentro y medianas—, punto y rectas notables tipo
2 —ortocentro y alturas—, punto y rectas notables tipo 3 —incentro y bisectriz— y punto y
rectas notables tipo 4 —circuncentro y mediatriz—. De la misma manera, para el caso de
la circunferencia inscrita y circunscrita en el triangulo, inicialmente se nombraron como
Circunferencia tipo 1y Circunferencia tipo 2. No se usaron los nombres que usualmente
se emplean para las rectas notables —mediana, altura, bisectriz, mediatriz—, ni para los
puntos notables —baricentro, ortocentro, incentro y circuncentro—, ni de la circunferencia
inscrita 'y circunferencia circunscrita, con el fin de propiciar el uso del lenguaje natural de los
estudiantes y de que tuvieran la oportunidad de notarlos segun sus concepciones.

Como resultado del analisis basado en la informacién procesada en Atlas.ti, se elaboraron
redes en las que se destacan las respuestas mas relevantes de los estudiantes frente a las tareas
propuestas en los diferentes ambientes virtuales. En las redes se muestra una panoramica
de la cantidad de respuestas y nociones de los estudiantes frente a las categorias de analisis.
La organizacion de las redes se realizé de acuerdo a las respuestas de los estudiantes, las
cuales se agruparon segun los siguientes aspectos: elementos del tridngulo, clasificacion de
tridngulos y de angulos, nombramiento y caracterizacion de las rectas y puntos notables,
procedimientos de construccion de los elementos notables del triangulo, formulacion de
conjeturas y enunciado de propiedades.

Medianas y baricentro del triangulo

En el ambiente virtual 2, se hizo énfasis en las medianas y baricentro del tridngulo —
punto y rectas notables tipo 1—. Los estudiantes debian desarrollar varias tareas referentes a
este tipo de punto y rectas notables, a partir de la exploracion del ambiente virtual (figura 2).

La red construida en Atlas.ti con las respuestas de los estudiantes al implementar el
ambiente virtual 2 (figura 3) describe los aspectos relevantes sobre las rectas notables tipo
1, que hacen referencia a las medianas del triangulo y su punto de interseccion, baricentro.
Aqui se busco que los estudiantes exploraran el ambiente y descubrieran propiedades del
triangulo al formular conjeturas, inicialmente con el uso del lenguaje natural, para después
introducir las nociones geométricas de mediana y baricentro.

En la figura 2 se muestra una imagen del segundo ambiente virtual y las tareas de
exploracion propuestas en GeoGebra. La estructura es similar en los cuatro ambientes
virtuales referentes a los elementos notables del triangulo.

Praxis & Saber, 2020, 11(26), e9880
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Figura 2. Ambiente virtual 2: punto y rectas notales tipo 1, tareas propuestas. Fuente: elaboracion
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Figura 3. Red 1: medianas y baricentro del triangulo. Fuente: elaboracién propia.

Primera actividad.

e Describa cdmo se podria construir cada recta notable tipo 1, con respecto al
vértice y lado del triangulo ABC por los cuales pasa. Silo considera puede hacer una
construccion en el anexo cuadriculado.

Alrededor de la mitad de los estudiantes identificd claramente la forma de construir
dichas rectas, al reconocer los elementos propios de su construccion. Algunos estudiantes
que no lo lograron hicieron énfasis en los instrumentos de construccion, como la regla y
el compas, y no lograron identificar algin elemento como punto medio, vértice y demas
elementos del triangulo.

Segunda pregunta.

e ;Es posible que el punto de interseccion de las rectas notables tipo 1 sea exterior
al triangulo ABC o esté ubicado sobre alguno de sus vértices? Justifique su respuesta.
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La mayoria de estudiantes afirmé que el punto de interseccion de las rectas notables
tipo 1 —medianas— siempre esta al interior del triangulo. Algunos estudiantes destacaron
que, si el punto de interseccion de las rectas notables se hace coincidir con un vértice del
triangulo, ya no se podra visualizar un triangulo, sino una linea recta.

Tercera pregunta.

e ;Qué nombre podrian recibir las rectas notables tipo 1 y su punto de interseccion J?

Gran parte de los estudiantes utilizd términos como mediana y baricentro en las

descripciones hechas por ellos. Se pretendia que pudieran hacer un nombramiento

y caracterizacion de las rectas notables tipo 1 —medianas— y del punto notable —
baricentro—, a partir de la exploracion del ambiente y el desarrollo de las tareas.

Cuarta actividad.
e Formule en lenguaje natural algunas proposiciones que surjan de esta actividad.

Gran parte de los estudiantes formuld conjeturas y describi6 propiedades de las medianas
y baricentro del triangulo. Algunos ejemplos de afirmaciones hechas por los estudiantes se
evidencian en las figuras 4 y 5. La mayoria elabord descripciones en las que se afirma que
el punto de interseccién —baricentro— de las rectas notables tipo 1 —medianas— siempre
esta al interior del triangulo, sin importar la longitud de sus lados, ni la amplitud de sus
angulos internos.
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Figura 4. Respuestas de los estudiantes E17 y E4 en la tarea 4 del ambiente virtual 2.

Del mismo modo, un estudiante dijo que el punto de interseccion corresponde al centro
geométrico del triangulo. Esta afirmacién se destaca como una de las propiedades del
baricentro.

Alturas y ortocentro del triangulo

El ambiente virtual 3 hizo referencia a las rectas y punto notables tipo 2 —alturas y
ortocentro— del triangulo. Habia cuatro tareas de exploraciéon que los estudiantes debian
desarrollar de forma individual, al registrar en una hoja de papel las respuestas.
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Figura 5. Respuestas de los estudiantes E19 y E23 en la tarea 4 del ambiente virtual 2.

En la figura 6, se muestra la red construida en Atlas.ti a partir de las respuestas de los
estudiantes en el ambiente virtual 3. Se buscé que formularan conjeturas, inicialmente en
lenguaje natural, y posteriormente con nociones geométricas de altura y ortocentro del

tridngulo.
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Figura 6. Red 2: Alturas y ortocentro del triangulo. Fuente: elaboracion propia.

Primera actividad.

e Describa como se podria construir cada recta notable tipo 2, respecto al vértice
y lado del tridngulo ABC por los cuales pasa. Si lo considera, puede hacer una

construccion en el anexo cuadriculado.

En cuanto a la descripcién de la forma como podrian construirse las rectas notables
tipo 3 —alturas—, no todos los estudiantes pudieron describir un procedimiento que
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permitiera dicha construccién. Algunos hicieron referencia a las caracteristicas de la figura
observada por medio de la exploraciéon. Aquellos que lograron describir un procedimiento,
identificaron elementos del tridngulo, como lados, dangulos y vértices. Del mismo modo,
nombraron instrumentos, como la regla y el compds, como elementos esenciales en la
elaboracion de dichas construcciones.

Segunda pregunta.

e ;Qué tipo de triangulo ABC se forma cuando el punto de interseccién de las
rectas notables tipo 2 es al interior del triangulo, es exterior al tridangulo, o esta
ubicado sobre uno de los vértices del triangulo?

La mayoria describi6 una clasificacion de los triangulos, segin la medida de sus lados
y la amplitud de sus angulos internos. Mencionaron los tridngulos equilatero, isdsceles
escaleno, rectangulo, obtusdngulo y acutdangulo. En algunos casos explicaron el porqué del
nombre asignado a estos.

Tercera pregunta.
e ;Qué nombre podrian recibir las rectas notables tipo 2 y su punto de interseccion D?

Pocos estudiantes utilizaron nociones geométricas de altura y ortocentro para referirse a
las rectas y punto notables presentadas en el ambiente virtual.

Cuarta actividad.
e Formule en lenguaje natural algunas proposiciones que surjan de esta actividad.

De los 32 estudiantes, 28 pudieron formular conjeturas y describir propiedades del
triangulo, al usar nociones geométricas de altura y ortocentro. Algunas afirmaciones de los
estudiantes se evidencian en las figuras 7 y 8. Aproximadamente 16 estudiantes pudieron
formular conjeturas sobra la construccion de las alturas del tridangulo y sobre la relacion de
estas con los elementos del triangulo.
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Figura 7. Respuestas de los estudlantes E4, E6 y E9 en la tarea 4 del ambiente virtual 3.

Aprendizaje por descubrimiento en sistemas

Praxis & Saber, 2020, 11(26), e9880
https://doi.org/10.19053/22160159.v11.n26.2020.9880

15


e9880
https://doi.org/10.19053/22160159.v11.n26.2020.9880

Carlos Alberto Joya Cetina y Publio Suarez Sotomonte

Aprendizaje por descubrimiento en sistemas

i d

Dependendo del punfo de. nterseccidn,
Pud: un verhee a\:emfre habra”

pasen_en la miad

fechay_

9l _mencs ung

ﬁ\{mu_u_,&e_

_encuenlry cm_m_uedlc&_.

un, ma%ujo_retfasﬂu
eCias
aneg Agé?oa I

se_ubi(an en
%ofma

wn

i:_ y {urﬁa

q.wle_h?w T 5_-};LG%ulos_mla.&%\a 3 denks =~

Figura 8. Respuestas del estudiante E23 en la tarea 4 del ambiente virtual 3.

Bisectrices e incentro del triangulo

El ambiente virtual 4 hizo referencia a las rectas notables tipo 3 —bisectrices—, su

punto de interseccién —incentro— y la circunferencia tipo 1 —circunferencia inscrita—.

Constaba de una tarea de exploracion en la que cada estudiante de forma individual debia
desarrollar cuatro actividades acerca de estas rectas y punto notables del tridngulo. En la
figura 9 se muestra la red construida en Atlas.ti a partir de las respuestas de los estudiantes.
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Figura 9. Red 3: bisectrices e incentro del triangulo. Fuente: elaboracién propia.

Primera actividad.

e Describa como se podria construir cada recta notable tipo 3, con respecto al
vértice y lado del triangulo ABC! por los cuales pasa. Si lo considera puede hacer

una construccion en el anexo cuadriculado.

Solamente 9 de los 32 estudiantes pudieron describir un procedimiento mediante el

1. El triangulo ABC, al que se refieren las actividades siguientes es de estructura similar al que se presenta en la figura 2.
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cual se podrian construir las rectas notables tipo 3 —bisectrices— y la forma como estas
se relacionan con los lados y vértices del triangulo. También nombraron instrumentos,
como la regla y el compds, como elementos necesarios en la elaboracion de este tipo de
construcciones.

Segunda pregunta.

e ;Es posible que el punto de interseccion de las rectas notables tipo 3 sea exterior
al tridgngulo ABC? ;Puede estar ubicado sobre alguno de sus lados o alguno de
sus vértices? Justifique su respuesta.

Aproximadamente un 90% de los estudiantes hizo afirmaciones respecto a que el punto
de interseccion —incentro— no puede ser exterior al triangulo, debido a que la construccion
de las bisectrices, implica que el punto donde se intersectan estas tres rectas siempre esté en
el interior del triangulo.

Un 15% de los estudiantes afirmé que si el punto de interseccion coincide con uno de
los vértices del triangulo, entonces la forma triangular desaparece y se transforma en una
linea recta, debido a que dicho punto quedaria en relacion colineal con los otros dos vértices
del tridangulo, y por lo tanto, no podria ser exterior al triangulo. De la misma manera, un
estudiante afirmé que, debido a que la circunferencia estd inscrita en el triangulo y a que el
punto de interseccion de las mediatrices es el centro de dicha circunferencia, dicho punto
siempre estd al interior del tridngulo, independientemente de la variacion en la medida de
sus lados y amplitud de sus angulos internos.

Tercera pregunta.

e Describa como se podria construir la circunferencia tipo 1. ;Qué relacién existe
entre esta circunferencia y el tridangulo ABC?

Treinta estudiantes describieron algin procedimiento general de construccion de dicha
circunferencia, sin tener en cuenta nociones formales en sus descripciones. De la misma
manera, un 70% de los estudiantes afirmé que la circunferencia debe intersecar en un solo
punto a cada uno de los lados del tridngulo; de lo contrario, significa que estd construida
incorrectamente y que, independientemente de las modificaciones que se hagan al triangulo,
la circunferencia siempre es interior.

Cuarta pregunta.

e ;Qué nombre podria recibir cada uno de los siguientes objetos: las rectas
notables tipo 3, punto de interseccion de estas rectas, la circunferencia tipo 1?

Un 60% de los estudiantes nombro correctamente las bisectrices e incentro del tridngulo
en las descripciones. Los demas trataron de definir dichos objetos geométricos a partir de sus
caracteristicas y, en algunos casos, con concepciones erroneas para nombrar y caracterizar
dichos objetos. En el caso de la circunferencia inscrita, un 70% la nombré correctamente y
describid sus caracteristicas. El porcentaje que no nombro correctamente la circunferencia
tipo 1 utilizé en su descripcion términos como “circunferencia base” o “circulo”

Quinta actividad

e Formule en lenguaje natural algunas proposiciones que surjan de esta actividad.
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Un 75% formul6 conjeturas sobre la construccion de las bisectrices e incentro del
triangulo y de la circunferencia inscrita, y respecto a las relaciones entre estos objetos
geométricos y los elementos propios del tridngulo. En relacion con la caracterizacion de las
bisectrices y del incentro del triangulo, hubo afirmaciones tales como: “las rectas siempre
van a permanecer dentro del triangulo”; “el punto de interseccion de las bisectrices nunca
es exterior al triangulo”; y “el incentro nunca va a salir del triangulo” Otros ejemplos de
conjeturas se muestran en la figura 10. Aunque no se evidencia una definiciéon formal,
dichas afirmaciones se encaminan hacia la caracterizacion de nociones y propiedades de las

rectas y punto notables presentadas en este ambiente virtual.
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Figura 10. Respuestas de los estudiantes E4, E13 y E17 en la tarea 5 del ambiente virtual 4.

En relaciéon con la circunferencia inscrita, se toman algunos ejemplos de afirmaciones
hechas por los estudiantes tales como: “los vértices casi nunca tocan la circunferencia’, “la
circunferencia va siempre dentro del triangulo”; “si la circunferencia no toca los tres lados
del tridngulo, esta mal construida’; “la circunferencia pasa por el punto medio de los lados
en un tridngulo equilatero”; y “si el triangulo es equilétero, las rectas notables dividen en
seis partes iguales la circunferencia’. Se detecta un proceso de conjeturaciéon en donde se
utilizan nociones relativas a los elementos del triangulo y su clasificacion. Esto permite el
descubrimiento de relaciones entre estos objetos geométricos, lo cual facilita el proceso
de formalizaciéon de nociones y propiedades de las bisectrices e incentro del tridangulo, asi
como de la circunferencia inscrita en el mismo.

Mediatrices y circuncentro del triangulo

El quinto ambiente virtual hace referencia a las rectas notables tipo 4 —mediatrices—,
su punto de interseccion —circuncentro— y la circunferencia tipo 1 —circunferencia
circunscrita—. Se presento a los estudiantes una tarea de exploracion, en la que respondieron
individualmente preguntas relacionadas con estas rectas y un punto notable del triangulo.
Enla figura 11 se muestra la red construida en Atlas.ti con las respuestas de los estudiantes.
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Figura 11. Red 4: mediatrices y baricentro del tridngulo. Fuente: elaboracién propia.
Primera actividad.

e Establezca relaciones entre las rectas notables tipo 4 y los lados del triangulo
ABC.

Solamente un 20% establecié con facilidad relaciones entre las rectas y los lados del
triangulo. No fue natural para ellos identificar la perpendicularidad de las rectas notables
—mediatrices— con el lado respectivo del tridngulo por el cual pasa, que ademds intersecta
su punto medio.

Segunda pregunta.

+Qué condiciones se deben tener en el tridngulo ABC para que el punto de
interseccion de las rectas notables tipo 4 esté ubicado: al interior del triangulo, al
exterior del triangulo, sobre uno de los lados del triangulo? Especifique en cada
caso el tipo de tridngulo que se forma.

Un 90% de los estudiantes, a partir de la exploracion y modificacién del triangulo, pudo
clasificar los diversos triangulos resultantes de acuerdo con la medida de sus lados y la
amplitud de sus angulos internos. En las diferentes descripciones nombraron tridngulos
equilateros, escalenos, isdsceles, acutangulos, rectangulos y obtusangulos. Describieron las
condiciones del triangulo para los casos en cuestion. Identificaron que: para que el punto
de intersecciéon —circuncentro— quede ubicado en el interior del tridngulo, este debe ser
acutangulo; para que sea exterior al tridngulo, debe ser obtusangulo; y para que esté ubicado
en uno de los lados del triangulo, debe ser recténgulo.

Tercera pregunta.

e Describa como se podria construir la circunferencia tipo 2. ;Qué relacion
existe entre esta circunferencia y el triangulo ABC? Si lo considera, puede
hacer una construccién en el anexo cuadriculado.

Los estudiantes elaboraron descripciones de como se podria construir la circunferencia
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tipo 1 —circunferencia circunscrita—, en las que destacaron que a partir del punto de
interseccion —circuncentro— de las rectas notables tipo 4 —mediatrices—, se toma como
centro de la circunferencia y se traza de tal manera que esta pase por los tres vértices del
triangulo.

Cuarta pregunta.

e ;Qué nombre podrian recibir los siguientes objetos: las rectas notables tipo 4, el
punto de interseccion de estas rectas, la circunferencia tipo 2?

Los estudiantes hicieron descripciones en las cuales usaron nociones geométricas de
las mediatrices y circuncentro del triangulo, e hicieron referencia a las rectas notables tipo
4 y su punto de interseccion respectivamente. Del mismo modo, aproximadamente el 50%
nombroé correctamente la circunferencia circunscrita y la caracterizo.

Quinta actividad.
e Formule en lenguaje natural algunas proposiciones que surjan de esta actividad.

Aproximadamente un 60% formulé conjeturas en lenguaje natural sobre las mediatrices
y circuncentro del tridngulo. Formularon propiedades del tridngulo en relacién con estas
rectas y punto notables, y con la circunferencia circunscrita. Algunas descripciones de los
estudiantes hicieron referencia a que, en este caso, el punto de interseccion de las rectas
notables puede estar ubicado sobre uno de los lados del tridngulo, interior o en el exterior
del mismo. Destacaron que el incentro es el centro de la circunferencia circunscrita, que
ademas contiene al triangulo. De la misma manera, hicieron afirmaciones respecto a que,
sin importar las dimensiones del tridangulo, la circunferencia siempre va a pasar por los tres
vértices de dicho triangulo y, del mismo modo, si el triangulo cambia su area, entonces el
area de la circunferencia también cambiara.

Conclusiones

La exploracién de objetos geométricos mediante el uso de ambientes de geometria
dindmica facilito a los estudiantes el desarrollo de los procesos de formulacién y validacion
de conjeturas, asi como el descubrimiento de propiedades de los objetos que se estan
estudiando. Esto propicia el trabajo heuristico de los estudiantes y permite una mayor
consolidacion de sus aprendizajes.

Cerca del 80% realizo correctamente una clasificacion de los tridngulos, de acuerdo con
la medida de sus lados y la amplitud de sus angulos internos. Hicieron descripciones en las
que caracterizaron los diferentes tipos de triangulos y los nombraron de forma correcta.

En cuanto a la construccion de las rectas y puntos notables, los estudiantes describieron
adecuadamente procedimientos, en donde se nombran elementos con los cuales se pueden
elaborar dichas construcciones.

Aproximadamente el 80% de los estudiantes formul6 conjeturas sobre la construccion de
las rectas notables del tridngulo, la circunferencia inscrita y la circunferencia circunscrita.
Pudieron formular conjeturas acerca de las relaciones entre los diversos tridngulos
explorados en los ambientes virtuales y las rectas y puntos notables, y con la circunferencia
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inscrita y circunscrita.

Se percibi6é un progreso adecuado en el pensamiento intuitivo de los estudiantes al
implementar las actividades propuestas, basadas en la visualizacion de los sistemas de
representacion de puntos, rectas y circunferencias notables del tridngulo, mediadas con
ambientes dindmicos elaborados en GeoGebra.
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