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Aprendizaje de las ecuaciones diferenciales
desde un enfoque cualitativo

Edinson Caicedo Parra' ©', Gerardo Antonio Chacon Guerrero

Universidad Antonio Narifio - Colombia

Resumen

Se disené y se validé6 un modelo didactico para el
aprendizaje de ecuaciones diferenciales, con énfasis
en los métodos cualitativos basados en la concepcion
cuasiempirica de las matemadticas. La metodologia fue
cualitativa. Participaron cinco estudiantes de ingenieria
de la Universidad Antonio Narifio pertenecientes a
un curso de ecuaciones diferenciales. Se utilizaron
como instrumentos los planes de clase. Los resultados
evidencian que los estudiantes se sienten motivados e
interesados. Se observo que la metodologia aplicada,
basada enlaresolucidon de problemas, el uso de conjeturas
desdela construccion del modelohastallegaralasolucién
final y el uso de la tecnologia para estudiar los métodos
cualitativos y numéricos favorecen la comprensioén de
los contenidos del curso. El modelo didactico ofrece una
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Learning of differential equations from a qualitative
approach

Abstract

A didactic model for learning differential equations, with emphasis on qualitative
methods based on the quasi-empirical conception of mathematics, was designed and
validated. The methodology was qualitative. Five students of engineering from the Antonio
Narifio University belonging to a course of differential equations participated in the study.
Classroom plans were used as instruments. The results show that students are motivated
and interested. It was noted that the applied methodology, based on problem solving, the
use of guesswork from the construction of the model to the final solution, and the use of
technology to study qualitative and numerical methods enhance the understanding of the
course contents. The didactic model offers a route and resources that promote mathematical
activity in differential equation courses and can be replicated in other courses.

Keywords: active learning, educational model, equation, problem solving

Aprendizagem das equacoes diferenciais desde um
enfoque qualitativo

Resumo

Desenhou-se e validou-se um modelo didatico para a aprendizagem de equagdes
diferenciais, com énfase nos métodos qualitativos baseados na concepgdo quase-empirica
das matematicas. A metodologia foi qualitativa. Participaram cinco estudantes de engenharia
da Universidade Antonio Narifio pertencentes a um curso de equagdes diferenciais.
Utilizaram-se como instrumentos os planos de aula. Os resultados mostram que os alunos
se sentem motivados e interessados. Observou-se que a metodologia aplicada, baseada na
resolucao de problemas, o uso de conjecturas desde a construgao do modelo até a solugdo
final e o uso da tecnologia para estudar métodos qualitativos e numéricos favorecem a
compreensao dos conteudos do curso. O modelo didatico oferece uma rota e recursos que
promovem a atividade matematicas nos cursos de equagoes diferenciais e pode ser replicado
em outros cursos.

Palavras-chave: aprendizagem ativa, modelo educacional, equagdo, resolugio de
problemas

Introduccion

Este trabajo surge de la importancia de la modelacion de ecuaciones diferenciales tanto
en las ciencias basicas como en las ciencias humanas y sociales. Este tema es relevante desde
tiempos de Newton, quien logré desarrollar el calculo y —mas importante ain— model6
las leyes de la mecanica clasica al valerse de las ecuaciones diferenciales (Abell & Braselton,
2014). Por lo tanto, desde su génesis, las ecuaciones diferenciales se convirtieron en un
importante recurso para la modelacion y solucion de problemas (Bender, 1978; Toro, 2018).

Un obstaculo del trabajo con las ecuaciones diferenciales es la dificultad o imposibilidad
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para resolver analiticamente muchas de ellas (Herndndez, Jaimes & Chaves, 2016), situacion
que ha representado un gran reto para la comunidad matematica. Por tal razén, Henri
Poincaré establecié un nuevo paradigma en la solucion de las ecuaciones diferenciales, que
hoy se conoce como teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales (Delshams, 2004).

La propuesta de un modelo para el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales
fundamentado en una concepcidén cuasiempirica de las matematicas y enfocado en la teoria
cualitativa nos conduce a preguntarnos acerca de las implicaciones de un modelo didactico
basado en el enfoque cuasiempirico de las matematicas para el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales desde un enfoque cualitativo, aplicado a la resolucion de problemas retadores
(Bejarano, 2019).

Una mirada a la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial autéonoma se puede expresar de la forma dx/dt = f(x). Las
condiciones del teorema fundamental de existencia y unicidad de soluciones exigen que la
funcién f tenga derivadas continuas en un intervalo abierto determinado. Las soluciones

constantes x(f) = ¢, con t € R de una ecuacion diferencial se llaman soluciones de equilibrio,
o simplemente equilibrios

Un equilibrio de una ecuacion diferencial es estable si toda soluciéon x = x(#) que en el
instante inicial t, toma un valor x, suficientemente cercano a ¢ permanece proxima a para
todo t > t . Es decir, pequefo implica | x(t)-c| pequefio paratodot >t . Equivalentemente,
para todo € > 0 existe & > 0,0 = d (¢), tal que |x, - c| <& implica | x(f)-c| < & para
todo t > ¢,. Siademas se tiene thjg x(t) =¢, se dice que el equilibrio es asintéticamente estable.
Los equilibrios que no son estables se llaman equilibrios inestables.

Si se piensa en un fluido imaginario que corre a lo largo de las trayectorias de la ecuacion
y dadas ciertas condiciones iniciales para la ecuacién, entonces las coordenadas de su
movimiento subsiguiente son las soluciones de la ecuacion diferencial para dicha condicién
inicial. La imagen de como se ajustan estas lineas de flujo se denomina retrato de fases de la
ecuacion (Napoles, 2004).

Las formas onduladas oscilantes tienen una amplitud, que indica lo grandes que son,
y una fase, que muestra el lugar del ciclo en que se encuentran. Si se representan ambas,
se obtiene un dibujo en el plano. El flujo se indica por lineas curvas, que corresponden a
la evolucion temporal de las coordenadas de varios puntos iniciales. Las flechas indican la
direccién del movimiento a medida que transcurre el tiempo (figura 1) (Népoles, 2004).

Existen cuatro caracteristicas de este flujo particular que se pueden destacar. Primero,
en la parte izquierda hay un punto hacia el cual confluyen en espiral todas las lineas de flujo
proximas. Se le conoce como sumidero. Es bastante similar a un tubo de desagiie. En frente,
en la parte derecha, hay un tubo de desagiie al revés, un punto a partir del cual el fluido
corre en espiral. Es una fuente (Napoles, 2004).

En la parte central existe un lugar donde las lineas de flujo parecen cruzarse. Se le conoce
como punto de silla. De hecho, las lineas no se cruzan; sucede algo mads interesante: si dos
lineas de un fluido real chocan entre si, se ven estos puntos de silla.
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Finalmente, rodeando la fuente, a la derecha, hay un bucle que se cierra una sola vez.
Este es un ciclo limite. Se parece a un remolino, donde el fluido gira y gira. Los flujos en el
plano poseen estas caracteristicas. Puede que haya mas de una de estas caracteristicas, pero
no se encontrara nada mas complicado (Napoles, 2004).

g %

e

Figura I: Retrato de fase. Fuente: Néapoles (2004).

La resolucion de problemas como opcion metodoldgica que enmarca la relacion

docente-alumno-conocimiento matematico

Un aspecto relevante al plantear un problema tiene que ver con las heuristicas, que para
Polya (1981) son el estudio de medios y métodos empleados en la resolucién de problemas.
Las heuristicas se ponen de manifiesto cuando el sujeto esta resolviendo el problema y se
pueden presentar en diferentes momentos sin que su aplicacion asegure el éxito. Algunas
de ellas pueden ser: simplificar el problema, subdividirlo, iniciar de adelante hacia atrds,
hacer graficos o bosquejos, y considerar casos particulares, entre otros. Esto privilegia el
desarrollo del pensamiento matematico, en lugar de hacer énfasis —como tradicionalmente
se hace— en la memorizacion y aplicacion de algoritmos (Bravo, 2005).

Polya (1981) establece claramente cuatro etapas o fases para la solucion de problemas:
*  Comprender el problema.

e Concebir el plan.

*  Ejecutar el plan.

*  Verificar la solucion obtenida.

Estas etapas no necesariamente deben presentarse todas siempre, o en algin orden
preestablecido. Puede darse el caso en que se presenten solo algunas, en distinto orden, o
de manera reiterada durante todo el proceso de resolucion de algin problema en particular.

Otro aspecto que debe estar presente durante la resoluciéon de problemas es la
metacognicion. Segin Schoenfeld (1992), el pensamiento metacognitivo sirve para
monitorear, controlar y dirigir el propio proceso cognitivo. Lo que se espera respecto a la
metacognicion es que el estudiante durante todo el proceso de resoluciéon de determinado
problema esté en capacidad de disefiar una estrategia de trabajo, de modo que controle
sus acciones, las modifique, las refuerce o las ajuste, segun sea el caso, y ademas se den las
condiciones para replicarlas o redisefiarlas en diversos contextos.
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La resolucion de problemas como generadora de la actividad matematica en el aula:

experimentacion-conjetura-prueba-refutacion-aplicacion

Las matematicas son una herramienta fundamental para descubrir el mundo o adaptarlo.
Esto es posible mediante la solucién de problemas, que se han presentado desde que el ser
humano tuvo conciencia de si mismo. Polya (1981) afirma que tener un problema es buscar
de forma consciente una accién apropiada para lograr un objetivo claramente concebido
pero no alcanzable de forma inmediata. Posamentier (1998) establece que un problema
es una situaciéon que confronta una persona, que requiere una respuesta y para el cual los
caminos de salida no son conocidos inmediatamente.

En efecto, las ecuaciones diferenciales ofrecen diferentes retos, desde la concepcion de
una hipétesis para plantear un modelo, pasando por las estrategias de resolucion del sistema
o la ecuacion diferencial que derive del modelo en el mismo analisis cualitativo, hasta la
recopilacion de todos los resultados obtenidos del proceso. En este punto, se hace necesario
tener una estrategia a partir de la comprension de una determinada situacion, valerse de las
heuristicas para proponer o refinar un modelo, validarlo y confrontar las posibles soluciones
con datos reales con el fin de probar la eficiencia del método empleado en la resolucién del
problema (Iglesias, 2017). Como se puede apreciar, para resolver un problema se requiere
proponer una o varias conjeturas, las cuales deben ponerse a prueba mediante algunos
ejemplos y contraejemplos con el animo de verificarlas, refutarlas o reformularlas, segin
sea el caso (Lakatos, 1978). En este proceso se presentan las heuristicas, asi como las fases
planteadas por Polya (1981), de manera indistinta.

De otra parte, en los tltimos afios, los avances tecnolégicos —especialmente en las
computadoras— han ocasionado que la ensefianza de la matematica en cursos de ecuaciones
diferenciales pueda contar con una metodologia propia de las ciencias experimentales, en el
sentido de poder experimentar y comprobar (Hernandez ef al., 2016).

Cuando se observan las dificultades existentes en cursos de ecuaciones diferenciales
porque no cumplen con las expectativas, ni se adaptan a las necesidades concretas de los
estudiantes, se apela a la incorporacién de la tecnologia para promover la conexion entre
las distintas partes de la matemadtica, resolver problemas con aplicaciones al mundo real,
dominar métodos numéricos e interpretar lineas de fase y campos de pendientes (Bejarano,
2019).

Los estudiantes normalmente no se han habituado a la elaboracion e interpretacion de
las graficas, por lo que se espera que mediante la inclusidon de recursos tecnoldgicos en los
cursos de ecuaciones diferenciales puedan establecer conjeturas a partir de la visualizacion
de los campos de pendientes y las lineas de fase para interpretar alguna solucion y su
comportamiento (Leon, 2017). Una herramienta empleada en el enfoque cualitativo para el
tratamiento de las ecuaciones diferenciales tiene que ver con los métodos numéricos (Abell
& Braselton, 2014).

Otro elemento importante de los temas de la matematica aplicada, como lo son las
ecuaciones diferenciales, tiene que ver con la experimentacion, ya que esta permite de algun
modo hacer concretas para los estudiantes ciertas situaciones problematizadoras, que de
otra manera dificultarian la comprension y tratamiento por parte de ellos y, a su vez, la
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exposicion de los temas para el profesor (Lesh, Galbraith, Haines & Hurford, 2013).

Ciertos problemas tipicos de las ecuaciones diferenciales, como el vaciado de un
tanque, la caida de los cuerpos y el crecimiento de ciertas poblaciones, pueden facilmente
ser representadas en aula con recursos econdmicos, de facil acceso e incluso con nifios
pequeiios (Parra, 2016).

Metodologia

Este trabajo se hizo con un enfoque cualitativo. Se diseid y se validé un modelo didéctico
para el proceso de ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones diferenciales. La informacion se
analiz6 utilizando Atlas ti.

Poblacion.

Los estudiantes de las carreras de ingenieria generalmente toman el curso de ecuaciones
diferenciales durante el cuarto semestre. Participaron en esta investigacion cinco estudiantes
de una universidad privada en Colombia, quienes se identifican para esta investigacién como
Yésica, David, Fabio, Juan y Paola. Las edades estaban entre los 20 y 22 afios. En los anteriores
semestres, estos estudiantes ya habian asistido a cursos de calculo diferencial e integral, cada
uno de los cuales consta de 96 horas, y al curso de algebra lineal, con una duraciéon de 64
horas. Estas asignaturas son prerrequisito para tomar ecuaciones diferenciales. Este curso
habitualmente se lleva a cabo durante un semestre académico que consta de 16 semanas,
con una intensidad horaria de 4 horas semanales, para un total de 64 horas presenciales.
Esta implementacion se llevo a cabo durante todo un semestre académico.

Modelo didactico.

Un modelo didactico es una representacion del proceso de ensefianza-aprendizaje en un
contexto cientifico y sociocultural determinado basado en opciones epistemoldgicas y éticas
especificas (Mayorga & Madrid, 2010). El modelo propuesto se enfoca en el aprendizaje mas
que en la ensefianza, y se desarrolla a partir de lo mostrado en la figura 2.

Solucién de . .
Cuasiempirismo
problemas
Teoria de las Procesosy
ecuaciones Métodos de
diferenciales Trabajo

g

Figura 2. Proceso de aprendizaje. Fuente: elaboracion propia.

Evaluacién

Este proceso no es lineal, por consiguiente se pueden hacer saltos hacia adelante o hacia
atras (Mayorga & Madrid, 2010). Con base en los elementos mencionados se establecié un
modelo didéctico inicial que se puso a prueba durante el curso de ecuaciones diferenciales.
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Esta investigacion se enfoca en el aprendizaje mas que en la ensefianza y se desarrolla a
partir de los siguientes elementos (figura 3).

R

E

S

s Enfatizar 3
Discusion IOS USO de U
Métodos Software E

Aplicacion y Cualitativos

Practica S
T

A

S

Figura 3: Modelo didéctico preliminar. Fuente: elaboracion propia.

Los métodos empleados en el curso de ecuaciones diferenciales desde un enfoque
cualitativo se orientan intencionalmente a que los alumnos lleven a cabo actividad
matematica, y a que de esta manera comprendan el comportamiento de las soluciones de
ciertas ecuaciones diferenciales yalgunos sistemas (Blanchard, Devaney & Hall, 1999; Hirsch,
2004). Dado que se estudian las ecuaciones diferenciales desde la concepcion cuasiempirica
de las matematicas, el alumno continuamente tiene que experimentar, conjeturar, disefiar y
contrastar modelos y formular y comprobar generalizaciones (Lakatos, 1978), 1o que enfatiza
el papel protagénico del estudiante en la construccién de conocimiento y del docente como
mediador (Moreno & Azcarate, 2003).

Inicialmente, se realiz6 una evaluacién diagndstica de lo que el alumno ya puede
hacer o sabe sobre ecuaciones diferenciales, desde un enfoque cualitativo y con el enfoque
cuasiempirico de las matematicas.

La evaluacion de los procedimientos se llevd a cabo en tres diferentes aspectos:

e Comportamiento cualitativo de las ecuaciones diferenciales de primer
orden.

e  Comportamiento cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden.

e  Comportamiento cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales no
lineales de primer orden.

Los instrumentos empleados para evaluar los aprendizajes de los temas anteriores son
los planes de clase o actividades de trabajo, de manera individual y grupal.

Inicialmente se elaboré el esquema mostrado en la figura 3, que recoge los elementos
de un modelo didactico (Mayorga & Madrid, 2010), sirve como guia inicial para el disefio
del curso de ecuaciones diferenciales desde un enfoque cualitativo y es confrontado
posteriormente mediante su implementacion en un curso de ecuaciones diferenciales.
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El modelo didactico parte de una situacion inicial del estudiante. Dicha situacién se
traduce en la necesidad de tomar el curso de ecuaciones diferenciales. Ademas, es ideal que
los estudiantes realmente se apropien de los contenidos del curso con una alta motivacion
y en el contexto de la resolucion de problemas. Otros aspectos implicitos en las necesidades
—de acuerdo con la experiencia del autor— van mas alla del estudiante y tienen que ver
con unos planes de estudio y practicas docentes muchas veces desactualizados. Asi mismo,
el trabajo en aula continta evidenciando un rol protagénico por parte del docente y en
muchos casos se desconoce el potencial de los estudiantes (Bravo, 2005; Moreno & Azcarate,
2003). Es comun que los estudiantes se abstraigan de su proceso de aprendizaje y estén
desmotivados, y que como sujetos pasivos pongan en manos de la suerte y del docente los
resultados del curso de ecuaciones diferenciales.

Una vez enunciados aquellos aspectos considerados como deficiencias del proceso
ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones diferenciales, se establecieron los fundamentos
para nuestro modelo diddctico. La propuesta cuenta con tres elementos articuladores:
solucion de problemas (Polya, 1981), enfoque cuasiempirico de las matematicas (Lakatos,
1978) y la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales (Delshams, 2004), que se
implementa apoyada en el uso del software.

Por ser las ecuaciones diferenciales una herramienta versatil y funcional en la modelacion
de diversas situaciones problema propias de las ciencias en general (Bejarano, 2019), brindan
un ambiente ideal para su aprendizaje desde el enfoque cuasiempirico de las matematicas,
el cual inicia con la formulacién del modelo y llega hasta la exploracién de las posibles
soluciones de un problema, que no surgen automaticamente; mas bien son producto de
arduas discusiones e interpretaciones, como lo sefiala este enfoque (Lakatos, 1978).

Desde luego, la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales se nutre del
cuasiempirismo, debido a que durante el proceso necesario para encontrar las posibles
soluciones de un problema se parte de una conjetura (Lakatos, 1978), sin tener total certeza
acerca de su validez, sino que dicha conjetura debe ser evaluada y validada, o en otros casos
reformulada o refutada.

La implementacion del modelo se realizé mediante el disefio de seis planes de clase, es
decir, guias para los estudiantes.

Recoleccion y analisis de los datos.

Una vez establecido el modelo didactico empleado para esta investigacion, se puso
en practica en el aula de clase con el fin de verificar su validez. Se recolectaron los datos
mediante observacion directa, entrevistas y analisis de registros y planes de clase. El anélisis
se hizo con uso de Atlas ti. Se establecieron c6digos que permitieron generar una teoria o
modelo didactico —en este caso particular— (Sampieri, Fernandez & Baptista, 2014).

Resultados

Se describe inicialmente el trabajo de los estudiantes en uno de los planes de clase y
luego el funcionamiento del modelo a través de la codificacion realizada en Atlas ti.
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Trabajo de los estudiantes.

Para el curso completo se disefiaron seis planes de clase. A continuacion se describe el
trabajo de los estudiantes en uno de ellos y se muestra como los estudiantes emplearon los
cuatro pasos de Polya (1981) en la solucién de problemas. Se ejemplifica con un problema
sobre crecimiento de la poblacién de Estados Unidos tomado de Blanchard, Devaney y Hall
(1999).

e Comprender el problema, como se evidencia en el plan de clase Crecimiento de
una poblaciéon: luego de alguna discusion, los estudiantes, orientados por el profesor,
concluyeron que era posible modelar el C{iepcimiento de la poblacion de los Estados
Unidos mediante la ecuacion diferencial —;=3.9P.

e Concebir un plan: en este momento surgieron varias posibilidades, por ejemplo,
Yésika crefa que el término se podia pasar a multiplicar a la derecha y la debia
pasar a dividir a la izquierda asi: d?P =Kdt .

e FEjecutar el plan: luego de algunos minutos, los estudiantes lograron resolver
la ecuacién diferencial, de donde result6: P(t)=ce”. Los estudiantes quedaron
preocupados debido a que tenfan muchos términos desconocidos en el modelo, de
donde surgi¢ el interrogante: ;como encontrar los valores de los parametros ¢ y k?
Fabio recordd que enla prueba de entrada, cuando se habia estudiado el movimiento
de una pelota lanzada hacia arriba, resulté una constante de integracion cuyo valor
se encontro al reemplazar la velocidad inicial. Entonces él concluyé que se podia
emplear la poblacion inicial y asi obtuvieron: P(t)=3,9 "

Luego, David crey6 que para hallar el valor de k se podia emplear otra condicion de
las que se encontraban en la tabla. Se sabia que 10 aflos después, es decir en 1800,
la poblacién era de 5.3 millones de personas. De esta manera la funcion P(#) seria:
P(t)=3,9 3057t

e Verificarlasolucidn: los cinco estudiantes realizaron los calculos, pero observaron
que desde la década de 1870 en adelante la diferencia entre la poblacion real y la
calculada segun el modelo se hacia cada vez mayor. Entonces surgid la pregunta:
spor qué fallé nuestro modelo? Juan afirmé que efectivamente el modelo era de
crecimiento exponencial y en poco tiempo la poblacién crecia muy rapidamente.
Yésika resalto que el modelo era muy sencillo y no tenia en cuenta la mortalidad y
los recursos. David crey6 que este modelo funcionaba para poblaciones pequenas
y tiempos cortos.

Como se puede apreciar, no solamente se evidenciaron los cuatro pasos del método
de Polya (1981), sino, ademas, desde el planteamiento mismo del modelo se parti6 de
conjeturas que debian ser validadas en la medida en que se resolvia el problema (Lakatos,
1978). Por otro lado, mas alld de encontrar una solucion analitica, lo que se privilegia es
observar el comportamiento de las soluciones conforme el tiempo pasa, es decir, el analisis
cualitativo (Abell & Braselton, 2014).

Una vez que los estudiantes observaron que el modelo exponencial no era funcional para
resolver el problema, debido a que la poblacion crecia sin limite, y por tanto no correspondia
con los valores reales de la poblacién de Estados Unidos, para salir del atasco y en aras de
resolver el problema en cuestion, el profesor propuso la ecuacion de Verhulst o logistica,
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con k la constante de crecimiento y N son los recursos.

L o kp 1 P)
dt N

Lo que se destaca de ella es que, aun siendo algo simple, responde a la soluciéon del
problema, lo que pudieron constatar los estudiantes, quizds por considerar los recursos
disponibles para la poblacion. Ademas, ha funcionado satisfactoriamente para la proyeccion
de ciertas poblaciones.

Cuando el modelo se hubo refinado, los estudiantes encontraron cierta dificultad para
resolver de manera analitica dicha ecuacion diferencial. Entonces, el profesor cuestiond a
los estudiantes acerca de otra manera de estudiar el modelo sin necesidad de resolver la
ecuacion diferencial. Ahi cobro sentido el analisis cualitativo de la ecuacion diferencial, es
decir, se debian encontrar los puntos o soluciones de equilibrio: Juan rdpidamente dijo que
si P=0, se tenia una solucion de equilibrio. La pregunta siguiente fue si habia mas soluciones
de equilibrio. La respuesta a esta pregunta no surgié tan rapidamente como la anterior.

Después de pensarlo algin tiempo, Fabio creyé que P=N era otra solucién de equilibrio,
lo cual efectivamente era cierto. Luego cada estudiante debia bosquejar las soluciones
junto con las soluciones de equilibrio en el plano P-f . A los cinco estudiantes les resultd
relativamente facil bosquejar las soluciones de equilibrio, pero se preguntaron cémo
bosquejar otras soluciones.

Juan afirmé que si la poblacién aumentaba haciéndose mayor que N, lo que estaba en el
paréntesis tenia signo negativo, y como P y k eran positivos, se concluy6 que la poblacién
decrecia. Por otro lado si N>P, lo que estaba en paréntesis tendia a 1 y P se acercaba a 0, lo
cual significé que se obtendria nuevamente la ecuacién de crecimiento exponencial, que,
como se vio, solo funcionaba para poblaciones muy pequeias. David dijo que si 0<P<N, la
poblacion iba creciendo hasta acercarse a N.

Una vez agotada la discusion, los estudiantes tenian la oportunidad de contrastar sus
conjeturas con los campos de pendientes elaborados en Maple ° (figura 4).

34

plf)

i S L

B T

Figura 4. Campo de pendientes de la ecuacién de Verhulst elaborado por estudiantes. Fuente:

elaboracion propia.
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En este punto, cabe resaltar que se han evidenciado los principales elementos que
hacen parte del modelo para el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales: la resolucion de
problemas, el cuasiempirismo y el andlisis cualitativo por medio de la tecnologia (Abell &
Braselton, 2014; Lakatos, 1978).

En la tabla 1 se resumen los logros mas relevantes de la elaboracion y valoracion del
modelo didactico propuesto.

Tabla 1

Logros relevantes de los estudiantes

Caracteristicas de los procesos de

Elementos del modelo didactico aprendizaje

Aportes del modelo didactico

1. La intuicion como ruta al descu-

brimiento . .
1. Empoderamiento de los estudiantes
1. La resolucién de problemas 2. El pensamiento geométrico como ) . )
o 2. Métodos cualitativos a través de la
elemento sintetizador

2. El cuasiempirismo

3. El analisis cualitativo emplean-

3. La conjetura como elemento gen-
erador

tecnologia

3. Uso de conjeturas

do la tecnologia

s .. 4.Solucion de problemas
4. Consolidaciéon del aprendizaje

mediante la practica

Fuente: elaboracion propia.
Validacion del modelo

A través de Atlas ti, surgio el siguiente mapa (figura 5) a partir de los codigos
establecidos, que muestra las relaciones entre los elementos del modelo propuesto.

I% Problemas~ I

'Y
is cayse of

Y& Modelacidn~

s ciated with

- I% Conjeturas~ l

tﬁ Sistemas de Ecuaciones~}__ is associated with

3

art af

is cause of is associgted with

t%oomportamiento dESO|LICiOI’1E‘S~J

is associate isa ated with

L J

- @oTeoioon-

is associated with

I% Métodos Numéricos~j._

Figura 5. Mapa de c6digos (categorias). Fuente: elaboracion propia.
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A continuacion, se explican brevemente las categorias que surgieron como resultado del
analisis de los datos.

Solucion de problemas.

Este codigo aparece en el primer nivel por dos razones: una primera tiene que ver con el
hecho de que se establecié como elemento transversal para todo el curso por su pertinencia;
de otro lado, se interrelaciona permanentemente con la postura tedrica del cuasiempirismo
(Ernest, 2004).

Cada plan de clases inicia con una situacion problema, la cual obliga a que los estudiantes
propongan conjeturas y las discutan con sus compaiieros y el docente, a fin de establecer el
modelo que mejor responda al problema. El paso a seguir consiste en resolver la ecuacion o
sistema de ecuaciones diferenciales, lo cual se hizo desde el enfoque cualitativo. En algunos
casos se emplearon los métodos numéricos e incluso los analiticos si era posible, con el
fin de obtener un completo panorama del problema en cuestion, como lo sugieren Abell y
Braselton (2014).

Cabe resaltar que, una vez propuesto el problema de cada plan de clase, los estudiantes
de manera natural se situaron en las cuatro fases propuestas por Polya (1981). Por ejemplo,
para estudiar el crecimiento de una poblacién es necesario comprender plenamente la
situacion, es decir, clase de poblacion, datos estadisticos o valores iniciales con que se
cuentan, qué factores inciden en el crecimiento de una poblacién, para luego establecer
un plan, o sea, encontrar la ecuacion diferencial que modela el problema (Braun, 1983).
Después se debe resolver la ecuacion diferencial, lo cual se hace de manera cualitativa con
ayuda de la tecnologia —Maple 18°— y se debe contrastar la solucion con los datos reales
con el fin de verificar la validez del proceso (Hernandez, et al., 2016).

Concepcion cuasiempirica de las matematicas.

Una vez propuesto el problema inicial de cada plan de clases a partir de preguntas
generadoras, los estudiantes enunciaron valiosas conjeturas que discutieron entre ellos
mismos y con el docente, de modo que se pudiera establecer un modelo inicial. Después
de plantear la o las ecuaciones diferenciales que modelan el problema, se debe proceder
a resolver, privilegiando los métodos cualitativos, lo cual también da lugar a conjeturas o
experimentacion. Los estudiantes conjeturan acerca de las soluciones, sus caracteristicas y
comportamiento en el tiempo (Abell & Braselton, 2014; Trigueros, 2009). Esto se enmarca
en una postura falibilista de las matematicas (Hersh, 1999).

Métodos cualitativos.

El curso de ecuaciones diferenciales estuvo orientado con el enfoque cualitativo, lo
cual resulté motivante e interesante para los participantes, por dos razones. Primero, no
es necesario que memoricen las estructuras de las ecuaciones diferenciales que se pueden
resolver analiticamente ni tampoco los algoritmos de resoluciéon empleados. En segundo
lugar, debido a que los métodos cualitativos se basan en el pensamiento geométrico, resulta
mucho mas sencillo para ellos diagramar en un computador un campo vectorial, una linea
de fase o graficar una solucién numérica, lo cual, ademas, en ciertos casos es mas evidente
y enriquecedor que una funcién que represente la solucion de una ecuacion diferencial —
claro, siempre que esta se pueda encontrar—.
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Uso de tecnologia.

Para esta investigacion es indispensable el uso de un software. En este caso, para el curso
de ecuaciones diferenciales, se emple6 Maple 18°, debido al potencial que posee para el
estudio de las ecuaciones diferenciales y su facil manejo (Hernandez, et al., 2016).

El uso de Maple 18° produjo grandes beneficios, no solamente por lo motivados que se
perciben los estudiantes, sino que ademas les permite caracterizar el comportamiento de
la solucién de un sistema dinamico de forma muy ilustrativa, comprensible y rapida, aun
cuando no se encuentre la solucion exacta de manera analitica.

Lo que se observo como debilidad en la prueba de entrada realizada por los estudiantes,
en relacion con la escasa comprension del concepto de derivada, se resolvié a lo largo del
curso gracias a que el andlisis cualitativo apoyado en el software resultd un ejercicio rutinario
y muy enriquecedor para ellos, ya que de alli se desprendia todo el andlisis posterior de las
soluciones del problema y sus posibles variaciones, como lo muestran Abell y Braselton
(2014).

Finalmente se concluye que esta investigacion culmind con los siguientes logros:

1. Laelaboracién de un modelo didactico para el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales desde un enfoque cualitativo basado en el cuasiempirismo.

2. Selogro evidenciar de primera mano el proceso de aprendizaje del grupo
de cinco estudiantes que participaron del curso, lo cual resulta novedoso, debido
a que, si bien en otras latitudes existe alguna referencia acerca de algin curso de
ecuaciones diferenciales con enfoque cualitativo, no se tienen registros acerca de
su implementacion completa desde el cuasiempirismo como teoria de la educacion
matematica.

3. El enfoque de solucién de problemas es ideal para el curso de ecuaciones
diferenciales basado en el cuasiempirismo, como lo sefialan Abell y Braselton (2014),
ya que entre ellos se genera una dialéctica, es decir, ante una situacién problema
se parte de una conjetura para proponer una via de solucién al problema. Dicha
conjetura se pone a prueba o se socializa. Si no soporta la prueba, debe ser revisada
con el fin de mejorarla o refutarla (Lakatos, 1978). Al proponer una solucién al
problema también se conjetura, si la solucion resulta. De la misma manera, se debe
conjeturar qué ocurre con las soluciones con el paso del tiempo, o si se cambian las
condiciones o los parametros (Hirsch, Smale & Devaney 2004).

4. La potencia del concepto de la derivada como la pendiente de la recta
tangente se hace latente en el analisis cualitativo. Cuando los estudiantes elaboran
el campo vectorial, se aprecia en toda su magnitud el comportamiento de las
soluciones y con algo de dlgebra se puede tener un panorama completo acerca de
todas las soluciones de una ecuacién diferencial o de un sistema de ecuaciones
diferenciales. Esto también permitié ver la importancia de usar software para
realizar este tipo de analisis, como lo senalan Hernandez, ef al. (2016).

5.  Eltrabajo exhaustivo y sistematico del método cualitativo, complementado
con los métodos numeéricos y analiticos, favorece la comprension de los estudiantes
acerca de cada situacion problema y sus soluciones (Abell & Braselton, 2014).
Ademas, brinda alternativas frente a un atascamiento, es decir, que cuando ellos se
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encuentran con una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales
que surge como modelo para cierto problema y no es posible encontrar una
solucion analitica, lo cual es frecuente, pueden apelar a los métodos cualitativos y/o
numeéricos para encontrar una via de resolucion de dicho problema.

6. Por otro lado, los estudiantes se hacen conscientes de que los métodos de
solucién de un problema no son infalibles ni absolutos.

7. Un aspecto determinante, que ademas se considera un importante logro
del curso de ecuaciones diferenciales desde un enfoque cualitativo y basado en el
cuasiempirismo, consiste en que los cinco estudiantes que terminaron el curso y
tenfan un promedio en sus cursos previos de matematicas rondando el tres —la
nota minima para aprobar—, en el curso de ecuaciones diferenciales obtuvieron un
promedio de 3.9.

8.  Sibien escierto que loslogros alcanzados luego de la aplicacion y valoracion
de la propuesta son muy positivos, cabe aclarar que en muchos casos los estudiantes
se muestran muy inseguros y les cuesta participar durante la clase.

Finalmente, a partir del modelo didactico preliminar, toda la informacion recolectada
en los planes de clase y su respectivo analisis se concluye al presentar de modo esquematico
el modelo didactico obtenido segtn lo establecido por Mayorga y Madrid (2010) (figura 6).

Desactualizaciéon Descontextualizacion Desmotivacion

Meétodos cualitativos

Problema discusion Lineas de fase y Sistemas Sistemas no Ufst?wde Respuestas
i g . software
aplicacion y practica campos de pendientes lineales lineales y caos
° P ’ ’ v Maple 18

Fundamentos
epistemoldgicos
cuasiempirismo

Fundamentos disciplinares métodos Fundamentos metodoldgicos

cualitativos resolucién de problemas

Figura 6. Modelo didactico consolidado. Fuente: elaboracién propia.
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