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Resumen: Ellevel set method es una técnica que se utiliza habitualmente para describir
matemdticamente la propagacion de superficies mediante la aproximacion y resoluciéon
de ecuaciones diferenciales. Esta técnica ha sido ampliamente utilizada en combinacién
con el XFEM, especialmente en el andlisis del crecimento de grietas. Sin embargo,
existen otras opciones que se basan en consideraciones geometricas como el fast marching
method. En este trabajo se implementa una técnica geométrica basada en el fast marching
method y level sets para la descripcion de propagacion de grietas en XFEM vy, por tanto,
compatible para su uso directo con esta técnica en calculos de mecénica de la fractura.
Palabras clave: LSM, FMM, XFEM, Mecénica de la fractura.

Abstract: The Level Set Method is used to describe mathematically the propagation
of surfaces, by the resolution and approximation of a set of differential equations.
This technique has been widely used on the XFEM framework, specially for crack
propagation. However, there are other techniques based on geometrical considerations,
as the Fast Marching Method. In this study, it is proposed a geometrical related
technique based on the Fast Marching Method and Level Set Method for crack growth
description in XFEM. Therefore, the results could be used directly on fracture mechanics
analysis using XFEM.

Keywords: LSM, FMM, XFEM, Fracture mechanics.

1.INTRODUCCION

Para simular el crecimiento de la fisura se usan técnicas numéricas de
propagacién de superficies, como son el Level Set Method —-LSM-y el
Fast Marching Method ~-FMM- [1, 2, 3, 4, 5]. La descripcién bésica de
la aplicacién de dichas técnicas a la descripcidn del crecimiento de grietas
ha sido introducida en [6, 7, 8, 9, 10].

Sin embargo, la aplicacién de la técnica del FMM a la descripcion de
la grieta es relativamente escasa [11, 12, 13]. En [11] y [12] se introduce
la metodologia FMM con elementos finitos extendidos —XFEM- pero se
aplica a la descripcién de curvas cerradas o inclusiones en vez de curvas
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abiertas, y no usan para ello dos funciones distancia, con lo que no se
corresponde con la descripcién que se realiza habitualmente en el estudio
de mecdnica de la fractura mediante XFEM. En [13] la implementacién
es yamas parecida a la usual en crecimiento de grietas, pero aun asi existen
diferencias significativas.

En dichos trabajos, en la resolucién del FMM se usa como espacio de
aproximacion y calculo el mérodo de las diferencias finitas. Sin embargo,
se proporciona informacién sobre la aplicaciéon de dicha técnica en mallas
no estructuradas, como la que se puede encontrar en [14, 15, 16, 17], que
permite su extensién a otras discretizaciones como las usadas en el método
de elementos finitos.

Unadelas principales ventajas del uso del FMM, en comparacién con el
LSM, es su mayor rapidez y que permite de forma natural una descripcién
tipo narrow band (descripcién local alrededor de la grieta).

El objetivo de este trabajo es establecer un algoritmo que permita
usar FMM en la descripcién del crecimiento de la grieta. Para ello se
utiliza el algoritmo descrito para LSM en [13, 17], aprovechando la
implementacidn en elementos finitos que se puede encontrar en [5].

La novedad del trabajo es incorporar el FMM en esquemas ya
disponibles en LSM utilizando un espacio de elementos finitos, de forma
que la descripcién narrow band sea natural De esta manera no hay que
resolver la ecuacién del LSM, optimizando asi la descripcién geométrica
de crecimiento de la grieta para realizar clculos de fractura en XFEM.

2. DESCRIPCION DE LA GRIETA MEDIANTE
FUNCIONES DISTANCIA

Para describir la posicién de cualquier punto del espacio respecto al frente
de grieta —¢ identificar, simultdneamente, la posicién y geometria de la
grieta en el dominio- se pueden usar dos funciones distancia con signo
(level set o 1S) [6, 7, 8].

Estas dos funciones distancia se suelen designar mediante ¢ y v. Sea el
LS que mide la distancia a la superficie de grieta, proporcionando #xn = 0
la posicién de la superficie de grieta, y sea w(x» el LS que mide la distancia
a una superficie que contiene el frente de grieta y es ortogonal a la misma.
La interseccién de las superficies ¢xn0 = 0y vxn = 0 da la posicién del
frente de la grieta en el instante #, Figura 1.
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Funciones distancia en la grieta, [9]
Fuente. Elaboracién modificada de [9].

Enresumen, losLs éx1 y v(xn, distancias con signo, definen la posiciéon
y geometria de la grieta segtin las siguientes relaciones:

@(x,t) =0, p(X,t) <0 Caras de grieta
@(x,t) =0, w(X,t) = 0 Frente de grieta
w(x,t) >0 Zona sin agrietar (1)

Ademis, las dos funciones 41 y wixn se construyen de forma que
cumplan la siguiente relacién de ortogonalidad:

Vex.OVy(x)=0 Vi @)

Esta ortogonalidad de los dos LS, provee de un camino para definir un
sistema ortogonal de coordenadas curvilineas propio a la grieta, Figura 2.
Los vectores que componen la base de dicho sistema de coordenadas se
definen a continuacién.

=0

p=10

Figura 2
Vectores de la base propia a la grieta, [9]
Fuente. Elaboracién modificada de [9].
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Un vector normal al frente de grieta:

n.’
" vyl

Un vector normal a la superficie de grieta:

e
Vol

n,
(4)

Un vector tangente al frente de grieta, que se construye mediante:

E =Ny x0g
e A (5)
Usando esta definicién para la base del sistema de coordenadas
curvilineas propio de la grieta, y por comparacién con los vectores
de la base euclidea, se pueden definir dos funciones equivalentes a las
coordenadas polares - y ¢ en funcién de ¢ y v, segun:

i !

_1 ]

& = tan | — J
\ l]l'f

L

(6)

Estas coordenadas son las que se necesitan para definir las funciones de

enriquecimiento asociadas a la grieta en XFEM [6, 7, 8, 9, 10].
Ademds, si se tiene en cuenta la velocidad de crecimiento de la grieta,
ésta se puede dividir en dos componentes perpendiculares a las superficies

descritas por las funciones distancia:

V=Velly + Villyg

(7)

3. FAST MARCHING METHOD

Una de las técnicas numéricas que se usan para la descripcion del
movimiento de superficies es el FMM [1, 2, 3, 4]. Esta técnica resuelve la
evolucién de un sistema en movimiento descrito mediante una funciéon
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distancia. Para una funcién distancia 4, esta aproximacion se traduce en
las siguientes expresiones:

\Vd(x,y)|=F(x) en Q F(x,»)>0
d=g(x.y) en T ®)

donde rwy es la velocidad de propagacién de la funcién dwn que
evaluamos en el dominio . De 4 se conocen los valores iniciales zx» en
un contorno o regién T del dominio.

La técnica intuitivamente se basa en suponer que la velocidad de
modificacién no cambia de signo, y asi lo tnico que hay que hacer es
actualizar la distancia segiin una cantidad que dependera la velocidad en
el punto; una vez que se ha actualizado se verifica si la cantidad es correcta
o se prueba otra distancia. Es una técnica sencilla y potente, pero con
limitaciones evidentes para muchas aplicaciones.

Detalles de la implementacién de la técnica general en dominios
triangulados se pueden consultar en [14, 15, 16].

4., IMPLEMENTACION DEL FAST MARCHING
METHOD USANDO ELEMENTOS FINITOS PARA
CRECIMIENTO DE GRIETAS

4.1. Descripcion

Si se usa un espacio de elementos finitos para la descripcién de los LS ,
entonces:

1) =3 N (e (1)
I

(0= N(w; (0)
I 9)

donde x( son las funciones de forma de elementos finitos. Igualmente,
para las velocidades de los Ls:

Ve (x.1) = Z Ny (oh oI (7)
1

"w{"l )= Z _-"'kf}{.\')v;__ A7)
i

Para los gradientes se obtiene:
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V(x,1)= Z VN (x)¢; (7)
I

Vy(x.0)=2 VN, (), ()
i (11)

4.2. Reconstruccion de una funcion distancia, reinicializacion

La idea es resolver la siguiente ecuacién eikonal en el elemento mediante
relaciones algebraicas, tal como se describe en [17]:

[Vd(x,»)|=1
(12)

Esta relacién describe una funcién distancia euclidea y coincide con
el proceso de reinicializacién, es decir, sirve para reconstruir la funcién
distancia.

Si los elementos finitos utilizados corresponden a tridngulos o
tetraedros lineales, las derivadas son constantes en el elemento y, por
tanto, es sencillo encontrar un valor nodal de la funcién distancia a partir
de los otros valores nodales.

Por simplicidad, se va a desarrollar para el caso del tridngulo lineal:

{{"F("{‘J‘}x )_. +(d(l."1lj-1 ) :{1}_ (13)

Silos valores de la funcién distancia en los nodos son 1, « y 5, se tiene:

d(x,y), =N, h+N, L, + N, I,

3,

d(x,y), = Nt + Ny by + Nyt

(14)
Si a1y « son conocidos, se pueden agrupar sus contribuciones en:
x =N, L +N, 1,
y=N L +N, I
i : (15)

Sustituyendo:
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-
r

(x+ N, 1) +(y+ N, 1, }2 =1

(16)
Ecuacién que se desarrolla hasta:
(N, 2+ N, 76t +( 200N, + 200N, )ty +{07 +07 1) =0 )
Agrupando términos:
a= {Ns..r: i+ Ns.,rz )
b=(2-tc- Ny, +2.-,,)
c=(t +1* —1) 1)
Se consigue, por tanto, la siguiente ecuacién de segundo grado:
a1y +b-t;+c=0 (19

Ladistancia en el tercer nodo puede tomarse como la maxima de las dos
raices reales obtenidas, es decir:

—b+b* —dac —b—+b’ —4.:1;:*]

2a 2a (20)

t; = max(

Hasta aqui se ha considerado que las funciones distancia son siempre
positivas. Para considerar funciones distancia con signo, se trabaja con el
valor absoluto de los valores nodales y se introduce el signo al final del
célculo. De esta forma, si el signo que tiene el valor nodal = antes del
proceso se denota por signa(rs), entonces el = final es:

—h s fB* —dar —b—q‘z‘::—amc,J

2a ' 2a 1)

t, = signo(t',) max(

4.3. Resolucidn de las ecuaciones de ortogonalidad y de extension ortogonal

La misma idea de que las derivadas de las funciones de forma en un
elemento triangular lineal o un tetraedro lineal son constantes, puede
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aplicarse al resolver otras ecuaciones que son necesarias para modelar la
propagacion de grieta. Por ejemplo, conocidos los valores del LS en todo
el dominio, se puede partir de una regién donde se conoce el valor del Ls
y obtener su valor en todo el espacio.

Para resolver la siguiente ecuacién de ortogonalidad:

Vo-Vir=0 22)

se desarrolla, para un elemento triangular lineal, del siguiente modo:
{Z-‘?ﬁs*ﬁ”?s:x)[@'ﬁ e TWN,  +WLN } 2
i=l

(i.?ﬁsf”ra';;}'_!ffl—'ﬁ‘rl_n +Y Ny, +iN;, ] =0
i=1 N (23)

Suponiendo que la informaciéon nodal de es conocida, y suponiendo
que el nodo incdgnito es el tercero, podemos agrupar términos y queda:

Ei '.i!.-'i"r:,,}l:l-'f’] 3"'1..-. TG -"“'-:_; ] T

3 _ _ e 3
G N[N, +0aN, T CANIN,L + AN N, |y, =0 »

Designando

ex = (Z. ¢N..) I_W'_-Nl:x +, N, |
=1

ey = o, )Wy, +¥, N, |
i=l

h={ QN IN; + (N, ,ON;, |

i=1 i=1 gl 25)

La solucién obtenida es:

_—(ex+ey)
: h (26)
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4.4. Extension de las velocidades de crecimiento de los LS

Atn no se ha abordado la construccién de las velocidades de actualizacién
delos Ls. Se tiene que v se puede descomponer en dos componentes segiin
las bases definidas por los Ls.

Esta velocidad de crecimiento se calcula a partir de alguna ley fisica
de propagacién y crecimiento de grietas, como la ley de Paris y el estado
tensional en los elementos o relaciones entre los diversos factores de
intensidad de tensiones. Una vez obtenida la velocidad de crecimiento
del extremo de grieta se tiene que calcular su valor en todos los nodos del
dominio.

Para construir los campos de velocidades vs y vv en el dominio de los
LS, se define primero su valor en los nodos de los elementos que contienen
el frente de grieta. Entonces se extienden los campos de velocidades, de
forma que estas sean normalesalos LS ¢ y v, [18]:

Para vs:
FPdVvs =0
Vi Vvs =0
(27)
Para vy
Fﬂj' Vve =0
1?[,{»" Vve =0 (28)

Se puede observar que estas ecuaciones son formalmente iguales a la
ecuacion de ortogonalidad entre LS. Por tanto, es posible usar el mismo
algoritmo para su resolucion.

4.5. Seleccion de elementos y nodos

Elalgoritmo de seleccién de qué elemento y nodo se ha de resolver en cada
momento, es el punto més critico del proceso. La técnica usada se basa en
construir un vector con la informacién del nimero de nodos calculados
por cada elemento. Este vector permite separar los elementos en dos tipos,
los que ya tienen toda la informacién y los que atin tienen los datos de
algin nodo por obtener.

El siguiente paso es seleccionar entre los elementos que aun tienen
algiin nodo con informacién incompleta, aquellos elementos a los que
solo les faltan los datos de un nodo. Se aplica el proceso en estos elementos
y se actualiza el vector con la informacién del nimero de nodos calculados
para cada elemento. Este proceso se repite hasta que ya no queda ningtn
elemento con informacién por calcular.
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5. CASO DE REFERENCIA

En este estudio se considera como caso de referencia el descrito por Duflot
en [10]. Este caso de referencia estd formado por un 4rea cuadrada de
dimensiones (-1.0.1.0)<(-1.0.1.0), donde hay una grieta inicial de pendiente -1,
que empieza en el punto (-1.0, 0.9) y acaba en (-0.1, 0.0).

=11} 1.1}

. grieta micial

[=d0. 1.0

Figura 3

Grieta inicial del caso de referencia de Duflot, [10]
Fuente. Elaboracién modificada de [10].

Los LS iniciales, para el caso de referencia, de tipo puramente
geométrico, se obtienen a partir de las siguientes expresiones:

x+y+0.1
%=——zﬁ——
i X=y+0d

Wo = ﬁ

Que se pueden observar en la siguiente figura, donde lalinea roja indica
elLs ¢ ylaazulelLs v.

A continuacion, definimos las velocidades con las que el extremo de
grieta se va a desplazar. Estas velocidades vienen determinadas solo por
razones matemdticas y no se corresponden con un caso real. Permiten

(29)

estudiar la actualizacidn en la descripcién geométrica, que es el objetivo
de este trabajo, de forma genérica.
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LS iniciales: ¢ en rojo y ¥ en azul

En el sistema de coordenadas definido por los Is, el avance en el primer

paso de crecimiento es:

0.

—_—

>

0.1

v, = ﬁ

En los pasos siguientes la velocidad de avance es:

0
0.

“r‘w=

e

(30)

31

El caso propuesto no se corresponde con ningin modelo fisico real,
siendo solo un ejemplo matemdtico de descripcion de la actualizacién
de los LS. En un caso real, la descripcién vendria determinada por la
grieta existente y las velocidades de actualizacién se deberian obtener de

relaciones como la ley de Paris junto con los estados tensionales en el

elemento o a partir de distintas relaciones entre los factores de intensidad

de tensiones.
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6. ACTUALIZACION DE LOS LEVEL SETS

El método geométrico utilizado se basa en el que Duflot introduce
como smooth level set method [10]. La idea es actualizar la funcién ¢
mediante una expresion que origine unos gradientes suaves mediante
razonamientos geométricos.

Una vez que se tiene actualizado ¢, se actualiza v mediante una
ecuacion no diferencial, de forma que se cumple exactamente el criterio
del nivel cero.

En primer lugar, hay que extender ortogonalmente los campos de
velocidades por todo el dominio, mediante las expresiones (27) y (28).
Hay dos casos para los vectores de velocidad, en el primer paso de
propagacion la velocidad viene dada por la ecuacién (30), y en los pasos
siguientes viene dada por la ecuacién (31). Las figuras 5 y 6 ilustran las
velocidades para el paso inicial y los siguientes, donde las flechas indican
la velocidad en cada nodo.

S ifﬁﬁf L
Dﬁf//f/f/ff’f///f/

AR
wal /SRS S S

A
Y s o ol P o ol e Yl

A A A A A A A A A A A A A A A
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Figura 5
Vectores de velocidades iniciales, donde el eje x es la velocidad
en direccién ¢ y el eje y es la velocidad en direccién
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Figura 6

Vectores de velocidades en el resto de los pasos, donde el eje x

la velocidad en direccién @ y el eje y es la velocidad en direccién

Una vez extendidos ortogonalmente los campos de velocidad a todo el
dominio, hay que actualizar ¢. Para realizar esta actualizacidn, se divide el
espacio de los LS en seis dreas dependiendo de la pendiente de variacién de
la grietay de los valores de los LS ¢ y v.

En el sistema de coordenadas de la grieta, es decir, usando los LS ¢
y v como sistema de coordenadas, la pendiente de crecimiento de la
grieta se obtiene de la relacién entre velocidades de avance de los LS o de
crecimiento de la grieta:

m=—
i (32)

Elérea 1 corresponde aunazonadondelagrietayase ha propagadoenla
parte positiva de ¢. Matemdticamente viene definida por las condiciones
g, >0y v, <-mg. El valor actualizado de es el valor inicial, #.

Elédrea?2 corresponde aunazonadondelagrietayase ha propagadoenla
parte negativa de ¢. Matemdticamente se define mediante las condiciones
mg, <0y v, <0El valor actualizado de ¢ es el valor inicial, 4.

El drea 3 viene dada por mg <0 y o<, <. El valor actualizado de ¢ es:

6= sign(@)\# +v o

El 4rea 4 se define por md, <0y v, >-mé. Se actualiza con:

(33)
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_FIF i
¢= gﬁﬂ i"]I:l"":lil
l+m”

El drea 5 corresponde a la zona de propagacién de la grieta y se define
por mi, >0y v, >0. El nuevo ¢ es:

(34)

g o=

J1+m?

El 4rea 6 es determinada por mg,>0 y -mt <y, <0. Aqui se obtiene ¢ de
forma que mantenga la continuidad en el dominio. Concretamente, se
construyen arcos de circunferencia que unen los valores de ¢ en el drea 1
con los valores en el drea 5. Con esta construccion del campo ¢, éste ya no
representa una funcién distancia signada, por lo que se renombra como
¢. Este campo ¢ actualizado se calcula con la expresion:

b+ sign(e)\b* —ac
a

(35)

¢'=(2cos () —1)

(36)
donde
i arctan(m)
2
a=4cos (a)—1
b =2cos(a)(w, sin(a) — ¢, cos(a))
c=q" +, )

Gréficamente, las seis dreas son las de la Figura 7.
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Figura 7
Localizacién de las dreas en el caso de referencia [10]
Fuente. [10].

ParaobtenerelotroLs v, primero se actualiza el valor del LS w aun valor
intermedio ', que obtenemos mediante unarotacién del LS v inicial. Esta
transformacidn viene expresada en el sistema de coordenadas de los LS por:

yie %1}; +yv,
I¥]

(38)

Ahora, si v, <0y v'<0, entonces v'=v,, con lo que no se modifican los
valores del LS en la zona donde la grieta ya existe.

Dependiendo de los valores de v, y de v, para contemplar aquella zona
en que la rotacién ha introducido el LS ' en la regién en que la grieta
ya existia, como se puede ver en la siguiente figura, es decir, si v'<w, se
modifica de nuevo el valor de v antes de aceptarlo como correcto.
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Figura 8

LS y girado, " —en color azul- ¢ inicial, ¥y —en color rojo-

Se asume que la diferencia de valores entre el LS inicial y el modificado
tiene menos importancia conforme mds nos alejemos del valor cero de v,
asi para v'<v, el valor se calcula segun:

! ! ‘;ﬁ
y'=W "—¥)T=—+¥
V¥ +¢ (39)

El LS v actualizado es finalmente:

o
=T (40)
En el resto del dominio, si v, <0 y v'<0, entonces »'=v,, con lo que no se
modifican los valores en la zona donde la grieta ya existe.
Posteriormente se reinicia el LS ¢ en el caso de que se haya alejado
demasiado de una funcién distancia. Por tltimo, se ortogonaliza el LS v y
se reinicializa a partir de su nivel cero.

7. RESULTADOS

A continuacidn, se presentan los resultados obtenidos en el ejemplo de
referencia marcado con las técnicas y algoritmos introducidos.
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Los estudios han sido realizados sobre la malla de elementos finitos de
la Figura 9, que consiste en una malla estructurada formada por elementos
triangulares lineales cuyo tamano de lado més pequefio es 0,1.

Malla

D&F

4}5.

As-—

Figura 9
Malla estructurada de tridngulos lineales. Tamafo de elemento h=0,1

No se han observado variaciones importantes al usar otros tamanos de
malla o usando mallas no estructuradas en los procesos relacionados con
la reinicializacidn y actualizacion de los LS. A continuacién, se presentan
los resultados obtenidos al aplicar las diversas opciones barajadas en la
actualizacién mediante razonamientos geométricos.

Usando para actualizar el LS v, el valor suavizado conforme varfan los
campos LS —Ec. (39)- se obtienen los LS mostrados en las figuras 10, 11,
12, 13, 14 y 15. Primero actualizamos los LS, figura 10, posteriormente
se ortogonaliza el LS v respecto al LS ¢, figura 11, a continuacién se
reinicializa el LS w, figura 12, el resultado final se puede ver en la figura
13. En las figuras 14 a 15 se presentan los resultados finales para los dos
siguientes pasos de tiempo.
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Figura 10
LS actualizados en paso 1: ¢ en rojo y ¢ en azul
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Figura 11
LS y ortogonalizado en paso 1: ¢ en rojo y ¢ en azul
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Figura 12
LS y reinicializado en paso 1: ¢ en rojo y ¥ en azul
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Figura 13

LS en paso 1: ¢ en rojo, ¥ en azul, r del sistema LS en verde y 6 del sistema LS en negro
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Figura 14
LS en paso 2: @ en rojo, ¥ en azul, r del sistema LS en verde v 6 del sistema LS en negro
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Figura 15

LS en paso 3: ¢ en rojo, ¥ en azul, r del sistema LS en verde y 6 del sistema LS en negro

8. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un método que permite la construccién de funciones
distancia para el modelado de grietas en XFEM, partiendo del
FMM. Este método es ficilmente programable, no incluye procesos
iterativos —que hace que sea répido en comparacioén con otras técnicas
similares—, es extrapolable directamente a tres dimensiones y permite la
implementacién de narrow band.
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Para aumentar la efectividad del método se podria mejorar el proceso
de seleccién de qué elemento se ha de calcular en cada instante, ya que es
el proceso mas critico desde el punto de vista de coste computacional y,
ademads, puede influir en la solucién.
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