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Resumen

Debido a la importancia y efectividad del método con jacobiano suavizado o cuasi-Newton suavizado para resolver
indirectamente el problema de complementariedad no lineal, y que la funcién de complementariedad Minimo no ha
sido usada en conexion con dichos métodos, en el presente trabajo se propone un algoritmo de ese tipo, con dicha
funcién y una suavizacién de la misma. Se demuestra que bajo ciertas hipétesis el algoritmo propuesto converge local
y g-cuadraticamente. Ademas, se presentan pruebas numéricas que muestran un buen desempefio del algoritmo.

Palabras clave: complementariedad no lineal; funcién de complementariedad; jacobiano suavizado; cuasi-Newton
suavizado; convergencia cuadratica; problemas de complementariedad no lineal; programacion no lineal; métodos
cuasi Newton; sistemas de ecuaciones no lineales; jacobiano generalizado.

Abstract

Due to the importance and effectiveness of a Jacobian smoothing method or smoothing quasi-Newton method for
solving the nonlinear complementarity problem and that the Minimum complementarity function has not been used in
connection with such methods, in the present work, we propose an algorithm of that type, which uses the minimum
function and a smoothing of it. We show that under certain hypotheses the proposed algorithm converges locally and
g-quadratically. In addition, we present numerical tests that show a good performance of the algorithm.

Keywords: nonlinear complementarity; minimum complementarity function; Jacobian smoothing method; smoothing
quasi-Newton method; quadratic convergence; nonlinear complementarity problems; nonlinear programming; Quasi-
Newton methods; systems of nonlinear equations; generalized jacobian.

1. Introduccién continuamente diferenciable, (PCNL(F)), consiste en

) ) ) encontrar un vector x € R™ tal que
El Problema de Complementariedad No Lineal, asociado

a F:R" > R", F(x) = (F{(X),...,F(X)", no lineal y x; = 0,F(x) 2 0,x,F;,(x)=0,vi=1,..,n. (1)
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La tercera condicion en (I) exige que x y F(xX) sean
ortogonales, y es la que le da el calificativo de
“complementariedad” al problema. Son numerosas sus
aplicaciones en ingenieria, economia y fisica [1], [2], [3],
[4]. Su importancia se debe a que el concepto de
complementariedad es sinénimo de sistema en equilibrio.

La estrategia mas popular para resolver el PCNL(F)
consiste en reformularlo como un sistema de ecuaciones
no lineales mediante un operador @: R™ — R", definido

por &%) = (91, Fi (X)), -, 9, Fu(x))) ', con
@:R? > R, llamada funcién de complementariedad, que
satisface la equivalencia: ¢(a,b) =0 a=>0,b >
0, ab =0, la cual permite demostrar que resolver el
PCNL(F) es equivalente a resolver el sistema de
ecuaciones no lineales [5]:

P(x) = (¢ (0, Fa(0)), -, d (e, Fa(O)N" = 0 (2)

que resulta ser no diferenciable debido a la no suavidad
de la funcién de complementariedad ¢. El sistema (2), se
conoce como reformulacién del PCNL(F) como un
sistema de ecuaciones no lineales.

Existen numerosas funciones de complementariedad [6],
71, [8] pero, quiza, las mas populares debido a su amplio
uso en problemas de complementariedad son las
funciones Minimo [9] y Fischer [10] definidas,
respectivamente, por: ¢(a,b) = min{a, b} y ¢(a,b) =
VaZ+ b7 —a-b.

Para resolver el sistema (2) e indirectamente el PCNL(F),
se han propuesto algoritmos tipo Newton generalizados
[11], cuasi-Newton generalizados [12], [13] vy
recientemente, algoritmos suavizados y con jacobiano
suavizado [14], [15]. Estos ultimos como alternativa a la
no diferenciabilidad de la reformulacion del PCNL(F).

La idea basica de los métodos suavizados es aproximar
o] por D:R" > R", u >0, definido por

T

0, (%) = (0, (t1, FL (), ., 9, G, Fy (%)) ), donde @,
es una suavizacion de la funcion de complementariedad
@, y asi, aproximar el sistema de ecuaciones no lineales
(2) por una sucesion de sistemas suavizados @, (x) = 0y
hacer tender el parametro u a cero. Estos métodos han
resultado muy eficientes, en particular los Ilamados en
[14] de jacobiano suavizado que se caracterizan por
resolver, en cada iteracién, un sistema de ecuaciones
lineales suavizado de la forma:

(plu(xk)sk = —D(Xy), (3)

En lugar del sistema Newtoniano,
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Hys, = —D(xy), (4)

Con H,, € 09 (x;) 0 H, € 3.,P(xy), donde 0P (x) esel
jacobiano generalizado de @ en x, definido para @
Lipschitz continua como el siguiente conjunto [16],
d®(x) = conv{H = likril)00 D' (x,) € R x, —

x, X, € Dg}, donde D, es el conjunto de puntos de R™
en los que @ es diferenciable y conv{A} es la envolvente
convexa del conjunto A. En general, d®(x) es dificil de
calcular. Una alternativa basada en el hecho de que
09 (x)T € 9P, (X) X ... X 3P, (x) [16], es usar el C-
subdiferencial [9] de @ en x definido por, d,®(x)" =
0P, (X) X ... X 09, (X). Es decir, el conjunto de matrices
en R™™ cuya i-ésima columna es el gradiente
generalizado de la i-ésima funcién componente @;.

A partir de (3) y (4), se infiere que los métodos con
jacobiano suavizado son cuasi-Newton suavizados. Por
ello, en este documento se dird métodos con jacobiano
suavizado o cuasi-Newton suavizados.

Debido a la importancia y efectividad de los métodos
cuasi-Newton suavizados para resolver indirectamente el
PCNL(F), y que la funcién Minimo no ha sido usada en
conexion con dichos métodos, en el presente trabajo se
propone un algoritmo de este tipo, en el cual se usa la
funcién Minimo y una suavizacién de la misma propuesta
en [17]. Se demuestra, bajo ciertas hipotesis, que el
algoritmo propuesto converge local y g-cuadraticamente.
Ademas, se presentan pruebas numéricas que muestran el
buen desempefio del algoritmo propuesto.

Este documento se organiza de la siguiente forma. En la
Seccién 2 se presentan algunos resultados tedricos
importantes acerca de la funcibn Minimo y su
suavizacion; también, se deducen cotas Utiles para el
desarrollo tedrico presentado en la Seccion 4. En la
Seccion 3 se reformula el PCNL(F) como un sistema de
ecuaciones no lineales usando la funcién Minimo y se
caracteriza la matriz jacobiana de @, en un punto x. En
la primera parte de la Seccion 4, se propone un algoritmo
cuasi-Newton suavizado para resolver el PCNL(F) y
luego, bajo ciertas hipétesis se desarrolla su teoria de
convergencia local. En la Secciébn 5 se analiza
numéricamente el desempefio local del algoritmo
propuesto. Finalmente, en la Seccién 6, se presentan
algunos comentarios finales y propuestas de trabajos
futuros.

2. La funcién Minimo y su suavizacién
En esta seccion se analizan algunas propiedades de la

funcion Minimo y de una suavizacion de la misma
propuesta en [17]. Ademas, se deducen algunas cotas
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tiles en el desarrollo tetrico posterior. Para mayor

claridad en la lectura del capitulo se incluyen a

continuacion, a manera de definicion, la funcién Minimo

y el concepto de suavizacion de una funcion de

complementariedad.

Definicion 1. La funcién ¢:R? - R, definida por
¢(a,b) = min{a, b}, (5)

se conoce como funcién Minimo.

La funcion Minimo se puede escribir, equivalentemente,
como:

1
9(@b) = ((@+b)~la=bl)

®)
= 2(@+b)—J@-57),

que permite observar su no diferenciabilidad en los
puntos de la forma (a, @) como lo ilustra la Figura 1.

Figura 1. La superficie ¢(a, b) = min(a, b)

Definicion 2. Una suavizacién de una funcion de
complementariedad ¢, es una funcién ¢,:R*> - R tal
que

9, (a,b)=0=a=0,b=0,ab=p. (7)
A continuacion se presenta la suavizacion ¢, propuesta
en [17] y conocida como funcion suavizada CHKS

(Chen-Harker-Kanzow-Smale).

Definicion 3. La funcion ¢,: R* — R, definida por

1
(pu(a,b)=§(a+b—\/(a—b)2+4u),u>0, (8)

es una suavizacion de la funciéon Minimo.
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Un caso particular de esta suavizacion, se ilustra en la
Figura 2, para el parametro 4 = 0.5, en ella se observa la
suavidad de dicha superficie, en contraste con la no
suavidad de la Figura 1.

Figura 2. Funcién minimo suavizada con p = 0.5

El siguiente lema garantiza que ¢,, es en efecto una
suavizacion de la funcién minimo.

Lema 1. La funcion ¢, es una suavizacion de la funcion
Minimo.

Demostracion. Se debe verificar que la suavizacion ¢,
satisface la equivalencia (7).

(i) Supongamos que ¢,(a,b) = 0. Esto es,

%[a+b—w/(a—b)2+4/,t] =0,

de donde

a+b=+(a—h)2+4u>0. ©)

Elevando al cuadrado ambos lados de (9) y organizando
términos, se tiene que

a?+ 2ab + b? = a? — 2ab + b? + 4y,
conlocual ab = u,ycomo u > 0, ay b deben tener el
mismo signo. De la desigualdad (9) se sigue que a =

0,b = 0.

(if) Supongaque a >0,b = 0,ab = p.

%[a+b—w/(a—b)2+4,u]
%[a+b—w/(a—b)2+4ab]

1 1
E[a+b—|a+b|]—5(0)—0,

Pu(a, b)
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con lo cual, queda demostrado el lema.
Con el fin de simplificar notacién en el analisis de
resultados posteriores se definen dos nuevas funciones G

y G, que hacen parte de las funciones ¢ y ¢,
respectivamente.

Definicién 4. La funcion G: R? — R esta definida por,
G(a,b) =+/(a—b)?, (10)
para todo (a, b) € R2.

Definicion 5. La funcién G,: R* - R esta definida por

Gu(a,b) =+[(a—Db)? + 44, (11)

Observacion 1. Note que (a —b)? < (a—b)? + 4y,
para todo (a, b) € R?, de ahi que

G(a,b) < G,(a,b).
El siguiente lema proporciona una cota superior, en
términos de u, para la distancia entre la funcién ¢ y su

suavizacion ¢,,.

Lema 2. Las funciones ¢ y ¢, satisfacen la siguiente
desigualdad

lou(a,b) — ¢(a,b)| < i,
paratodo (a,b) € R?,
Usando las Definiciones 4 y 5, se tiene que

|(pu(a'b) _(P(a'b)|
1
=§|[a+b —Gu(a,b)]
— [a+b—G(a,b)]|
1
=5 |Gﬂ(a,b) —G(a, b)|
1
= (G.(@b) - Ga,b))

[G(a,b) +\/@— G(a,b)] = \/ﬁ

la tercera igualdad sigue de la Observacién 1.

<

N| -

Por lo tanto, |¢,(a,b) — ¢(a,b)| < .

Corolario 1. Las funciones G y G, satisfacen la siguiente
desigualdad paratodo (a,b) € R2.
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|G,(a,b) — G(a,b)| < 2\/p.
Corolario 2. Cuando u tiendea 0, ¢, tiende a ¢.

Como se menciond anteriormente, el proposito de las
suavizaciones es lidiar con la no diferenciabilidad de las
funciones de complementariedad. Recuerde que, en el
caso particular de la funcibn Minimo su no
diferenciabilidad se presenta en los puntos de la forma
(a,a), lo cual se soluciona con la suavizacion ¢,
definida en (8). Esto se formaliza en el siguiente lema.

Lema 3. La funcion ¢, definida por (8), para todo
(a,b) € R?, es continuamente diferenciable en los
puntos de la forma (a, a).

Demostracion. Calculos sencillos permiten verificar las
derl\_/adas parma!es Qe @, en (a,b) existen y son
continuas lo que implica el resultado del lema.

Dado que, la funcion ¢, es una funcion continuamente
diferenciable en R?, se tiene que para todo (a, b) € R?,
su vector gradiente esté definido por:

a—>b
_ 1
J(@—b)2+4u

a-b )T (12)
+ —

J(@a—b)?+4u

Notemos que para G, definida en (11),

1
Vo,(a,b) = §<1 —

VG,(a,b) = 0 T

1
e

Observacion 2. Para todo (a,b) € R?, la norma
euclidiana del gradiente de G, en (a,b) satisface la
siguiente desigualdad

VG, (a, b)l, < V2. (14)

Lo anterior se tiene usando la Observacion 1 en la
siguiente igualdad

) 2(a — b)?
VG, (a, bz = m-
De (12) y (13)
1
Pou(ab) = 5[(7) - 7Gu(a )] (15)

A partir de (15), usando la desigualdad triangular y (14),
se puede calcular una cota superior para la norma
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euclidiana del gradiente de ¢, en (a,b), lo cual se
garantiza en la siguiente observacion.

Observacion 3. Para todo (a,b) € R? la norma

euclidiana del gradiente de ¢, en (a,b) satisface la
siguiente desigualdad

Ve, (a b)ll, < V2. (16)

Para su uso posterior, las derivadas parciales de G y de
G, se denotaran por:

06 _a=b (1 si a>b,
x@h) = Fo@h) =ges={ ] G aly
(17)
06 _b—a (-1 si a>b,
Y(a,b) = %(‘Lb)—m_{ 1 si a<b.
( b)—aG”( b) = ab
X“ a - da @ _Gu(avb) 18
(a,b) = 2 (q,p) = 21 >
bulab) =5 @b = an

El siguiente lema da una cota superior para G,(a,b) la
cual sera muy (til en la demostracion del Lema 6.

Lema 4. Para todo (a,b) € R? se satisface que
Gy(a,b) = 2+/u.

Demostracion. Para todo (a, b) € R?, se tiene que
Gy(a,b)* = (a—b)* +4u = 4y,
por lo tanto G, (a, b) = 24/

Por el Lema 4 se deduce que, paratodo (a,b) € R?
1 1

Gu(a,b) ~ 2:/u
Por otra parte,

@ =@ »(d Y =@ k()
donde

k=1 7D u)

es una matriz simétrica y semidefinida positiva con
valores propios 4, =0 y 4, = 2. Luego,

Kl = 2. (20)
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Lema 5. La funcion ¢, es Lipschitz continua con

constante /2. Es decir, paratodo x,y € R?, se satisface
la desigualdad

l9u(X) = 0, M| < V2 [Ix =yl
Demostracion. Sean x,y € R%. Por el Teorema del
Valor Medio existe un vector z en el segmento [x, y] tal

que
0u(X) = 0, () =V, (2)" (x - y).

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la cota
dada en (16), se tiene que

l0u(®) = 0, | < IV (@) ]211x = ¥l
<V2)Ix =yl

con lo cual queda demostrado el lema.

Corolario 3. La funcion G, es Lipschitz continua con
constante /2. Es decir, para todo x,y € R?, se satisface

|G, (%) = G, (NI < V2 lIx = yll2.

Demostracion. La prueba es andloga a la del lema
anterior.

Usando (19), para (a,b) con a # b, se tiene que

VG(a,b) = G(;,b)K(g)

VGu(a,b) = Gu(i, D (g)

Lema 6. Sea ¢, la funcién definida en (7), w € R?, con
0 < |w|l, £r, y B(w;r) una bola con centro en w y
radio r. Entonces existe k > 0 tal que para todo u,v €
B(w; ), se satisface que

y (21)

Vo, (W) = Vo, @)z < x|lu— vl

Demostracion. Sean u y v € R% De (15), (20) y (21),
se tiene

Vo, (w) = Vo, @)l

1
E”VGM(U) - VGu(u)HZ

1] 1
= - Kv — Ku
2 Gu(v) Gu(u) 5
L1l [ .
< = Pl u
2 e, G ],

! V- ! u
6" Guw)

2
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.. 1
Sumando y restando la expresion o se deduce que
uw

1
6w G,

llvll, + llu—vll,.

1
Vo, (w) - Ve, @, < ‘ m

Para el primer sumando de la anterior desigualdad, y
puesto que, por Corolario 3, G, es Lipschitz continua con

constante /2, se tiene que

1 3 1 |:|Gu(v)—6u(u)|< g3 e — vl
6.w) G| | GG |~ 66w “
Por lo anterior y el Lema 4,
1 (V2|vll,
Vo, (w) = Vo, Wl < Gﬂ(u)< ) +1> lu—v],

1
< @(w/fnvnz + 2/ llu = vl|,.

Por otro lado, v € B(w;r), [|[v—w]||, <¢, de donde
vl <7+ ||w]||,.- Dado que |w]||, <, se tiene que

lvl|]; < 2r. Finalmente, para u,v € B(w;r), se
concluye que
1
Vo, (uw) — Ve, (W, < a(\/fr + /W)l -,

luego k = i(\/fr + Vi) -

3. Reformulacion usando la funcion Minimo

Sien (2), ¢ es lafuncién Minimo (5), se tiene la siguiente
reformulacion del PCNL(F),

®(x) = (min(xy, F; (x)), ..., min(x,, Fn(x)))T =0, (22)

la cual se usa en el desarrollo de este trabajo. Por ello, a
partir de ahora, cada vez que se haga referencia a la
reformulacién @ = 0, se estard pensando en (22).

Observe que, si existe i € {1, ...,n} tal que x; = F;(x)la
funcion es no diferenciable, por lo cual el sistema de
ecuaciones no lineales (22) sera no diferenciable. El
conjunto de estos indices se denotar4d B. Es decir,

B={i:x; = F(x)}.

Dado que por el Lema 5 la funcién Minimo es Lipschitz
continua, @ también lo es, y por tanto, su jacobiano

generalizado existe. Formalizando los célculos
presentados en (17), se tiene el siguiente Lema.
Lema 7. Paratodo (a,b) € R? con a # b,
V6(a,b)=(_1) 0 V6(a,b) = (T}). (23)
’ -1 ’ 1
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Demostracion. El resultado sigue inmediatamente de
@an.

Corolario 4. Sea G la funcion definida por (10). Para
todo (a,b) € R? con a # b, se satisface que

IVG(a,b)Il, = V2.

Demostracion. Sigue directamente de (23) y de la
definicién de norma 2.

El siguiente lema permite caracterizar las matrices en
0cP(x),

Lema 8. Dado x € R™, H € d,P(x), es de la forma
[H]y
H=( : |
[H]
donde la fila i-ésima esta dada por

el si x; < Fy(x)
VE,(x)T si x;>Fi(x) (24)
Ciel + C,VF,()T si x; = Fi(x)

[H]; =

donde c¢; y ¢, son constantes no negativas tales que
ctc, =1

Demostracion. A partir de la Proposicion 2.6.2 (e) en
[16], tenemos que

0P (x)T S 0D, (x) X ... x 0D, (x) = I P(x),
donde @; denota la i-ésima funcién componente de .

Si (x;, Fi(x)) es tal que x; # F;(x),® continuamente
diferenciable, por lo tanto,

{Vo,(x)}
2l Ja -Fe)El
1 x; — Fy(x)
+3 [1 VFL-(x)}.

+ N
V (x; = Fi(x))?

donde e; es el i-ésimo vector candnico de R™.
Para x; # F;(x), tenemos que

I, (x) =

e Si x; > F;(x) entonces V&; (X) = VF; (x).
e Si,x; < F;(x) entonces V&; (x) = e

Por otra parte, si (x;, F;(x)) es tal que x; = F;(x), cada

Hi€0di(x) es de la forma

0®;(x) = conv[H]; = lim V®;(y;), cuando k — 0.
Yi—X
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Ahora, denotando la componente i-ésima del vector
y,Por yf, se tiene que

[H]; = f,iqu)i(yk)
it |,
- (2 /(y!‘—Fi(ykW‘

Vi l(yk VFl(yk) }
/ —F(,))?
= E[(l —&e;+ (1 —tVF ()]

Porel Lema 7, (¢,7) =(1,-1) o (¢,1;) =(—11).
En el primer caso, [H]; = VF;(x)y para el segundo,
[H]; = e;. Luego, para (x;, F;(x)), con x; = F;(x), se
tiene 09; (x), conv {e;VF;(x)} definido por:

{cie; + ,VF;(x):cy,c, e RYU{0}, ¢ + ¢, =1}

Por lo tanto, una matriz H € d.®(x)es de la forma:
[H]y
H=| : |
[H],

el-T Si x; < Fl-(x) (25)
[H]L = VFl'(X)T Si X > Fl-(x)
Cle’{ + Cy VFi(X)T Si X; = Fi(x),

donde

donde c¢; y ¢, son constantes no negativas tales que
Cl + C2 = 1.

Sin perder generalidad, en lo que sigue, se considera
[H]; = el o[H]; = VF;(x)", cuando x; = F;(x).

Es decir, seescoge ¢; =1yc, =00¢; =0y, = 1.

Esta eleccion es natural ya que en el caso x; = F;(x),se

tiene que min{x;, F;(x)} = x; = F;(x). Por ello, es

razonable escoger [H]; = el o [H]; = VF;(x)".

Por otra parte, asociada a una solucion x*definimos
H, € 0,P(x") por:

([H*h)
Ho= : )
[H.]n

donde (26)
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e’ six; < F;(x*)
VE,(x)T six} > Fy(x*) (26)
el o VF,(x)T  six; = F;(x*).

[H.]; =

Para finalizar la seccidn, se deduce una forma explicita
de la matriz jacobiana de la suavizacion @, en x. A partir
de (8), se define @,: R™ — R™ de la siguiente forma

(p,u(xl! Fl(x))
D, (x) = : , 27)
@ (%, F (1))

y con ello, el sistema @, (x) = 0 es una suavizacion de
(22). En general, la matriz jacobiana de @, esta dada por,

Ve, (x1, Fy ()" EACHIN
@, (x) = : = : . (28)
V@ (X, By (2))7 [0,(0)]

Para cualquier (a,b) € R? de (12) y (18) se tiene que

1/1 b
Vo.(ab) = <1 —iﬁz b%)

con x,(a,b) y ¥,(a,b) dadas por (18).
Para obtener una forma explicita de la matriz (28), se

definen las variables auxiliares u y v por u=x; y
v = F;(x). Usando la regla de la cadena, se tiene que

dou ou | dou 3
ou 0xq v 0xq
V(pu(xl,Fl(x)) =Vo,(u,v) = : ,
Oop ou | 90u Ov.
ou 0xy ov dxn
De ahi que,
V(pu(u, v)
oF; (x)
(1= X))+ (A - wr)—
1 !
= —( :
2 1(x)

(1 =2 (W, v))0 + (1 =, (u, v))

TI.

=3 [(1 — X v))e; + (1 =, (u, v)VE ()]

Luego, la primera fila de matriz &, (x) esta dada por:

N| =

[2.(0)], =5 [(1 = 1, (1, FL())e] + (1

— P (e, LG VE ()],
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y de forma analoga, la fila i-ésima de la matriz
®,, (x)esta dada por:

1
(@], =510 - 1G FENel +(1 )
= Pt F())IVF )]

Por lo tanto, una expresion explicita de la matriz
jacobiana @, (x) es la siguiente

@, (x)
1 <(1 — X G Fu (el + (1 - wﬂ(xl,Fl(x)))VFl(x)T> (30)
2 (1 - Xu(xn' Fn(X)))eﬂ + (1 - lpu(xnﬂFn(x)))VFn(x)T '

donde y,, ¥, y G, estan definidas en (18) y (11),
respectivamente.

3.1. Algoritmo y resultados de convergencia

En esta seccion, se presenta un nuevo algoritmo tipo
cuasi-Newton suavizado para resolver el problema de
complementariedad no lineal, indirectamente a través de
su reformulacion como un sistema de ecuaciones no
lineales que usa la funcion de complementariedad
Minimo, el cual, a su vez, se aproxima por una sucesion
de sistemas suavizados que usan una suavizacion de
dicha funcién. Siguiendo la filosofia de los métodos con
jacobiano suavizado [14], una iteracién béasica del
método que se propone es de la forma:

D' (xp)sp = —P(xx)
(1)

Xp+1 = Skt X

donde de @, (x) es la matriz jacobiana de ®u en xy,
dada en (30).

A diferencia del método de Newton generalizado, se usa
la matriz &, (x,) en lugar de una matriz Hy € 9, ®(xy).
Desde este punto de vista, la iteracion (31), puede verse
como una iteracion cuasi-Newton, donde la matriz
@' p(x,) es una aproximacion de H, € d.P(xy), 0
H, € 00 (xy).

El siguiente lema garantiza que cuando el pardmetro i se
acerca a cero, la distancia entre la matriz &, (x,)y el
conjunto d.®(x,,), también tiende a cero, lo cual justifica
reemplazar la iteracion del método de Newton
generalizado por (31).

Lema 9. Sean x € R"arbitrario pero fijo yu>0
entonces

llli_r)r(l) dist(® y(x),0.P(x)) = 0 (32)
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Demostracion. Puesto que

limdist (¢,(0,0.0())

-l ot i o],
- Healcnqg(xk);l}—r}g)||q)“(x) - H”F’

para que (32) se satisfaga, basta demostrar que existe
H € d,®(x), la cual es el limite de ®,(x) cuando
u — 0. Para ello, se considera el conjunto de indices
B = B(x) ={i:x; = Fy(x) = 0},y usando (29), se tiene
que llHrol[dn,’L(x)]iesté definido por:

%[(1 - X(xi' Fi(x))) eiT + (1 - 1!’(’% Fi(x))) VFi(x)T],i € p

1 T 1 T -
Eei +EVFl(x) ,lEﬂ,
equivalentemente,

( VFi(x)T, Si xX; > Fi(x)
el si x <F(x) _ H],.

1 T 1 T :
kzei +§VFL(X) , St X; = Fi(X),

Note que la matriz H tiene la estructura que describe el
Lema 8, donde los escalares de la combinacion lineal son

iguales a % para i€ B(x).Por lo tanto, existe

H € 0. (x),la cual es el limite de &, (x)cuando u — 0,
de manera que el infimo buscado es cero y satisface (32).

Las hip6tesis para la teoria de convergencia del algoritmo
propuesto son las siguientes.

H1. Existe x* € R™ tal que @(x*) = 0.

H2. La matriz jacobiana de F es Lipschitz continua en
una vecindad de x* € R™Es decir, existen constantes
y>0yd§d>0talesquell F'(x) —F'(x) lI<y Il x —
x* |, para todo x € B(x*;§)donde || - || denota una
norma en R™ y también su respectiva norma matricial
inducida.

H3. Las matrices de d.®(x*).son no singulares.

Por H3 y la compacidad de 0D(x*), existe una constante
positiva o tal que, para toda H *€ dC® (x ) se satisface
que IHl < o.

Observacion 4. Las matrices en d.®(x*) forman un
conjunto finito de 2" matrices.

En efecto, suponga que x* es una solucion degenerada
del PCNL(F), la cual tiene r degeneraciones, que sin
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pérdida de generalidad, se presentan en las primeras r
componentes de x* es decir,

x; = F;(x")parai =1,..,r
x; #F(x)parai=r+1,..,n

Note que por cada degeneracion en x* se obtienen dos
matrices en d.®d(x*)entonces existiran 2" matrices en
dicho conjunto.

El siguiente lema da una cota superior para la distancia,
en norma infinito, entre las matrices H y H,.

Lemal0. Sean F:R™ — R™ una funcién continuamente
diferenciable cuya matriz jacobiana satisface H2, € > 0
dado, H € 0®(x)definida por (24) yH *€ d.P(x"),
definida  por  (26). Entonces  para  cada
X € B(x"; €), existe una constante « tal que

Por definicion de norma infinito:

I1H. = Hlloo = méx {lI[H.]; — [H]ill:}
= (1.1, = (1],

paraalgin j € {1, ...,n}. Por (24) y ([26]), se tiene que

o Six;>F(x), Il H.— H lloo=Il VF,(x")" —
VE)T 1<y lx—x" ;< ye
o Six;<Fx), lH. —Hllo=llel —el ;=0
e Six; < Fi(x), llescogiendo [H]; = [H.]; = e;.
Luego, ||H, — Hlle = lle] — e ll; = 0.
Si [H]; = [H.]; = VF;(x)",
| H, — H lo=Il VE;(x)T = VF;,)" I,< y
lx—x"1l;< ye.

Por tanto, existe a = ye, tal que ||H, — H||o < a.

El siguiente es un lema técnico que sera util en la
demostracién del Teorema 1.

Lema 11. Sea T(x)=®d(x)—D(x*)—H(x—x*),Existe una
constante positiva p tal que, si, IX—x*|l.<e entonces T(X)
satisface

NTX) e <pllx—x" o,

Ademas, si F' es Lipschitz continua en una vecindad de
x"existe y > 0 tal que

1T lo<y Il x—2x" 113
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Demostracion. Por la definicidn de @, se tiene que

¢1(x, Fl-(x)) - ¢1(x*: Fi(X*))
D(x) — d(x¥) = : ,
¢n(x: Fi(x)) - ¢n(x*: Fi(x*))

luego, la fila i-ésima de este vector esta dada por:

[PCx) = @(x7)];
_ Xi —X;
- {Fi(x) - F(x")

six; < Fi(x*) (33)
six; > Fi(x*)

Por otra parte, la fila i-ésima de H(x-x*) es dada por:

[H(x = x)]; (34)
_ { X; — X; six; < Fi(x")
T WVE@T(x —x*) six] > Fi(x")

Ademas, cuando x; = F;(x*), se puede escoger el o

VFi(x)" (0 una combinacion lineal de estos). Ahora, por
la definicion de la funcion T, (33) y (34), se tiene que

T;(x)

_ 0 six; < Fi(x™)
B {Fi(x) —F(x") = VE,(x)"(x —x*) six} > Fi(x*)
luego,

ITC) o = méx | F() = Fi(") = VR (=) |

=| F(x) = F,(x") = VR, ()" (x = x") |,
paraalgun k € {1, ...,n}. Dado que F es continuamente
diferenciable, para cualquier p > 0 existe € > 0 tal que
Sillx—x"llo< eentonces | T(x) o< p ll x —x" lloo.
Por otra parte, como F' es Lipschitz continua, para
cualquier p, existe £ >0 tal que, si Il x —x* llo< &
entonces || T(x) llo< p; Il x —x* lI%.

Teorema 1. Existe una constante positiva ¢ tal que, si
I x —x" llo< € lafuncion Q definida por:

9() =x — BN P(x) (35)
esta bien definida, y dado r € (0,1)
QM) —x" =<7 Il x — X" llo. (36)

Ademas, si la matriz jacobiana de F es Lipschitz
continua en una vecindad de x* € R",

19() —x" o< c lx —x" %, (37)
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Demostracion. En primer lugar, se demuestra que (35)
esta bien definida, es decir, existe @;(x)"'. Por la
definicion del C-subdiferencial, se tiene que la matriz
H, € 0,P(x) es de la forma

[H.]1
H, = ( : ) = lim®'(y"*)
[H1.) 7

lim v (yk, Fl(y"))T

, : -
lmVo(y, F,04)

donde {y*} es una sucesi6n de vectores de R", que
converge a x* y tal que ®'(y¥) existe. Se analiza a
continuacion Il [®,(x)] = H lle.

Para algin j € {1, ...,n}, se tiene que

I () = H. lloo=Il [®,()]; = [H.]; I
<n 11 Vo, (5, FC)T = lim Vo (', FN Nley
<n lim 1| Vo, (x5, F;(x))" = Vo O, D Nl

Por el Lema 6,

|9:(x0) - .
(565
Fi(x) ~ FE")

= vanx (F,-(x) - Fj(x*)) .
= V2nkmax{|x; — x}|, |F;(x) — Fj(x")

oo

< nk lim

k—>oo

? (38)

I3

Dado que F es continua, para todo £ existe 5> 0 tal
que, si [l x —x* llo< § entonces | Fj(x) — Fj(x*) I< &
Sea ¢’ = min{¢, 3}. Se consideran las dos posibilidades
para el maximo en (38).

i Si max{l x; — x; |, F;(x) — F;(x*) 1} =l x; —
X Shx —x" o< &' <&

ii Siméx{l x; — xj |,| F;(x) — F;(x") I} =I F;(x) —
Fi(x") I<é.

Por las consideraciones anteriores y por (38) para
cualquier €, se tiene que

Il &,(x) — H, lleo< V2 nrcé.

1

Seae < 2V2 nkéo

, 1
entonces || &, (x) — H, llo< 2
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Ahora,

i _ , 1 1
I H71®,(x) = I oo < Hy P llooll B (x) — H, oo < oo =5
De donde Il H;*®@;(x) —I ll,< 1.. Por el Lema de
Banach [18] , existe @, (x)~"y por lo tanto, la funcién
Q esta bien definida. Ademas,

I H* oo g
<
1= H7' () — T lles ~ 4 _%

Il &,() ™" o< = 20.

Para la segunda parte de la prueba, se demuestra (36)
usando (35). Mediante algunas manipulaciones
algebraicas, se tiene que

1 Q0x) — x* lleo=1l x — x* = D, ()1 (x) oo
= || @ue) @) G = x)
- o(x) + Cb(x*)] ”oo
=3 CHe R IR ICHEOE:

—x) = () + @)l (39)
< 20 |[(@, ()G - x7)
—H(x—x*)+ H(x —x*)
—d(x) + d(x") .
< 20 {[|@) — H|_llx = x'll
HHE =) =@

+ o). ]

Por el Lema 9, para todo & > 0, existe &; > 0 tal que si
|lx = x*|[ lo< & entonces || &, (x") —H lI< 6, para

H € 0.9 (x). Enparticular, para§ = ﬁexiste &, tal que,

Sillx —x* o< &,

| @46~ H <5 (41)

Ademaés, por el Lema 11, para todo p > 0, existe &, >
0 tal quesi |l x — x* llo< &; Se tiene que

THx—x)—@@) +P(x") o< p Il x—x" .

En particular, para p <é existe &. >0 tal que si
I x —x" o< & Se tiene que

| HGc = x) = 900 + () o< 5
g

Ix—x" lle

(42)

Luego para € = min{¢’, &, €.}, por (40), (41) y (42) se
tiene,
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19(x) =X <7 ll x = X" lloo-

La tercera parte de la prueba consiste en demostrar (37)
bajo la hipétesis de que la matriz jacobiana de F es
Lipschitz continua en x* € R™.Por el Lema 11 existe una
constante positiva y tal que,

lHx—x)— @)+ 2(*) o<V

I x—x* 2.

(43)

Por otra parte, sumando y restando la matriz H, en
I @,(x) — H ll, y aplicando la desigualdad triangular,
se tiene que

I &) — H lloo<Il D (x") — H. lloo +

44
Il H, — H lloo. (“44)

Por (38), el primer término del lado derecho de (44) esta
acotado  superiormente  por V2nkM,  donde
M = max{l x; — x; |, Fj(x) — F;(x") 1} y por el Lema
10, el segundo término esta acotado por yn Il x — x* lle.
Observe que,

i. Si M =|x; — x| entonces M <|l x — x" ll.
ii. Si M =| F;(x) — F;(x") | entonces
M<SIF&) —FO) lo<{ lx—x" lle.

La Jdltima desigualdad se tiene porque F es
continuamente diferenciable.

Sea 2 = max{1, {},
[ 0uG) = H| < V2nied llx = x" 1
+yn|lx — x*||n (\/Emc 2

+3) e = xllo
= 0llx - "Il

(45)

con 6 = n(\/?;cf +7), luego de (40), (43) y (45),

19() —x" llw < 200 Nx—x"1%+ynllx—x" 11%)
= 2000 +y) I x—x" 11%.

Por lo tanto, Il Q(x) — x* o< ¢ Il x — x* I%, donde ¢ =
20(0 +y).

El siguiente teorema garantiza que el algoritmo
propuesto esta bien definido, converge linealmente y
ademas da una condicion suficiente para la convergencia
cuadrética.

Teorema 2. Existe una constante &, > 0 tal que si |l x, —
X" |l < &, entonces la sucesion {x; }, generada por
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X1 = X — D () 1D (xy), (46)
estd bien definida, converge a x*y dado r € (0,1),
satisface

I Xps1 =X Moo= 7 X — X7 oo, (47)
Ademas, si la matriz jacobiana de F es Lipschitz
continua en una vecindad de x*entonces
(48)

| Xpir — X o< c ll X — x* 11%,
donde c¢ es la constante del Teorema 1.

Demostracion. Sea Q definida en (35). Para k = 0,1, ...
Xpr1 = QX)) = X — Dy (x5) T P (X))

Sean r € (0,1) y &, € (0,¢), donde € es la constante
del Teorema 1. La demostracion es induccion sobre k.

ePara k=0. Si llxg —x" o< & < & por el Lema
11, x; =Q9(x,) estd bien definida y satisface
lx; =x" <7 Il xg —x" llo. Ademas, si la matriz
jacobiana de F es Lipschitz continua en una vecindad
dex®, Il x; —x* < ¢ Il xg —x* 113,

¢ Hipotesis inductiva. Supongamos que || x;, — x* [l <
&y, paratodo 0 < k < m — 1. Entonces por el Lema
11, x,, = Q(x,,—1) esté bien definida y satisface

X = X" o=l Q(¥pm-1) = X" =T (49)
I Xpm—1 — X" oo

Ademas, Il X, — X" o< C Il Xp—q — x* 1%, si la matriz
jacobiana de F es Lipschitz continua en una vecindad de

*

X .
A partir de (49), se tiene

o, =X o< 7T X1 =X N ™ [l xg — X" lloo
<rMe, <eg,

asi, el Lema 11 garantiza que x,,.,esta bien definido y
satisface que

X1 =X <7 ll Xy = X" |l o,

y si la matriz jacobiana de F es Lipschitz continua en una
vecindad de x*,entonces x,, .1, satisface que

| Xpog — X No< C Il X — X" 112,

Por lo tanto, se concluye que (47) y (48) se cumplen para
todo k =0,1, ...



158

3.2. Experimentacion numérica

En esta seccion se analiza el desempefio numérico del
algoritmo cuasi-Newton propuesto en la seccién anterior
que se llamara Algoritmo CNS. Para ello, se compara con
dos algoritmos, el primero usa una suavizacion de la
funcion de Fischer-Burmeister en su reformulacién [15],
el cual se llamara Algoritmo SF, y el segundo es un
algoritmo tipo Newton generalizado que usa la funcion
Minimo, Algoritmo NM.

Se resolvieron diez problemas de complementariedad
asociados con las funciones Billups [19] , Nash-Cornout
(Nash-Co) [20], Kojima-Shindo (Koj-Sh), Kojima-
Josephy (Koj-Jo), Mathiesen modificado (Math mod) [9],
Hock-Schittkowski (HH-66) [21], Geiger-Kanzow (Gei-
Kan) [22], Ahn [23], la funcidn del Ejemplo A en [24] y
finalmente, un problema que se llamé Ejemplo 1,
asociado con la funcion F:R? —» R2?, definida por
F(x)=((x; —2)2+x2—4,(x; —3)? +4x7 — )7 el
cual se construy6 para hacer ilustraciones geométricas.

Los algoritmos y las funciones de prueba fueron
codificados utilizando el software MATLAB R2022b, y
las pruebas numéricas fueron realizadas en un
computador con procesador Intel(R) Core(TM) i5-
1035G1 CPU @ 1.00GHz 1.19 GHz. Se dira que el
algoritmo converge si || @(x;,) lI< 107%y diverge, si el
namero de iteraciones es mayor que 200, lo cual se indica
con el simbolo (—). Para la variacion de p; en los
Algoritmos ACNS y ASF se usaron las sucesiones {27%}
y {1007F}.

3.2.1. Experimento 1

En primer experimento numérico se analiza el
comportamiento local de los Algoritmos CNS, SFy NM,
en términos de ndmero de iteraciones usando los 10
problemas mencionados anteriormente y los siguientes
puntos iniciales.

x%] =1 X%O = (1,1,1,1)T

X2 =15 xpt=(1,01,D)7

xg =2 x: = (1,1,0,D)7

Xt = (4.5,08)7 X =(1,-12,-2,5"
x5 =G1" = (1,1,11,1)7

x§=(10,10,10)"  x§° = (1,1,1,1,1,1,1,1)7
x} = (10,10,8)" x4 = (1,0,1,0,1,0,1,0)"
x5 = (1,117 W7 = (14, ., 1)

x = (1,0,0,1)" X8 =(-1,-1,..,-1DT.

Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 1 que
contiene la siguiente informacion: nombre del problema
(Problema), dimension del problema (Dim), punto inicial
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(xg) , ndmero de iteraciones con el Algoritmo
CNS (k¢ys), nimero de iteraciones con el Algoritmo
SF(ksr), numero de iteraciones con el Algoritmo
NM( kyp)- La sucesion {u;} usada se indica en la parte
superior de los resultados respectivos.

En la Tabla 1, se observa que el Algoritmo CNS que se
propone en este trabajo, tiene un buen comportamiento
respecto al nimero de iteraciones, comparado con los
otros dos. En general, dicho nimero es menor o igual que
el del Algoritmo FS. No obstante, este Ultimo converge
en casi todos los casos. En contraste el Algoritmo NM,
cuando converge lo hace en menos iteraciones que los
suavizados, lo cual no es sorprendente puesto que dicho
algoritmo es tipo Newton, y los otros son cuasi-Newton.
También se observa que el algoritmo propuesto converge
en un nimero mayor de casos que el Algoritmo NM.

Un aspecto interesante que ilustra la Tabla 1 es que la
eleccion: u, = {1007} influye en el numero de
iteraciones de los algoritmos suavizados, y el tiempo de
ejecucion dado en segundos, en ambos casos este nimero
es menor o igual que los reportados con la sucesion

we = {2753,

Para complementar este experimento, a partir de los datos
reportados en la Tabla 1, se calcularon los indices de
robustez (porcentaje de éxito del método), eficiencia
(velocidad del método en sentido de nimero de
iteraciones) y eficiencia combinada (combinacién de los
dos previos) [25] de los tres algoritmos. Para todos los
indices, entre mas cercano a uno esté su valor, el método
sera mejor.

Los resultados se ilustran en la Figura 3, en la cual se
observa que el Algoritmo CNS tiene el mayor indice de
eficiencia y eficiencia combinada mientras que, el
Algoritmo SF es el mas robusto.

|
1 In Robustez
In Eficiencia
0.8 Eficiencia combinado
8
2 0.6
(5]
=1
191
L 0.4
[
0.2 B
0 e L
T
CNS SF NM

Figura 3. indices de robustez, eficiencia y eficiencia
combinada de los algoritmos.
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3.2.2. Experimento 2

Un aspecto importante en el trabajo con algoritmos
locales es determinar su radio de convergencia que
corresponde al radio de una vecindad de la solucién, en
la cual cualquiera de sus puntos puede tormarse como
inicial y el algoritmo converge. El propdsito de este
segundo experimento es determinar y comparar los
radios de convergencia de los tres algoritmos usando los
diez problemas mencionados anteriormente.

Se considera la solucién de cada problema x+ indicada en
la Tabla 2 y se procede de la siguiente manera. Se
generan 1000 puntos iniciales arbitrarios en una vecindad
de esa solucion, B, (x*), con un radio inicial r = 0.1, y se
evalUa cada uno de los algoritmos; si para la totalidad de
los puntos iniciales se logra convergencia, el radio se
incrementa y se repite el proceso.

En caso contrario, se detiene y se registra el valor del
radio antes del incremento. Para la métrica de las
vecindades se usa la norma infinita y cada uno de los
1000 puntos aleatorios  x se genera teniendo en cuenta
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que x = (xq,X;,X3,...,%,)T pertenece a B.(x*) si x;
pertenece al intervalo [x; —r,x; —r], para todo i =
1,..,n. Estas componentes se calcularon mediante la
parametrizacion, x; = x; —r + 2t;,cont; € [0,1]. Esde
mencionar que en este experimento, se utilizo la sucesion
{m = {1007}

Los resultados de este experimento se presentan en la
Tabla 3, donde 7¢ys, 1sr Y v indican el valor del radio
en el que hubo convergencia para todos los puntos
iniciales, el simbolo 0.01 — indica que el radio de
convergencia es menor que 0.01 y 3 + indica que el
radio de convergencia es mayor que 3.

La Tabla 3 permite observar que en general, los radios de
convergencia de los tres algoritmos son pequefios, lo cual
estda de acuerdo con el caracter local de dichos
algoritmos. Ademas, para la mitad de los problemas, el
radio de convergencia del Algoritmo SF supera el de los
otros dos, y se presenta un radio de convergencia grande
en los dos problemas asociados a funciones lineales.

Tabla 1. Comparacion de los Algoritmos CNS, FSy NM

{d = {27 {u} = {1007}

Problema | Dim | x, |[KCNSltcns (sed.) KSF [tsk (seg.) |KCNS (;Z’Z]S) KSF |tsr (seg.)|KNM [tnm (seg.)
Billups 1 X3 — — 8 | 0.78137 — — 6 |088772 | — —
Billups 1 x2 — — 5 | 0.80843 — — 3 1079331 | 4 0.056681
Billups 1 x3 4 0.054801 | 4 | 0.79741 3 0.027482 | 2 | 0.77131 3 0.032134

Ejemplol| 2 x¢ 7 0.389780 | 5 | 0.73847 4 0.12911 4 1037972 | — —

Ejemplol| 2 xg 7 0.126870 | 5 | 0.36402 5 0.12065 5 1036268 | — —

Nash-Co 3 x8 4 0.719580 | 5 | 0.44706 4 0.40676 5 | 0.47816 4 0.13309

Nash-Co 3 x3 4 0.421950 | 5 | 0.47344 4 0.42574 5 | 0.47525 4 0.10743

Nash-Co 3 x8 — — 9 | 0.53133 — — 9 | 0.50928 8 0.18300
Koj-Sh 4 xg 6 0.451030 | 33 | 0.79821 6 0.18392 7 | 0.43828 4 0.33183
Koj-Sh 4 | xi°| — — 37 | 0.82768 — — 10 | 0.41490 | — —
Koj-Jo 4 xg 7 0.525300 | 7 | 0.89756 — — 19 | 0.87702 | — —
Koj-Jo 4 | x2° 7 0.299450 | 6 | 0.11853 5 0.11039 5 | 0.70142 1 0.04345
Koj-Jo 4 |3 7 0.095853 | 6 | 0.94979 5 0.088716 | 5 | 0.84041 | — —

Mathmod | 4 | xi° 7 0.423735 | 6 | 0.62618 — — — — 2 0.235610

Mathmod | 4 xg 12 | 0.184210 | 6 | 0.32572 5 0.08134 4 1037082 | 1 0.072393

Mathmod | 4 | x3° 7 0.074039 | 6 | 0.41756 — — — — 1 0.046164

Mathmod| 4 | xi! 7 0.143370 | 6 | 0.43367 3 0.064714 | — — 1 0.050788

Ejemplo A| 5 |x33 5 0.557180 | 32 | 0.78761 4 0.22266 7 | 0.48678 2 0.295510

Ejemplo A| 5 | x3* 4 0.115810 | 32 | 0.79268 4 0.080743 | 7 | 0.49015 2 0.071479
HH-66 8 x| 11 1.05220 | 10 | 0.59224 — — 7 | 055213 | — —
HH-66 8 [x3%] 10 0.59206 | 10 | 0.60842 — — 7 | 057736 | — —

Gei-Kan | 500 | x}7 8 104.680 7 97.680 4 63.672 5 70.414 2 14.904

Gei-Kan | 500 | x2® 8 105.290 8 | 114.480 3 47.440 5 | 70.982 1 13.506

Ahn 1000 | x37 | 10 701.660 7 | 401.580 4 300.65 6 344.77 2 54.331
Ahn 1000 | x38 | 10 720.000 8 | 446.720 4 301.09 5 288.62 1 44,583
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Tabla 2. Soluciones utilizadas en cada problema

Quira, R. Pérez, F. Arenas, D. Correa

*

Problema X
Billups 2.0488
Ejemplo 1  |3.7748, 0.9219)"
Nash-Co  |(16.6034,13.7308,10.7756)"
Koj-sh | (/6/2,0,0,1/2)"
Koj-Jo  [(1,0,3,0)7
Mathmod |15, 0,0, O)T
Ejemplo A (0,3, 1,0.5,0)
HH-66  [(0.1841, 1.2022, 3.3273, 0.6655, 0.2, 0, 0, 0)"
Gei-Kan  [(0.3660, 04641, 0.4904, 0.4974,..., 0.4641, 0.3660)'
Ahn (0.4082, 0.3165, 0.3371,..., 0.2660, 0.1835)'

Tabla 3. Radios de convergencia en cada problema

Problema | Dim | reyg Isr Mg
Billups 1 0.78 107 | 0.75
Ejemplo 1 2 0.01— | 0.01- | 0.11
Nash-Co 3 0.11 055 | 0.10
Koj-Sh 4 0.01— | 061 | 0.87
Koj-Jo 4 2.20 211 3+
Math mod 4 0.31 038 | 0.14
Ejemplo A 5 0.15 118 | 011
HH-66 8 3+ 3 3+
Gei-Kan 4 3+ 3+ 3+
Ahn 4 3+ 3+ 3+

3.2.3. Experimento 3

Para ilustrar la region de convergencia de los tres
algoritmos se considera el problema Ilamado Ejemplol,
descrito al inicio de esta Seccion, el cual tiene dos
soluciones: x;= (3.7748, 0.9219)" y x; = (0, 0)" . Se
construye una malla rectangular de puntos iniciales
igualmente espaciados a una distancia de 0.01 unidades,
contenida en [1.77, 5.77] [- 1.07, 2.92] para un total de
160.801 puntos.

La Figuras 4, 5y 6 ilustran la region de convergencia los
Algoritmo CNS, FS y NM, respectivamente. En color
verde limén aparecen los puntos iniciales para los cuales
el algoritmo converge a x;; en aguamarina los que
convergen a x; y en azul los que divergen. Ademas, las
curvas (x; —2)2+x2=4 y (x,—3)2+4xt=14
aparecen dibujadas en color negro.

La Figura 4 ilustra la regidon de convergencia del
algoritmo propuesto. En este caso, hay convergencia para
el 99 % de los puntos iniciales generados y divergencia
para el 1 % restante. Ademas, los resulta- dos muestran

que, en caso de convergencia, solo con el 5.2 % de los
puntos iniciales el algoritmo converge a la solucidn x;.

2 25 3 3.5 4 4.5 5 5.5

Figura 4. Regién de convergencia del Algoritmo CNS.
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En la Figura 5ab, correspondiente al Algoritmo FS, se
observa una amplia region de convergencia formada por
el 99.95 % de los puntos iniciales generados, a partir de
los cuales con 67.8 % el algoritmo converge a x;. Por
otra parte, el algoritmo diverge para el 0.05 % de dichos
puntos.

25
2
1.5
1
0.5
0

0.5

A
2 2.5 3 35 4 4.5 5 5.5
Figura 5. Regién de convergencia del Algoritmo FS

2 2.5 3 35 4 45 E] 5.5

Figura 6. Region de convergencia del Algoritmo NM

La Figura 6 muestra que el Algoritmo NM tiene una
region de convergencia mas pequefia que los otros dos
algoritmos, y una regién de divergencia mayor que los
mismos. En efecto, converge para el 75 % de los puntos
iniciales (con el 5.48% de estos puntos converge a x7), ¥
diverge para el 25% restante. Este experimento permite
observar dos aspectos interesantes: la region de
convergencia de los algoritmos no necesariamente es un
conjunto convexo y su tamafio puede aumentar usando
una suavizacion, lo que hace de esta estrategia una buena
alternativa para tener en cuenta en las propuestas
algoritmicas que resuelven el problema de
complementariedad.
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3.2.4. Experimento 4

Finalmente, con el fin de analizar numéricamente la
rapidez de convergencia del algoritmo propuesto, se
calcula para cada problema usando la sucesion po27%, el
cociente Ry definido por

I xgeq — x|

T e =X 112

Los resultados para cuatro problemas (para los otros, ver
[26]), se presentan en la Tabla 4, donde se reporta el
namero de iteraciones (k) y el valor de Rx. A pesar de que
el algoritmo propuesto converge en un nimero menor de
iteraciones que las reportadas en las siguientes tablas, se
ha decidido mostrar mas iteraciones para tener una mejor
idea de la posible acotacion del cociente Ry.

Los resultados de la Tabla 4 evidencian que el cociente
Rk, para los cuatro problemas considerados, parece estar
acotado, lo cual significa que el algo- ritmo propuesto
puede ser cuadraticamente convergente. En efecto, dicho
algoritmo converge cuadraticamente, bajo ciertas
hip6tesis, como se demostro en el Seccion 4.

Tabla 4. Cociente R del Algoritmo CNS

(@  Billups (b) Koj-Shi
k Rk |( Rk
0 | 0.508438 0 | 0.486029
1 | 0423711 1 0.244749
2 0.567450 2 0.312568
3 0.458637 3 0.315030
4 0.500002 4 0.315037
5 0.465112 5 0.315037
6 | 0500002 6 | 0.315037
7 0.465112 7 0.315037
8 0.500002 8 0.315037
9 0.465112 9 0.315037
10 0.500002 10 0.315037
11 0.465112 11 0.315037
(c) HH-66 (d EjemA
k R« k R«
0 0.151527 0 0.020098
1 0.181261 1 0.147162
2 9.445162 2 0.095277
3 0.000005 3 0.095238
4 0.112197 4 0.095238
5 0.045331 5 0.095238
6 0.047551 6 0.095238
7 0.047530 7 0.095238
8 0.047530 8 0.095238
9 0.047530 9 0.095238
10 | 0.047530 10 | 0.095238
11 | 0.047530 11 | 0.095238
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4, Conclusiones

Recientemente métodos con jacobiano suavizado han
resultado muy eficientes para resolver el problema de
complementariedad no lineal, via su reformulacién como
un sistema de ecuaciones no lineales, el cual resulta ser
no diferenciable.

En este trabajo se propone un nuevo algoritmo lo- cal
cuasi-Newton suavizado para complementariedad no
lineal usando la funcién Minimo y una la suavizacion de
la misma. Se demuestran algunas propiedades de estas
dos funciones junto con la estrategia del jacobiano
suavizado para obtener resultados de convergencia.

Pruebas numéricas preliminares muestran un buen
desempefio local del algoritmo propuesto; ademas, se
determina su regi6n de convergencia, y se analiza
numéricamente su rapidez de convergencia, la cual
parece ser cuadratica, coincidiendo con lo de- mostrado
te6ricamente. En las pruebas numéricas se evidencia, que
en la mayoria de casos, el método con jacobiano
suavizado que utiliza una suavizacién de la funcion de
complementariedad de Fischer es méas exitoso que el
propuesto, pero en cuanto a los promedios de iteraciones
y tiempo, el algoritmo que proponemos lo supera.

Finalmente, seria interesante usar una estrategia hibrida,
quiza usando la funcién de Fischer, para globalizar el
algoritmo y analizar su desempefio numérico. Esto
permitiria usar las ventajas ya conocidas mencionadas en
la introduccion de cada una de esas funciones.
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