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Un enfoque computacional evolutivo para problemas de
competencia de Stackelberg dinamicos

(An evolutionary computational approach for the dynamic
Stackelberg competition problems)

Lorena Arboleda-Castro', Olga Cedefio-Fuentes®, Ivan Jacho-Sanchez®, Pavel Novoa-

Hernandez!

Resumen:

Los modelos de competencia de Stackelberg agrupan a una gran familia de problemas de
decisidon econémicos provenientes de la Teoria de Juego, en los que el objetivo principal es
encontrar las estrategias Optimas entre un par de competidores teniendo en cuenta una
jerarquia entre ellos. Aunque estos modelos han sido abordados ampliamente a lo largo de los
Ultimos afios, es importante destacar que muy pocos trabajos tratan escenarios con
incertidumbre, especialmente aquellos que varian en el tiempo. En este sentido, la presente
investigacion aborda estos escenarios y propone un método computacional basado en técnicas
metaheuristicas que resuelve de manera eficiente modelos de competencia de Stackelberg
dinamicos. Los experimentos computacionales desarrollados sugieren que el enfoque
propuesto resulta efectivo para problemas de esta naturaleza.

Palabras clave: competencia Stackelberg; optimizacion dinAmica evolutiva; optimizacién de
dos niveles; metaheurtisticas.

Abstract:

Stackelberg competition models are an important family of economical decision problems from
game theory, in which the main goal is to find optimal strategies between two competitors taking
into account their hierarchy relationship. Although these models have been widely studied in the
past, it is important to note that very few works deal with uncertainty scenarios, especially those
that vary over time. In this regard, the present research studies this topic and proposes a
computational method for solving efficiently dynamic Stackelberg competition models. The
computational experiments suggest that the proposed approach is effective for problems of this
nature.

Keywords: Stackelberg competition; evolutionary dynamic optimization; bilevel optimization;
metaheuristics.
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1. Introduccion

En el ambito econdmico varios escenarios de decision jerarquicos pueden ser modelizados como
problemas de competencia de Stackelberg (von Stackelberg, 1952), como parte de la Teoria de
Juegos en el &mbito de la Investigacidn de Operaciones. Especificamente, se trata modelos de
optimizacion de dos niveles (Benoit Colson, Marcotte, & Savard, 2005; Benoit Colson, Marcotte, &
Savard, 2007), en los que en una firma lider (asociada a un modelo de optimizacidén superior) tiene
por objetivo encontrar la mejor decisidén, teniendo en cuenta la reaccion éptima de otra firma
subordinada (modelo de optimizacién inferior). Aunque la literatura ha abordado ampliamente los
problemas de competencia de Stackelberg, (Ledn & Navarro, 2013; Nakamura, 2015; Nie, 2012;
@ksendal, Sandal, & Ubge, 2013; Wahab, Bentahar, Otrok, & Mourad, 2016; Wang et al., 2016),
es importante resaltar que muy pocos estudios asumen que el modelo presenta incertidumbre de
algun tipo. En algunos casos, esta incertidumbre pudiera venir dada por la variabilidad en el
tiempo de condiciones (decisiones) del adversario (competencia), lo cual es tipico de escenarios

econdémicos complejos.

En particular, los problemas de competencia de Stackelberg dinAmicos pueden ser abordados
desde dos puntos de vista. Por un lado, existen escenarios que pueden ser modelados como
problemas de programacion dinamica, en los que enfoques clasicos de la Investigacién de
Operaciones pueden aplicarse sin mayores dificultades. Otra alternativa es asumir que la
naturaleza de la dinamica del problema es desconocida, esto es, como y cuando ocurriran los
cambios en el modelo. Obviamente este Ultimo enfoque es mas general pero debe tener en cuenta
una mayor complejidad en el problema. Como consecuencia, los métodos usuales de optimizacion
deben ser adaptados para enfrentar esta incertidumbre. Hasta donde se conoce no existen

investigaciones abordando este ultimo enfoque.

Por las razones anteriormente expuestas y con la intencién de contribuir a desarrollar este campo
de investigacion, el presente trabajo tiene por objetivo general: proponer un enfoque
computacional evolutivo para la solucion de problemas de competencia Stackelberg dinamica.
Especificamente, se propone un método metaheuristico (Boussaid, Lepagnot, & Siarry, 2013) que
combina enfoques computacionales evolutivos provenientes de la optimizacion de dos niveles

(Talbi, 2013), y la optimizacion dinamica evolutiva (Nguyen, Yang, & Branke, 2012).

Para una mejor comprension de la propuesta, el resto del trabajo queda estructurado de la forma
siguiente: en la Seccién 2 se describe el modelo que sera objeto de estudio y el método de
solucion desarrollado para resolverlo. La Seccién 3 esta dedicada a presentar y discutir los
resultados obtenidos de los experimentos computacionales realizados. Finalmente, la Seccién 4

brinda las conclusiones y trabajos futuros de derivados de la investigacion.
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2. Materiales y métodos

En la presente seccidn se describe en detalle el problema a resolver a través de su modelizacion

matematica, y mas adelante, el método computacional propuesto.

2.1 Modelo de competencia de Stackelberg dinamica

El modelo de competencia de Stackelberg dindmico que sera objeto de estudio en la presente

investigacion queda establecido informalmente como sigue:

Una firma [ desea maximizar sus ganancias a partir del nivel de produccion y nivel de
demanda de n productos, teniendo en cuenta la reaccion optima de un competidor f
gue produce los mismos productos que ésta a lo largo del tiempo. Se asumen
conocidas las funciones de ingresos y costos de los productos para ambas compafiias.

Mas formalmente el modelo matemético es el siguiente:

Datos:

n: cantidad de productos que producen tanto la compafia [ como f.
Se asumen ademas conocidas las constantes que definen a las funciones de precio de
venta y de costo de produccion de cada producto (véase mas adelante el apartado sobre

Funciones objetivo).

Variables de decision:

x: nivel de produccién de los productos de la firmal. Donde x = {x; : x; € R*,i =1, ...,n}
siendo x; el nivel de produccién del producto i.
y: nivel de produccién de los productos de la firma f. Donde y = {y; : y; € RY,i =1, ...,n}

siendo y; el nivel de produccion del producto i.

Restricciones:

Como restriccion funcional tendremos la relacionada con el cumplimiento de la demanda

para todo producto i:

xi+y =20 (1)

Adicionalmente se considera que las variables son no negativas, esto es, x;,y;, Q; = 0 para
todo producto i.

Finalmente, es importante mencionar que el problema de optimizacioén correspondiente a la
compafiia competidora f es al mismo tiempo una restriccion para el problema principal,

esto es, para el modelo correspondiente a la compafia lider [.

Enfoque UTE, V.7-N.2, Jun.2016, pp.10 - 24
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Funciones objetivo:

De manera general se asumird que ambas compafias tienen por objetivo maximizar sus

respectivos beneficios globales, a partir de la siguiente relacion:

n

1(q.0) = ) [P(@)a; — C(gp)] @)

i=1
donde P y C son funciones correspondientes al precio de venta y al costo de produccion,
respectivamente. Ademas, gq; € {x;,y;} representa el nivel de produccion de producto i de cada

compariia segun sea el caso, mientras que Q; es la demanda del producto i.

Aunque las funciones P y C pueden exhibir distintas formas segin sea el escenario econémico,
para los propositos de la presente investigacion sera suficiente abordar por cada producto i, las
siguientes variantes (Sinha, Malo, & Deb, 2014; Sinha, Malo, Frantsev, & Deb, 2014) :

P(Q) = a; — BiQ; (3)
C(q) = 8.9 +viq; + ¢ (4)
donde «;, B;,8; ¥ y; son constantes positivas conocidas, Yy c¢; es un costo fijo establecido por la

compairiia en cuestion.

En particular consideraremos el escenario en el que los costos asociados a la compafiia f pueden
variar en el tiempo. Este dinamismo pudiera tener sus causas en la inestabilidad del mercado y en
una estrategia del oponente f para reaccionar de manera inesperada ante su adversario, que
seria la compafiia [. Concretamente, modelaremos esta cuestion de la siguiente manera.
Considere que los costos de la compafiia f varian en el tiempo de acuerdo a la siguiente regla de

transicion para cada producto i:

¢t +1) = ¢i(t) +1;-sev; (5)
siendo ¢; = (8;,7;,¢;)T el conjunto de constantes que definen a la funcion de costos C, r =
(ry,15,713)T un vector de nimeros aleatorios generados a partir de una distribucion normal
estandar, y sev; = (sev,,sev,,sev;)T un vector de escalares indicando la severidad de los
cambios para cada constante. Es importante notar que otros tipos de cambio para estas
constantes son también posibles. Por ejemplo, cambios correlacionados, ciclicos, cadticos,
lineales con paso constante, entre otros. Sin embargo, estamos convencidos de que para los
propositos de la presente investigacion es suficiente el tipo de cambio definido por la expresion
anterior, pues se asume que los cambios siguen una distribucion normal, la cual estd muy

presente en fendbmenos reales.

A partir de las consideraciones anteriores queda claro que el modelo a estudiar queda resumido

de la siguiente manera:

Enfoque UTE, V.7-N.2, Jun.2016, pp.10 - 24
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gcr'lﬁé(ﬂl = ;(P(Qi)xi - C(xi))

sujeto a

n (6)
max I = ;(P(Qi)yi — C(yu 0 1))
xi+y;=2Q; Vi

Xi, Vi, Qi >0 Vi

Si se observa con detenimiento el modelo anterior, el lector podra apreciar tres caracteristicas que
lo diferencian de los modelos tradicionales de optimizacién. En primer lugar, que una de las
restricciones es al mismo tiempo un problema de optimizacion, esto es, correspondiente a la
compaifiia f. En segundo lugar, que se trata de un modelo jerarquico en tanto que la compaiiia [
tiene prioridad sobre su competidora f. Esta es precisamente la naturaleza de los modelos de
optimizacion en dos niveles, que no solo incluyen como un caso particular a los de competencia
Stackelberg. Finalmente, la presencia de pardmetros que varian en el tiempo en la funciéon de

costos, convierte al modelo en dinamico.

Las caracteristicas antes mencionadas indican que se requieren de métodos especiales para
resolver eficientemente este modelo. Una posible variante es abordarlos analiticamente,
aprovechando las caracteristicas de las funciones objetivo y restricciones. Sin embargo, en cuanto
el numero de variables crece y aparecen funciones no lineales mas complejas, ya las técnicas
analiticas resultan imposibles o con poca utilidad practica. Es importante notar que esta
complejidad pudiera verse aumentada también por la naturaleza dindmica del problema, la cual se
asume desconocida por parte de la compafiia [. En ese sentido, la siguiente seccion expone el

método computacional propuesto, que resuelve de manera aproximada el problema planteado.
2.2 Método computacional propuesto

De acuerdo a (Talbi, 2013), desde el punto de vista de métodos metaheuristicos, existen cuatro
enfoques para resolver un problema de optimizacién de dos niveles. El primero es el denominado
anidado secuencial, en el que por cada solucién candidata del modelo superior se resuelve el
modelo inferior. Este enfoque es el mas intuitivo si se tiene en cuenta que conceptualmente el
modelo indica que, para que una solucion cualquiera del modelo superior sea factible, se tiene que
resolver el problema inferior. Sin embargo, este enfoque puede resultar excesivamente costoso
computacionalmente, por ejemplo en casos donde sea complejo optimizar el problema inferior. De
manera alternativa, algunos autores transforman el modelo de dos niveles de manera que pueda
ser resuelto por técnicas de optimizacion tradicionales. Ese es el caso de los enfoques de

transformacién de un solo nivel y transformacién multi-objetivo. No obstante, es importante notar
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gue ambos enfoques asumen que el modelo del problema es conocido explicitamente, y que
existe alguna certeza matemética de que tales transformaciones llevan a un problema equivalente,
en el que su solucién éptima coincide con la del problema original. Finalmente, el cuarto enfoque
son los algoritmos coevolutivos, un concepto biolégico que ha inspirado a varios autores en el
ambito de la computacion evolutiva. La idea detras de este enfoque es la optimizacién en paralelo
de partes del problema original. En el caso de modelos de dos niveles, se divide el problema en
dos subproblemas de optimizacién, esto es uno por cada nivel, los cuales son resueltos al mismo
tiempo. Cada cierto tiempo, una determinada informacién de los dos procesos de optimizacion es
intercambiada con el objetivo de que la blsqueda sea mas exacta, esto es, dirigirla hacia

soluciones cercanas a la 6ptima del problema principal.

Por otro lado, en el caso de la optimizacién dinamica evolutiva (Cruz, Gonzélez, & Pelta, 2011,
Nguyen et al., 2012), en la literatura se reflejan varias alternativas dependiendo igualmente de las
caracteristica del problema, y de la informacién que asume conocida el investigador. Por lo
general predomina la aplicacion de metaheuristicas poblacionales (Novoa-Hernandez, Corona, &
Pelta, 2011; Novoa-Hernandez, Pelta, & Corona, 2010). De acuerdo a Jin & Branke, 2005 existen
cuatro enfoques principales que se han propuesto en el contexto de las metaheuristicas
poblacionales: 1) introducir diversidad después de los cambios, 2) mantener la diversidad durante
la ejecucion, 3) uso de memorias, 4) enfoques multi-poblacionales. Mas recientemente, Nguyen
etal.,, 2012 indica que un quinto enfoque efectivo es el empleo de técnicas auto-adaptativas
(Meyer-Nieberg & Beyer, 2007). Estas técnicas dotan de estrategias inteligentes al algoritmo para
lidiar con diversos escenarios complejos, minimizando el tiempo de ajuste de parametros del

propio algoritmo por parte del investigador (Novoa-Hernandez, Cruz Corona, & Pelta, 2016).

Un analisis sencillo sobre los enfoques mencionados que han sido propuestos para problemas de
dos niveles y para problemas dinamicos, nos indica intuitivamente que un método efectivo puede
derivarse de la combinacién adecuada de técnicas de ambos mundos. Precisamente, en la
presente investigacion proponemos un algoritmo coevolutivo que incluye una estrategia de
diversidad durante la ejecucion. Para su concepcién se ha tomado en cuenta investigaciones
previas como Legillon, Liefooghe, & Talbi (2013); Oduguwa & Roy (2002), para el caso del
enfoque de coevolucion, y en Blackwell & Branke (2006), para el caso de la estrategia de
diversidad durante la ejecucion. Ademas, se ha empleado como paradigma computacional a la
Evolucién Diferencial (Storn & Price, 1997). Estos tres componentes incluidos en la propuesta han
mostrado excelentes resultados en sus respectivos escenarios. Sin embargo, hasta donde se
conoce no existen investigaciones que las combinen para resolver problemas de dos niveles

dindmicos.

Los pasos generales del algoritmo, que hemos denominado CQDEA (Coevolutionary Quantum

Differential Evolution Algorithm), son los siguientes:

Enfoque UTE, V.7-N.2, Jun.2016, pp.10 - 24
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Algoritmo CQDEA:

e Datos de entrada:
o Subproblemas Mg, Y M.
o Subalgoritmos Ag,, Yy Ay que incluyen Evolucion Diferencial y Estrategia de diversidad.
o Tamafo de la poblacion pu.
o Frecuencia de intercambio de informacién Ah.
o Radio de diversidad r,;4,4-

e Paso 1. Crear una poblacién P, con u individuos (soluciones candidatas) aleatoriamente
siguiendo una distribucion uniforme. Inicializar contador de iteraciones h = 1.

e Paso 2. Inicializar Ag,, y Ainy con copias de la poblacion P,.

e Paso 3. Detectar cambios en el ambiente mediante la reevaluacion de las mejores soluciones
de Ay, Y Ainy €N suUs respectivas funciones objetivo. Si se detectan cambios, entonces ir al
Paso 4, en caso contrario ir al Paso 5.

e Paso 4. Reevaluar todas las soluciones en Ag,,, y A;ns. Ir al Paso 8.

e Paso 5. Chequear si es tiempo de intercambiar informacion (h mod. Ah == 0). Si lo es
entonces ir al Paso 6, de lo contrario ir al Paso 7.

e Paso 6. Intercambiar la mejor solucion entre Ag,, Y A;,r. Primero Ay, le envia su mejor
solucion a A,y quien distribuye la parte x en toda su poblacion y la reevalia. La mejor
solucion de A;,r en términos de y es enviada a Ay, quien la distribuye en su poblacion y la
reevalla. Ir al Paso 8.

e Paso 7. Actualizar a las poblacion de Ay, Y Ainy S€QUN los pasos del paradigma Evolucion
Diferencial (Storn & Price, 1997), y la estrategia de diversidad basada en particulas quantum
de (Blackwell & Branke, 2006). Actualizar la mejor solucion encontrada por Agy, Y Ainy-

e Paso 8. Chequear si se cumple la condicién de parada. Si se cumple, entonces detener la

ejecucion, si no, incrementar contador de iteraciones (h = h+ 1) e ir al Paso 3.

Es importante resaltar que cuando se dice evaluar o reevaluar una solucién se estd haciendo
alusion no solo al valor correspondiente de la funcion objetivo, sino también al nivel de
cumplimiento de dicha solucion en la restriccién funcional relacionada con la demanda. En este
sentido, el enfoque adoptado por nuestro algoritmo para determinar si una solucién es mejor que
otra involucrara ambos criterios, esto es, el valor de la funcion objetivo y el grado de factibilidad
segun la restriccion de la demanda. Concretamente, se ha seguido el enfoque empleado por

(Sinha, Malo, & Deb, 2014), y que consiste en los siguientes pasos para comparar dos soluciones:

Paso 1. Si una de las dos soluciones es factible y la otra no, entonces la factible es la mejor. En

caso contrario ir al Paso 2.

Enfoque UTE, V.7-N.2, Jun.2016, pp.10 - 24
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Paso 2. Si las dos soluciones no son factibles, entonces la mejor es la que tenga un grado de

incumplimiento menor en las restricciones. En caso contrario ir al Paso 3.

Paso 3. Si las dos soluciones son factibles, entonces la mejor es aquella con mas calidad de

acuerdo a su valor en la funcién objetivo.

3. Resultados y discusién

Con el objetivo de analizar y evaluar el método propuesto en la seccion anterior, en lo que sigue
se describiran los resultados obtenidos a partir de los experimentos computacionales realizados.
Para simular algunas situaciones reales se consideraron los escenarios mostrados en la Tabla 1,
gue corresponden al modelo a resolver.

Tabla 1. Escenarios del problema de competencia Sctackelberg dinamico considerados en los
experimentos.

Pardmetros Escenario 1 Escenario 2 Escenario 3
n 2 5 10
(cantidad de productos)
Espacio de busqueda € [0,100] € [0,100] € [0,100]
para x;, Q;, y;
a; € [500,1000] € [500,1000] € [500,1000]
B; €[0.1,1.0] €[0.1,1.0] € [0.1,1.0]
5; €[0.1,1.0] €[0.1,1.0] € [0.1,1.0]
Vi €[0.1,1.0] €[0.1,1.0] €[0.1,1.0]
C; € [3,6] € [3,6] € [3,6]
sev 1% 5% 10%
(severidad de los del rango admisible del del rango admisible del del rango admisible del
cambios) parametro parametro parametro
T 50 50 50
(nimero de cambios)
Ae 10 000 25000 50000
(frecuencia de los evaluaciones de las evaluaciones de las evaluaciones de las
cambios) funciones objetivo funciones objetivo funciones objetivo

Como principal medida de rendimiento se seleccion6 la media de la calidad (valor de la funcién
objetivo) de la mejor solucion del algoritmo antes del cambio (Novoa-Hernandez et al., 2011,

2010). La férmula matematica correspondiente a esta medida es la siguiente:

T
1
fmsac = ?kz_l F. (%) (7)

donde T es la cantidad de cambios que experimentara el ambiente, F, es la funcion objetivo en el
ambiente k, y X es la mejor solucion obtenida por el algoritmo antes de ocurrir el cambio k. Es
importante destacar que, dado que el modelo que nos ocupa esta orientado a maximizar las
ganancias, un valor alto de la medida anterior indicard un buen rendimiento para el algoritmo, y un
bajo rendimiento en caso contrario. Adicionalmente hemos considerado una medida para
determinar el nivel de cumplimiento de la restriccion funcional del modelo. De manera similar a la

expresion anterior, se agrupara este nivel de incumplimiento a través de la media:

Enfoque UTE, V.7-N.2, Jun.2016, pp.10 - 24
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T
1 A
Imsac = TZ(min{fi,k + yi,k - Qi,k:i =1,.. Tl}) (8)
k=1

donde X; ., Vi Y @i,k son las i-ésimas componentes de la mejor solucién del algoritmo antes del
cambio k. En este caso, un valor negativo indica que se incumple con la restriccién, mientras que

uno positivo o igual a cero que se cumple.

En relacion al algoritmo propuesto, se consideraron las variantes mostradas en la Tabla 2, las
cuales fueron derivadas de las combinacion de parametros cruciales para el enfoque coevolutivo,
y para el enfoque de diversidad durante la ejecucién. Estos son la frecuencia de intercambio de
informacién entre los subalgoritmos (4h), y el radio de diversidad de la estrategia propuesta por
(Blackwell & Branke, 2006).

Tabla 2. Variantes del algoritmo propuesto segin los valores de tiempo de intercambio y radio de

diversidad.

Variante del algoritmo Frecuencia de Radio de diversidad
CQDE intercambio (T cioud)
(4h)

1 10 1.0
2 10 5.0
3 10 10.0
4 30 1.0
5 30 5.0
6 30 10.0
7 50 1.0
8 50 5.0
9 50 10.0

En sentido general se realizaron 30 ejecuciones (simulaciones) por cada par problema-algoritmo.
En cada una con semillas aleatorias diferentes. La plataforma empleada fue el software Matlab
2015b, en una PC con 8 GB de RAM y procesador Intel i5 a 2.7 GHz.

Los resultados obtenidos se resumen en las figuras 1, 2 y 3, a través de gréaficos de caja, para los
escenarios 1, 2 y 3, respectivamente. En cada figura se ha incluido la calidad y el grado de
cumplimiento de la restriccion funcional del problema, para ambos submodelos. Por ejemplo, los
gréficos a) y b) de las figuras 1, 2 y 3, corresponden a la media de la calidad de la mejor solucién
antes del cambio obtenida en el modelo superior (compafiia I), y en el modelo inferior (compafiia
f), respectivamente. Similarmente, los gréficos c) y d) de las figuras mencionadas, corresponden a
la media del grado de cumplimiento en la restriccién funcional para la mejor solucién antes del

cambio, en el modelo superior e inferior, respectivamente.

Observe que en las tres figuras aparecen patrones similares en cuanto al rendimientos de los
nueve algoritmos. En particular se aprecia que las variantes 1, 4 y 7 son las que peor resultados
exhiben. Esto indica que el radio de diversidad igual a 1.0 no resulta suficiente para lidiar con los
efectos producidos por los cambios. En contraste con estos resultados, el resto de las variantes

muestran un mejor rendimiento al emplear un radio de diversidad mayor.
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Figura 3. Resultados de los algoritmos en el Escenario 3.

Observe que las mejores variantes, esto es 2, 3, 5, 6, 8 y 9, también exhiben una menor
dispersién en los resultados en comparacién con las variantes 1, 3, y 7. Esto es facilmente
apreciable a partir de las dimensiones de las cajas. Otro aspecto a destacar en relacién a la
calidad de los algoritmos es que como tendencia general, se observa que esta tiende a
degradarse para las variantes 1, 3, y 7, conforme aumenta la complejidad del problema. Esta
afirmacion se puede verificar comparando los gréaficos a) y b) de las figuras 1, 2, y 3, para las
variantes mencionadas. Como resultado se podra apreciar un estancamiento en el valor de la

media, y la presencia de valores muy inferiores de calidad, incluso negativos.

En relacion al grado de cumplimiento de la restriccion funcional (graficos c) y d) de las figuras 1, 2,
y 3), el lector puede apreciar que todos los algoritmos mantiene valores no negativos en los
resultados. Esto indica que todas las variantes obtuvieron soluciones factibles. Sin embargo, es
importante destacar que los valores correspondientes a las variantes que peor calidad poseen (1,

4,y 7) son en su mayoria superiores a 0, mientras que en el resto la tendencia es acercarse a 0.

Para confirmar las afirmaciones anteriores, y determinar mas especificamente cual o cudles
variantes son las mejores, se aplicaron pruebas estadisticas no paramétricas, de acuerdo a lo
sugerido por Garcia, Molina, Lozano, & Herrera (2009). En este sentido, los datos empleados para
las pruebas fueron los resultados en términos de f,,s,c €n todas las ejecuciones, y agrupandolas

en modelo superior, modelo inferior, y ambos modelos.
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Primeramente, se aplico la prueba de Friedman para determinar si existian diferencias a nivel de
grupo, y al mismo tiempo determinar un ordenamiento (ranking) promedio de las variantes. Los p-
valores correspondientes a esta prueba para los tres conjuntos de datos mencionados fueron
menores que 0.05, mientras que las posiciones promedio son las mostradas en la Tabla 3.
Obsérvese que la mejor variante es la 5 aunque no difiere mucho su posicion en relacién a 2, 3, 6,
8 y 9. Sin embargo, esta si se diferencia de manera apreciable si se compara con las variantes 1,

4,y 7, esto es, las de peor calidad.

A partir del resultado obtenido en la prueba anterior, se procedié con una prueba de Holm para
determinar si existen diferencias con respecto a la mejor variante. En la Tabla 3 se puede apreciar
gue las suposiciones anteriores quedan confirmadas por la prueba de Holm. Esto es, aquellas
variantes con posiciones medias cercanas a la mejor, no son significativamente diferentes a esta;

mientras que el resto si lo son.

Tabla 3. Resultados de las pruebas estadisticas de Friedman y Holm (¢ = 0.05) para las variantes del

algoritmo CQDE, en relacién a la calidad del modelo superior, modelo inferior, y ambos modelos.

Posicion promedio segun - . , | Posicién promedio segun
. . : Posicién promedio segin :
Variantes del algoritmo Friedman Friedman Friedman
CQDE (calidad modelo . s (calidad de ambos
. (calidad modelo inferior )

superior) modelos)

1 7.999 7.999 7.999
2 3.772 (=) 3.805 (=) 3.788 (=)
3 3.433 (=) 3.388 (=) 3.411 (=)

4 7.999 7.999 7.999
5 3.388 (*) 3.388 (*) 3.388 (*)
6 3.416 (=) 3.433 (/) 3.424 (=)

7 7.999 7.999 7.999
8 3.449 (=) 3.438 (5) 3.444 (=)
9 3.538 (=) 3.544 (=) 3.541 (=)

(*) Mejor variante

(=) Variante con diferencias no significativas con respecto a la mejor variante, segun la prueba de Holm.

4. Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se abordd la solucion del problema de competencia Stackelberg en su version
dinamica. Dada la incertidumbre presente en el modelo considerado se propuso un método
computacional basado en enfoques de la optimizacion en dos niveles, y de la optimizacién
dinamica evolutiva. Los resultados de los experimentos revelan que el método propuesto resuelve
de manera efectiva tres escenarios del problema objeto de estudio. Especialmente, cuando un
parametro de la estrategia de diversidad aplicada, se hace cercano en magnitud a la severidad del

problema.

Como trabajos futuros se planea analizar y proponer medidas de rendimiento mas efectivas en la

evaluacién de algoritmos metaheuristicos en problemas de optimizacién de dos niveles dinamicos.
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Ademas, la aplicacion de enfoques auto-adaptativos que minimicen el esfuerzo del investigador en
establecer parametros tan influyentes como el radio de diversidad. Existen evidencias de que
estos enfoques contribuyen significativamente en el rendimiento del algoritmo durante la ejecucion
(Novoa-Hernandez, Corona, & Pelta, 2013).

Finalmente, es conveniente mencionar que el cédigo fuente relacionado con los experimentos
desarrollados en esta investigacion estara disponible para su uso por parte de la comunidad
cientifica a través de la red ResearchGate?, y a través de solicitud por correo electrénico a los
autores. Con esta accion deseamos motivar el interés por el estudio de este problema econémico-

matematico en la comunidad cientifica.
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