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TEACHING EXPONENTIAL FUNCTIONS THROUGH ROBOTICS GEARS
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RESUMO: O tema central deste trabalho é a funcéo exponencial e a do tipo exponencial
através de interacdes entre engrenagens do Kit LEGO® Mindstorms NXT. Para isso,
utilizamos a construcdo de um carrinho com pecas do kit, composto por um cambio de
quatro marchas, que funcionam sob uma taxa de variacdo exponencial. A motivacéo deste
trabalho foi descobrir se seria possivel ou ndo abstrair essa fungéo, a partir de interacdes
entre engrenagens, que, em sua grande maioria, sdo associadas apenas as questfes de
proporcionalidade e, consequentemente, a funcdes lineares. Mas, com analises e estudos
feitos em materiais ja produzidos, tanto sobre interacfes entre engrenagens, como sobre
cambios de marchas feitos de pecas LEGOe, conseguimos efetuar a construcdo do
cambio proposto. Utilizamo-nos de reducdes de giros nas engrenagens, que, em
sequéncia, formaram uma progressao geométrica, a qual, por sua vez, foi associada a
funcao do tipo exponencial. Assim, esse cambio € utilizado como objeto de estudo de uma
sequéncia didatica e de contetdos, tanto no que diz respeito a sua construcdo como
quanto a seu funcionamento. Como resultados deste trabalho, primeiro é possivel
vislumbrar o grande acervo matematico existente nas interacdes entre engrenagens, o
que, quando associado a Robdtica Educacional, permite trabalhar de forma plena o
desenvolvimento integral dos alunos, e segundo, uma sequéncia didatica para o ensino
da funcédo exponencial, que parte da construcdo concreta de algo, para a abstracao
matematica.

PALAVRAS-CHAVE: Engrenagens. Funcdo exponencial. LEGO®. Sequéncia didatica.
Robotica educacional.

ABSTRACT: The central theme of this work is the exponential function and the
exponential type through interactions between gears of the LEGO® Mindstorms NXT Kit.
For this, we used the construction of a cart with parts from the kit, composed of a 4-speed
gearbox, which works under an exponential rate of change. The motivation of this work
was to discover if it would be possible or not to abstract this function, from interactions
between gears that, in the great majority, are only associated with the proportionality
issues and, consequently, with linear functions. But, with analyzes and studies made on
materials already obtained, both on interactions between gears and on gear changes
made of LEGO® pieces, we could carry out the construction of the proposed gear. We use
gears reductions, which, in sequence, form a geometric progression, which, in turn, was
associated with the exponential type function. Thus, this exchange is used as an object of
study of a didactic sequence and content, both with regard to its construction and its
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functioning. And as a result of this work, first it is possible to glimpse the great
mathematical collection existing in the interactions between gears, which, when associated
with Educational Robotics, allows us to fully work on the integral development of students,
and second, a didactic sequence for teaching exponential function, which starts from the
concrete construction of something, for mathematical abstraction.

KEYWORDS: Gears. Exponential function. LEGO®. Didactic sequence. Educational
robotics.

1 Introducao

A funcd@o exponencial, conteudo abordado no primeiro ano do ensino médio na
disciplina de matematica, esta presente em varias situacdes do cotidiano, como nos juros
cobrados em cartbes de crédito, ou no nimero de novas pessoas infectadas por uma
doenca, sob uma taxa de transmissdo constante. Essa funcdo também possui
aplicabilidade em diversas éareas, como na arqueologia, economia, biologia, fisica,
engenharias etc. O seu papel é sempre importante ao caracterizar um tipo de crescimento
ou decrescimento especifico, em que a taxa de variagdo ndo € constante como na linear,
mas proporcional. Costuma-se dizer que tal funcdo apresenta um comportamento
“explosivo”, pelo seu rapido crescimento ou decréscimo. Por exemplo: Se séo oferecidas
a uma pessoa duas opc¢oes financeiras: 1 milhdo de reais no dltimo dia do proximo més
ou 1 real no primeiro dia do proximo més com a condicdo de dobrar tal valor a cada dia
até o ultimo do més, qual seria a escolha mais vantajosa financeiramente para ela?

Nesse exemplo, é levado em consideracdo o acentuado crescimento caracterizado
como exponencial, pois, apesar de 1 milhdo de reais ser bem maior que 1 real, como esse
ultimo valor é sempre dobrado, no vigésimo primeiro dia do més ele ja tera ultrapassado 1
milh&o.

Esse crescimento exponencial representa uma parte de todo o conteddo que
envolve a funcdo em si, assim como a caracteristica de transformar produtos em soma,
ou ainda a representacdo da curva catenaria e 0s juros cobrados em transacdes
financeiras pelos bancos (os juros compostos) e diversas outras situacdes cotidianas e
também complexas, como o numero de infectados em uma pandemia conforme uma
determinada taxa de transmisséo.

Esse ultimo tema, pandemia, tem sido bastante discutido no Brasil e no mundo
neste ano (2020), devido a pandemia da doenca COVID-19. A titulo de exemplo, suponha
gue a taxa de transmissédo dessa doenca, por pessoa, seja de 3 durante determinado
tempo, ou seja, uma pessoa infectada transmite a doenca para mais trés pessoas. Desse
modo, de inicio temos 1 infectado, este transmite para 3 pessoas, essas 3 pessoas —
seguindo a mesma taxa de transmissao — irdo transmitir para 9 pessoas, essas 9, para
27, e assim por diante, formando entdo uma progressao geométrica do numero de novos
infectados, neste exemplo, a progressao: 1, 3, 9, 27... Observe que o crescimento dos
valores desse tipo de progressdo € muito rapido, caracteristica j4 citada da funcéo
exponencial.

Portanto, a aplicabilidade dessa funcdo em diversas areas e suas caracteristicas
especificas (crescimento ou decréscimo explosivos, transforma¢édo de produto em soma)
foram fatores motivadores para a escolha deste tema. E, consequentemente, ficou
escolhido também o publico-alvo, uma vez que seu ensino na educacao basica ocorre no
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nivel médio, frequentemente no primeiro ano, conforme orienta a Base Nacional Comum
Curricular (BRASIL, 2017).

Escolhidos, entédo, o tema e o publico, a questdo passou a ser como trabalhar esse
tema, pois era necessario encontrar uma forma de abordar a funcdo exponencial que
despertasse interesse dos alunos, motivando-os a querer entender seu comportamento e
suas aplicabilidades e, além disso, que instigasse o professor a se capacitar ainda mais
para o conteudo. Com isso, pretendia-se que, de certa forma, houvesse a abstracdo da
funcdo para que o aluno tivesse a percepcéao dela a partir de sua passagem do concreto
para o abstrato, e que ao mesmo tempo isso fosse feito de maneira atual.

Desse ponto de vista, seguindo esses anseios, escolhemos abordar o tema
utilizando tecnologia, o que foi feito com embasamento, sob o viés do aprender fazendo,
instruido por Papert (1980), assim como aproveitando sua indicacdo do uso de
engrenagens como forma eficiente para o ensino de matematica, Papert (1985). Para
tanto, optamos pela utilizacdo do Kit LEGO® Mindstorms NXT.

No intuito, entdo, de associar a robética por meio do Kit LEGO® com a fungédo
exponencial, mediante interacbes entre engrenagens, chegamos a pergunta norteadora
deste trabalho: seria possivel abstrair a funcao exponencial de interacées entre
engrenagens LEGO® e, com essas interagcdes, construir um cambio de marchas que
possa ser objeto de estudo em uma sequéncia didatica para auxilio no ensino da
funcao exponencial?

Desse modo, o0 objetivo principal deste trabalho é a abstracdo da funcédo
exponencial, por meio do funcionamento de um cambio de 4 marchas, construido com o
Kit LEGO® Mindstorms NXT, sendo este, objeto de estudo da sequéncia didatica,
apresentada como um recurso para o ensino da funcéo exponencial, por meio de estudo e
exploracdo de interagcfes entre engrenagens, o que ja fora mencionado por Papert (1985),
conforme apresentamos a seguir.

2 Papert: as engrenagens de minha infancia

Segundo relata em seu livro, Logo: Computadores e Educagdo [Mindstorms:
children, computers and powerfulideas], Papert (1985) teve em sua infancia uma relacéo
afetiva com engrenagens como brinquedos. Segundo ele, antes de seus dois anos de
idade, ja se interessava bastante por automéveis, os nomes das pecas que compunham o
carro faziam parte de seu vocabulario, e, a medida que foi crescendo, a parte do
diferencial nos carros, com as engrenagens que o compde, tornaram-se sua parte
favorita. Brincar com engrenagens era seu melhor passatempo: “Adorava girar objetos
uns contra 0s outros em movimentos circulares e, naturalmente, meu primeiro "projeto de
construgéo" foi um sistema rudimentar de engrenagens” (PAPERT, 1985, p. 11).

Ele associava a relagéo entre os giros das engrenagens ao que lhe era ensinado
na escola, conseguindo assimilar melhor o entendimento de conteludos abstratos:

[...] Engrenagens, servindo como modelos, facilitaram o meu acesso a ideias que
eram muito abstratas. (...). Eu via as tabuadas como engrenagens, e meu primeiro
contato com equagfes de duas variaveis (por exemplo, 3x + 4y = 10) evocaram
imediatamente o diferencial. Quando eu estabelecia um modelo mental de
engrenagens para a relacdo entre x e y, imaginando quantos dentes cada uma
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delas necessitava, a equagao tornava-se um ser amigavel (PAPERT, 1985, p. 11-
14).

Ao utilizar a expressao “a equacédo tornava-se um ser amigavel”, ele reforca um dos
pontos de sua preocupacdo em fazer uma reconstrucdo pessoal do Construtivismo de
Piaget (1978). Os conceitos do Construtivismo sdo sensos comuns para Papert (1985).
Porém, ele aponta uma preocupacao sobre o que, segundo ele, ndo encontrou na teoria
de Piaget (1978), o lado afetivo no processo de assimilagdo de novos conhecimentos.

[...] quando li Piaget, este incidente me serviu como modelo para a nocdo de
assimilacdo que ele propds, apesar de ficar muito impressionado pelo fato de sua
discusséo néo fazer justica total as suas proprias ideias. Ele praticamente s6 fala
sobre os aspectos cognitivos da assimilagdo, sem levar em conta 0 componente
afetivo. A assimilacdo de equacdes em termos de engrenagens € certamente uma
maneira poderosa de fazer com que um conhecimento anterior seja relevante a
compreenséo de um novo assunto. Mas este esquema ainda faz mais. Estou certo
gue tais assimilagbes fizeram com que a matematica tivesse, para mim, um
carater afetivo que remonta as experiéncias com carros durante minha infancia
(PAPERT, 1985, p. 12).

Portanto, para Papert (1985), assimilar novos conhecimentos implica tomar como
base, ou modelo, conhecimentos ja adquiridos, tendo relativa importancia a maneira como
ocorrera essa aquisicdo. Assim, ele afirma: “Aos poucos, comecei a formular o que ainda
considero o fato fundamental sobre aprendizagem: qualquer coisa € simples se a pessoa
consegue incorpora-la ao seu arsenal de modelos; caso contrario tudo pode ser
extremamente dificil” (PAPERT, 1985, p. 13).

E assim podemos deduzir duas coisas; a primeira, que temos um ciclo recursivo,
pois aprender novos conhecimentos gera um maior acervo de modelos disponiveis na
mente, o qual, por sua vez, é utilizado na assimilagdo de outros novos conhecimentos. Ou
seja, quanto mais se aprende, mais se esta apto a aprender. E a segunda, que, ao nascer,
precisamos de uma bagagem hereditaria de conhecimentos para que estes sirvam de
iniciais modelos, caso contrario os primeiros aprendizados seriam extremamente dificeis,
0 que também est4 em acordo com a teoria de Piaget (1975, p. 326): “[...] em seu inicio, a
assimilacdo é, essencialmente, a utilizacdo do meio externo, pelo sujeito, tendo em vista
alimentar seus esquemas hereditarios ou adquiridos”.

Associando, entdo, as ideias de Piaget (1975) com a experiéncia na infancia com
as engrenagens, Papert atribui a elas a propriedade de serem eficazes ferramentas no
ensino de conteudos matematicos:

Os trabalhos de Piaget me deram uma nova perspectiva para olhar as
engrenagens de minha infancia. Elas podem ser usadas para ilustrar muitas ideias
matematicas poderosas e avancadas, tais como teoria dos grupos ou movimento
relativo. Mas elas fazem ainda mais que isso. Assim como as engrenagens estéo
relacionadas com o conhecimento matematico formal, relacionam-se também com
0 conhecimento corporal, com 0 esquema sensdrio-motor de uma crianca. Vocé
pode ser a engrenagem, vocé pode entender como ela se movimenta projetando
seu proprio corpo em seu lugar e girando com ela. E essa dupla relagdo — tanto
abstrata quanto sensorial — é que da a engrenagem o poder de suscitar inimeras
ideias matematicas na mente (PAPERT, 1985, p. 13-14).
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E dessa forma, utilizando-nos de interagGes entre engrenagens (Kit LEGO®
Mindstorms NXT), propomos abstrair as funcdes exponencial e do tipo exponencial, assim
como conceitos prévios necessarios durante esse processo, a saber, proporcionalidade,
funcdo linear, composicao de funcdes, progressfes aritméticas e geométricas. Isso
associado a Robdética Educacional.

3 Robética Educacional

A utilizacdo do Kit LEGO® (LEGO GROUP) neste trabalho se apresenta de maneira
muito eficiente no campo educacional. Como afirma Benitti et al. (2009), “uma forma de
viabilizar o conhecimento cientifico tecnoldégico e, a0 mesmo tempo, estimular a
criatividade e a experimentacdo com um forte apelo ludico, pode ser proporcionada
através da robdtica educativa” (BENITTI et al., 2009, p. 1811). E ainda, conforme aponta
Morelato:

Com o0 uso da robdtica pedagbgica, o aprendiz pode desenvolver a sua
capacidade de solucionar problemas, utilizar a légica de forma eficaz e aprender
conceitos ligados a matematica e fisica. Desta forma se colocam em prética
conceitos abordados em sala de aula apenas de maneira tedrica e sem
conectividade com o mundo real. A Roboética educacional proporciona um
ambiente caracterizado pela tecnologia e criatividade, estimulando o aprendizado
de conceitos intuitivos, a exemplo da cinemética em fisica. Este tipo de ambiente
favorece o aprendizado construcionista. (MORELATO et al., 2010, p. 81).

Portanto, Morelato et al. (2010) ja ndo apenas apontam as vantagens na utilizacao
da Robdtica como meio pedagdgico, como também a associam as ideias construcionistas,
gue tém como base o Construtivismo de Piaget, o qual também é suporte tedrico para
Zabala (1998) em suas definicdes de sequéncias didaticas, utilizadas neste trabalho, e
apresentadas a seguir.

4 Sequéncia Didatica: conceitos

Conforme Zabala (1998, p. 18), sequéncias didaticas sao: “um conjunto de
atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos
educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como
pelos alunos”.

Dessa forma, Zabala (1998) orienta que, para concluir se uma sequéncia didatica
esta adequada ao seu objetivo, é necessario analisa-la quanto aos seguintes referenciais,
além de seus tedricos especificos: atencéo a diversidade e a concepcao construtivista de
Piaget (1978). Isso se justifica porque a construcdo do conhecimento € algo pessoal, no
qual cada individuo utiliza o que ja possui de modelo para ler e interpretar o que lhe esta
sendo proposto. Sendo assim, ainda que o que se constroi de conhecimento seja de
forma coletiva em uma aula, cada leitura disso é pessoal e singular, pois os modelos
prévios de cada aluno foram elaborados durante toda a sua trajetoria particular e Unica
até estar ali. Entdo, ainda segundo o autor, cabe ao professor perceber como essa “leitura
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e construcdo” esta sendo feita por cada um e interferir, quando perceber que esta pode
estar acontecendo de forma errbnea, e também ajudar, quando ela ndo estiver fluindo.

5 Sequéncia Didatica: a abstracdo da Funcao Exponencial por meio de interacdes
entre engrenagens

Esta sequéncia didatica tem como objetivo principal a abstracdo da funcéo
exponencial em meio a constru¢cdo de um cambio de 4 marchas, utilizando interacdes
entre engrenagens, conforme j4 citado neste trabalho (PAPERT, 1985), uma excelente
ferramenta no ensino da matematica. Além disso, esta sequéncia é elaborada sob o viés
do aprender fazendo, afinal, “dando-se as criancas boas coisas para se fazer elas
poderdo ‘aprender fazendo’ muito melhor do que [aprendiam] antes”, (PAPERT, 1980,
parte 1).

E assim, para se chegar a funcdo do tipo exponencial, utilizamos progressdes
geométricas, formadas através de composicdes de fungdes lineares, as quais, por sua
vez, modelam em linguagem de funcbes as relacdes de proporcionalidade existentes
entre as interacdes de engrenagens.

Consideramos, entdo, como inicio de nossa sequéncia didatica, uma revisao de
proporcionalidade. Que nesta etapa os alunos tenham uma aula expositiva sobre o tema,
um momento para levantar duvidas e resolver situacbes-problema, na qual os alunos
demonstrem a capacidade de aplicagdo do conceito especifico de proporcionalidade,
dando prosseguimento assim ao tema funcéo linear e a sequéncia didatica.

Porém, em todo o processo de construcao e abstracdo da funcdo exponencial, sera
utilizada a questdo da proporcionalidade, entdo, caso ainda persistam duavidas sobre o
tema no decorrer da sequéncia didatica, € sempre importante que o professor que a
esteja aplicando retome o tema e sane as possiveis duvidas.

Como no decorrer do trabalho os conceitos matematicos abordados, como
proporcionalidade, funcao linear e composicéo de funcdes, serdo sempre exemplificados
ja com situacdes inerentes a construcdo do cambio de marchas, utilizando as
engrenagens LEGO®, nesta parte de detalhamento da proposta didatica, no intuito de ser
objetivo e pragmatico, ndo serdo demonstradas as relacbes matematicas utilizadas no
processo de construcdo. Porém, tais demonstracdes podem ser obtidas no trabalho de
Pires da Costa (2020), A abstracdo da Funcdo Exponencial de Interacbes entre
Engrenagens LEGO®.

Por fim, ao se utilizar, entdo, deste instrumento de aprendizado proposto por
Zabala (1998) — a sequéncia didatica —, € importante que a sequéncia contemple
atividades que favorecam o desenvolvimento dos alunos de forma integral, ou seja, que
as atividades propiciem o desenvolvimento conceitual, procedimental e atitudinal dos
alunos. Logo, ao iniciar a sequéncia, devem ser apresentados aos alunos os conceitos e
procedimentos matematicos e também o0s contetdos atitudinais que serdo trabalhados.
Como exemplo destes: a cooperacéo, o trabalho em equipe, o respeito as dificuldades e
facilidades de cada um, o cuidado com o material utilizado, como também a manutencgéo
do ambiente em que se esta estudando organizado e limpo. O professor deve lembrar
sempre aos seus alunos que o direito individual ndo se sobreponha ao do outro, que seus
comportamentos durante as atividades sempre devem estar em conformidade com o
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bem-estar coletivo dos que ali estdo. Sobre a avaliacdo dos conteudos conceituais e
procedimentais, esta ficara a cargo do professor, levando em consideracdo que cada
escola possui seu projeto politico-pedagdgico e cada professor seu planejamento de
distribuicdo de pontos. Para a sequéncia, € estimado um total de 7 aulas, com 50 minutos
de duracdo cada, na qual uma aula sempre se da com a condicdo de que a anterior ja
tenha sido desenvolvida. E se faz necessario um Kit LEGO® NXT para cada grupo de no
maximo cinco alunos, visto que grupos maiores podem gerar ociosidade entre eles,
acarretando certa disperséo.

6 Primeira Aula

Como o conceito de proporcionalidade ja € introduzido para o aluno desde os
primeiros anos do ensino fundamental 1l (sexto ao nono ano), ndo se faz necesséaria uma
introducdo profunda e muito técnica do tema. Basta exemplificar situacbes de
proporcionalidade no proprio dia a dia do aluno, como o pre¢o a ser pago por determinado
produto vendido pelo seu peso, ou 0 tempo gasto em uma viagem a uma velocidade
média especifica e em outra menor ou maior.

Esses exemplos corriqueiros sdo importantes para que, antes de associar
proporcionalidade as interacbes de engrenagens, que € algo relativamente novo para o
aluno, ele perceba a ideia de proporcionalidade e o quanto ela pode ser interpretada de
maneira simples em situa¢cdes comuns.

Apés o entendimento da ideia de proporcgédo, e verificada a capacidade de resolver
problemas pertinentes a esse conteudo, € hora de introduzir as engrenagens e suas
interacbes. A Figura 1 apresenta alguns modelos de engrenagens presentes no Kit
LEGO® NXT:

Figura 1: Modelos de engrenagens, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

Como pode ser notado, as engrenagens diferem umas das outras apenas pelo
namero de dentes e, consequentemente, pelo raio. Mas o tamanho isolado de cada dente
em cada engrenagem € sempre 0 mesmo. Isso implica que, independentemente de quais
engrenagens participem de uma interacdo, um dente sempre se encaixara e movera
apenas um dente também. Dessa maneira, criam-se as relacdes de proporcionalidade
entre as quantidades de giros.

Entdo, é nesse momento que o0 aluno deve ter o primeiro contato com as
engrenagens. Até entdo, se fazem necessarias apenas as engrenagens a serem
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utilizadas e as pecas que funcionam como eixo e suporte das engrenagens, para que 0S
alunos consigam montar, nesse momento, trens entre duas engrenagens como O0S
modelos de combinac¢des abaixo (Figura 2):

Figura 2: Modelos de interacdes entre engrenagens, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

Observe que nos primeiros exemplos as interacdes foram feitas entre duas
engrenagens iguais, o que acarreta uma relacdo de identidade entre o nimero de giros
das duas engrenagens. Porém ndo devem ser utilizadas, durante essa etapa, funcdes
lineares; o0 momento deve se limitar apenas ao entendimento numérico da quantidade de
giros.

E importante que o professor instigue os alunos a perceberem que, apesar de a
guantidade de giros ser a mesma, 0s sentidos dos giros serdo contrarios. Apos essa
percepcao, acopla-se mais uma engrenagem ao sistema, para que seja percebido que o
sentido da ultima engrenagem voltou a ser o mesmo da primeira. E assim devem ser
conduzidos a generalizacdo de que, se um sistema apresenta um numero par de
engrenagens, o sentido da ultima sera o contrario do sentido da primeira, e quando esse
namero de engrenagens for impar, o sentido da primeira e da ultima engrenagem sera o
mesmo.

Terminada essa parte, antes de fazer interacfes entre engrenagens diferentes, €
necessario propor um exemplo cotidiano de proporcionalidade, mas que, posteriormente,
possa ser remodelado por interacdes de engrenagens. Por exemplo: Em uma confeitaria,
24 quilos de uma determinada massa sdo suficientes para fazer 3 bolos. Portanto, para
fazer 9 bolos, seguindo 0 mesmo padrao mencionado, serdo necessarios quantos quilos
de massa? Deve-se esperar que o0s alunos resolvam a questédo e, em seguida, mostrar a
seguinte interacdo: Uma engrenagem de 24 dentes, acoplada a uma engrenagem de 8
dentes (Figura 3). Primeiro pergunta-se quantas voltas a engrenagem de 8 dentes dara
guando a de 24 dentes der uma. Espera-se a resposta correta e, apos ela, pergunta-se,
entdo, quantas voltas da engrenagem de 24 dentes serdo necessarias para que a de 8
dentes dé 9 voltas. Nesse momento, instigue os alunos a perceberem a semelhanca
contida nos dois exercicios, ainda que em contextos totalmente diferentes. Mais
importante nesse momento que a demonstracdo do teorema de proporcionalidade ou uma
resolucdo algébrica rigorosamente correta pela perspectiva matematica, é que o aluno
adquira em seu pensamento a ideia de proporcionalidade, a qual, se bem destacada pelo
professor, em situacdes corriqueiras cotidianas do aluno, permite que este possa vir a
apropriar-se do conceito de forma empirica.
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Figura 3: Engrenagens de 24 dentes e 8 dentes, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

Apbs os alunos terem percebido a proporcionalidade existente nas interacées entre
engrenagens, propdem-se exercicios que explorem essa questdo. E necessario utilizar
exercicios nos quais eles descubram determinado niumero de voltas de uma engrenagem
especifica, mas também exercicios em que, a partir de uma relacdo de proporcionalidade,
eles tenham de montar o trem de engrenagem (estrutura composta por duas ou mais
engrenagens que interagem entre si) que a contenha.

Por exemplo: Construa um trem de engrenagem simples (com apenas duas
engrenagens) de forma que o giro de uma resulte em 7 giros da outra. Resposta: A
engrenagem a esquerda, com 56 dentes na parte externa, estd acoplada a outra de 8
dentes (Figura 4). Portanto, uma razdo de proporcionalidade igual a 7, ou seja, cada volta
da primeira corresponde a 7 voltas da segunda.

Figura 4: Engrenagens de 56 dentes externos e de 8 dentes, KIT LEGO®.
Fonte: Silva, 2014.

Para incrementar esse tipo de exercicio, deve-se utilizar relacbes de giros ndo tdo
simples, como: Construa um trem de engrenagem simples (com apenas duas
engrenagens) de forma que dois giros de uma, resulte em 9 giros da outra. Resposta: A
engrenagem a direita possui 36 dentes, enquanto a da esquerda, 8 dentes. Portanto, uma
relacédo de proporcionalidade de 9/2 (Figura 5).

Figura 5: Engrenagens de 36 dentes e 8 dentes, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.
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Até o momento apontamos apenas relacbes em que a quantidade de giros €
ampliada, pois a primeira engrenagem a ser analisada sempre apresentava maior
guantidade de dentes em relagcdo a segunda. Algo intencional, uma vez que entender
essas relagcdes quando a constante de proporcionalidade € maior que 1 é notavelmente
mais facil. Porém, o cambio a ser construido apresentard reducdo de giros e nao
ampliacdo. Portanto, é importante também optar por situacdes-problema em que ocorra
reducdo. Como exemplo: Construa um trem de engrenagem simples (com apenas duas
engrenagens) de forma que 5 giros de uma, resulte em apenas 1 giro da outra. Resposta:
A engrenagem a direita possui 8 dentes, enquanto a da esquerda, 40 dentes (Figura 6).
Portanto, uma raz&o de proporcionalidade de 1/5. Ou seja, a cada 5 voltas da primeira,
apenas 1 volta da segunda.

Figura 6: Engrenagens de 8 dentes e 40 dentes, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

O cambio a ser construido, por questdes de disponibilidade do nimero de pecgas
em cada kit, tera reducdes de 1/3 de voltas a cada interacdo de trem de engrenagens,
utilizando engrenagem com 8 dentes acoplada a outra de 24 dentes. E necessario utilizar
também esse modelo de reducdo como exercicio, para ja facilitar posteriormente o
entendimento do funcionamento do cambio.

7 Segunda Aula

Apés o entendimento das relag6es de proporcionalidade entre as engrenagens, €
hora de formalizar o conceito através da funcéo linear. Visto que estas sédo, de forma
oportuna pelo grau de complexidade relativamente baixo, ja € possivel partir para a
modelagem da proporcionalidade por funcao linear de forma mais direta. Como exemplo:
Seja 0 numero de voltas x que determinada engrenagem dé, quando acoplada a outra
engrenagem. O nimero de voltas sofrido por esta sera representado por f(x), tendo
assim uma funcdo, f:R+—- R+, a€R+, e que por se tratar de uma relacdo de
proporcionalidade, f(x)=ax, e, ainda, a sendo ao mesmo tempo a taxa de variacédo da
funcdo linear, como também e por isso, o fator de proporcionalidade entre as
engrenagens.

Nesse momento, € relevante explicar o motivo de o dominio ser o0s reais positivos,
afinal o numero de voltas ndo podera ser nulo ou negativo, ndo necessariamente sendo
um namero inteiro, ou racional, mas podendo ser até mesmo irracional, para garantia da
continuidade de fungéo.
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Nessa parte, deve ser proposto aos alunos, resolucdo de exercicios semelhantes

aos ja trabalhados pela proporcionalidade, mas, nessa etapa, com modelagem e
resolucdo utilizando-se funcfes lineares. As interacdes podem ser representadas por
funcdes lineares, pelo fato de satisfazerem as condi¢cbes que essas fungbes caracterizam.
Deve, agora, ser iniciada a aplicacao de exercicios, semelhantes ao abaixo exemplificado:

1.

b)

Conforme mostrado no modelo de interagdo entre engrenagens abaixo (Figura 7),
uma engrenagem com 8 dentes esta acoplada a outra de 24 dentes.

Figura 7: Engrenagens de 8 dentes e 24 dentes, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

Sendo assim, responda:

De acordo com a constante de proporcionalidade, considerando que a engrenagem
motora seja a de oito dentes e a movida a de 24. E ainda, sendo x o numero de
giros da engrenagem motora e f(x) o nimero de giros sofridos pela movida.
Qual funcéo linear modela essa interacdo? Resolugcdo: Seja Es a engrenagem
motora de oito dentes e E,, a engrenagem movida de 24. Temos assim, a seguinte
relacédo de proporcionalidade:

E_8_1
E, 24 3
Portanto, sendo 1/3 a constante de proporcionalidade, segue-se que:

Eg~E,, x-)%x

, - . ~ 2 1
Ou seja, a funcéo linear que modela a interagao é: f:R+—)R+,f(x)=§X,X€R +.

Utilizando a funcédo linear que modela a interacdo, responda quantos giros a
engrenagem movida sofrera, quando a motora girar 81 vezes seguidas. Resolucgéo:
Seja x=81, temos:
1 1 81
= — 81 :—81:—:27.
flx)=5x=f(81)=281="

Portanto, a engrenagem movida sofrera 27 giros.

Utilizando a funcado linear que modela a interacdo, responda quantos giros a
engrenagem motora precisa ter dado para que a engrenagem movida tenha dado 9
giros. Resolucio: Seja f(x)=9, temos:

X 27 X

f(x)zlx=>9=l-x=>9=—=>—:—=>x=27.
3 3 3 3 3

Portanto, a engrenagem motora teria girado 27 vezes seguidas.
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A seguir devem ser propostos exercicios semelhantes a esse para fixacdo e melhor
entendimento do que foi feito. A principio, é ideal trabalhar com resultados inteiros para
uma compreensao mais facil, porém, ao notar maior entendimento, é importante trabalhar
também com resultados racionais néo inteiros e até mesmo irracionais.

8 Terceira Aula

Partindo agora para a composi¢cdo de funcdes, é importante ressaltar que, assim
como as funcdes lineares, a composicdo também é esperada como conceito prévio dos
alunos, afinal serdo utilizadas composicoes apenas entre funcdes lineares. E essa
especifica associacdo de composicdes de funcdes e interacbes entre trens de
engrenagens compostos ocorre quando possuem mais de duas engrenagens.

Inicie apresentando para os alunos, duas interacdes entre duas engrenagens a
principio separadas, por exemplo: A interacdo E,,”E; (Figura 8) e a interacdo Ey; — Eg
(Figura 9):

Figura 8: Engrenagens de 24 dentes e 8 dentes, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

Figura 9: Engrenagens de 56 dentes externos e de 8 dentes, KIT LEGO®.
Fonte: Silva, 2014.

A primeira interacdo E,,”E; apresenta uma constante de proporcionalidade 3,
consequentemente modelada pela funcdo linear, f(x)=3x , enquanto a interacio
E,, — E,, apresenta a constante de proporcionalidade igual a 7, portanto g(x)=7x. Ent&o
conduza os alunos a criar formas de conectar os dois trens de engrenagem, ligando, por
exemplo, por meio do mesmo eixo, a engrenagem de oito dentes da segunda interacao
com a engrenagem de 24 dentes da primeira, conforme modelo abaixo (Figura 10):
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Figura 10: Trem composto de engrenagens, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

Primeiro, é importante destacar para os alunos que agora a quantidade de giros
gue a engrenagem de 8 dentes, acoplada a de 56, der, sera a mesma que a de 24 dentes
dard, por estarem ligadas pelo mesmo eixo, apresentando o mesmo deslocamento
angular, néao linear. Isso pode ser feito de forma pratica mesmo ou de forma algébrica, a
fim de que os alunos percebam que essa relagdo € representada pela funcdo linear
identidade.

Apés perceberem a ideia acima, proponha situacdes-problema que explorem tal
ideia, como: Quando a engrenagem de 56 dentes der 1 volta completa, quantas voltas a
engrenagem de 8 dentes acoplada a de 24 dar4? A resolucdo ndo necessita de
formalizacdo matematica, o interessante a ser entendido pelos alunos nesta etapa é que:
Resolucdo: Pelo fato de a constante de proporcionalidade entre as engrenagens de Ey e
E; ser 7, 1 volta de Es; implicara 7 voltas de Eg ; por outro lado, como E; esta
ligado a E,, pelo mesmo eixo, E,, nesse momento também dara 7 voltas. E agora, o
fato de a constante de proporcionalidade entre E,, e E; serigual a 3, implica que
uma volta de E,, resultard em 3 voltas de E; . Como E,, dard 7 voltas, E; dara 7
voltas vezes 3 voltas, ou seja, 21 voltas.

Durante a resolucdo do exercicio acima, ou de semelhantes que o professor em
questédo proponha, € muito valido tentar instigar os alunos a perceberem que o resultado
de voltas é o produto dos fatores de proporcionalidade, para, assim, dar inicio a
associacdo com composicao de fungoes.

Para formalizar a relacdo entre composicdo de funcdes e interacdes de trens de
engrenagens compostos, € necessario ressaltar a ideia de que a funcdo composta
funciona como um “atalho”. Quando temos uma relagcéo entre duas grandezas, uma delas
tem relacdo com outra, entdo a terceira grandeza tem relacéo direta com uma das duas
primeiras, mas indireta com a outra. Essas relacdes acontecem nos trens de engrenagens
compostos, onde interagem mais de duas engrenagens. A funcdo composta faz a ponte
entre essas grandezas que teriam uma relacdo em principio indireta. Como exemplo,
tomemos o trem de engrenagem composto semelhante ao do exercicio anterior (Figura

11):
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Figura 11: Trem composto de engrenagens, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

A engrenagem de 8 dentes tem relacdo direta com a de 24, que, por sua vez, tem
relacdo direta com a de 8, e esta tem relacdo direta com a de 56. Sendo assim, a
engrenagem de 8 dentes e a de 24, apesar de ndo estarem acopladas diretamente
funcionam de modo que uma transmite ou recebe giros da outra. Portanto, como a
engrenagem de 56 dentes, localizada no final, esta em funcdo da engrenagem de 8
dentes, a qual, por sua vez, estd em fungcdo da outra engrenagem de 24, que esta em
funcdo da engrenagem de 8, temos entdo uma composi¢cado de funcbes. Para melhor
explicacéo, denotemos por Es a engrenagem de 56 dentes, acoplada a engrenagem de 8
dentes, a ultima do trem de engrenagens, considerando o sentido da esquerda para a
direita, e assim teremos as trés fungoes:

12 funcéo: interacdo entre as engrenagens Es e E.,, modelada como ja visto por

=5

22 funcdo: interacao feita pelo mesmo eixo entre as engrenagens E.4 € Es, como ja
mencionado, modelada por uma funcéo identidade, sendo g(x)=x.

. ~ . 1
32 funcdo: interacao feita entre a engrenagem Es e Es, modelada, por h(x):;x_

A composicao de funcdes lineares é feita da seguinte forma: Primeiro, sendo ' a
composta f e g:
1

f=feg=Flg(x)=7g(x)=7x

Como podemos observar, por se tratar de uma composicdo envolvendo uma
funcao identidade, a composta f° g é a mesma f(x).

Agora, sendo h'a composta f'° h:

W=f eh=f (h(x))=2-h(x)=2Zx==x.

Portanto, a funcdo composta que modela a relacdo de proporcionalidade entre a
primeira engrenagem do trem composto, de 8 dentes, e a Ultima, a de 56 dentes é funcéo

(x)=L
h(x)= o %

De maneira pratica, € ideal que os alunos percebam que compor func¢des lineares
nada mais é que ter como resultado, no novo fator de proporcionalidade, o produto dos
fatores das fungbes envolvidas na composicéo.

Em seguida, deve-se fazer mais alguns exercicios envolvendo composicdo de
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funcdes, contudo vamos ressaltar o proximo exemplo: Como percebemos, de forma
pratica, compor fungbes lineares é o mesmo que multiplicar os fatores de
proporcionalidade das funcdes envolvidas na composicéo, resultando em um novo fator e
consequentemente em uma nova funcdo. Mas e se essa composi¢cao fosse sempre feita
com a mesma funcéo, por exemplo, f(x)composta com ela mesma, e essa composicio
composta com f(x) novamente? Qual seria o resultado? Considerando a fungéo f(X)=% X

, que modela a interacdo abaixo (Figura 12):

Figura 12: Engrenagem de 8 dentes e de 24 dentes, KIT LEGO®
Fonte: dos autores.

Resolucéao:

12 interac;éo/composi(;éo seja f, a composta f ¢ f, temos:
_ 1 11 1

fi=F(F(x)=5f(x)=5 3x=5 x

Portanto, para a primeira interacdo entre os dois trens de engrenagem, temos a

funcdo composta, fl(x)zé X.

22 interacé@o/composicéo, seja f, a composta f,° f, temos:

fz:fl(f(X»:é'f(x):% %X 217

Portanto, para a segunda interacdo entre os dois trens de engrenagem, temos a

~ 1
funcéo composta, fz(X)=§ X

Esse exercicio € importante, pois tais reducfes sdo as que serdo utilizadas no
cambio de marchas. A saber, a quarta marcha terd o nUmero de giros igual ao nimero de
giros do motor que movera o cambio, a terceira terd uma reducdo de giros em relacdo ao
motor de 1/3, a segunda de 1/9, e a primeira de 1/27, colocando-se, assim, em
progressdo geomeétrica as reducbes, que serdo modeladas por uma funcdo do tipo
exponencial. Portanto, € interessante explorar mais exercicios semelhantes a este,
utilizando trens compostos de engrenagens e os modelando por funcées compostas, para
fixacdo do conteudo, e se possivel deixar atividades para serem feitas pelos préprios
alunos.
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9 Quarta Aula

Para esta aula sédo requisitos: conhecimento sobre Progressdo Aritmética (PA) e
Progressdo Geométrica (PG). Sobre PA basta apenas sua identificacdo através da
caracterizacdo de uma; sobre PG € necessario, além de sua identificacdo, também pela
sua caracterizacao, a interpretacdo e utilizacdo da sua férmula do termo geral. A férmula
da soma dos termos de uma PG néo sera necessaria.

Aintencéo final € a funcdo exponencial, porém a proposta de construcao trabalhara
apenas com uma relacédo discreta entre os numeros de giros das engrenagens; sendo
assim, para afirmar que uma relacdo discreta entre duas grandezas é caracterizada por
uma funcdo exponencial, que é definida nos reais para 0s reais positivos, € necessario
recorrer ao teorema no livro do professor Lima (2013): Seja E,,2?E; uma funcao

monotona injetiva (isto €, crescente ou decrescente) que transforma toda progresséo
aritmética Xx,,X,,...,X,,... NUMa Progressdo geometrica ¥,,Y,»---» Y-+, onde y,=f(x,). Se

pusermos b=f(0) e az% teremos f(x)=ba" para todo x € R.

Portanto, pelo teorema, temos que toda funcédo que transforma uma PA em uma
PG, ainda que em se tratando de um universo de nameros discretos, € uma funcao do
tipo exponencial, de reais nos reais. Para mostrar isso aos alunos, primeiro, como ja dito,
€ necessario que eles consigam, a principio, identificar e diferenciar uma PA de uma PG.
Entdo proponha questbes simples para que eles trabalhem essa capacidade, caso haja
davida. Ciente de que ndo haja, ou sanadas as duvidas, retoma-se o exemplo do
exercicio anterior, no qual uma funcdo que modela uma reducdo de 1/3 no nimero de
giros é composta com ela mesma duas vezes consecutivas. Porém, em seguida, deve ser
pedido para que os alunos montem quatro estruturas com o Kit:

12, Na primeira estrutura é acoplada uma engrenagem de 24 dentes ao final de um
eixo, e, no inicio desse eixo, € acoplado um motor de rotacdo. Abaixo, a sugestdo do
modelo de estrutura (Figura 13):

Figura 13: Motor de rotagcdo com engrenagem acoplada, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

22, Na segunda, deve ser acoplada ao eixo que sai do motor uma engrenagem de 8
dentes, e esta deve ser acoplada a uma engrenagem de 24 dentes, conforme modelo
sugerido abaixo (Figura 14):
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Figura 14: Motor de rotacdo com engrenagens acopladas, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

32. Na terceira, seguindo a ideia da segunda, sera acoplada ao eixo da de 24
dentes mais uma engrenagem de 8 dentes, que sera acoplada em outra engrenagem de
24 dentes, conforme modelo sugerido abaixo (Figura 15):

Figura 15: Motor de rotacdo com engrenagens acopladas, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

42, Na quarta estrutura, seguindo também a ideia da terceira, ser4 acoplada no
mesmo eixo da engrenagem de 24 dentes, colocada por ultimo — ou seja, a que
corresponde no momento da terceira estrutura a Gltima engrenagem do trem composto —
uma engrenagem de 8 dentes, e acoplada a esta havera outra engrenagem de 24 dentes.
Conforme modelo sugerido abaixo (Figura 16):

Figura 16: Motor de rotagdo com engreﬁagens acopladas, KIT LEGO®
Fonte: dos autores.

Feitas as estruturas, vale ressaltar que, apesar de todos os modelos conterem,
além da estrutura, o motor de rotacdo, o motor utilizado pode ser o mesmo para todas, de
modo que basta retird-lo de uma e encaixa-lo na estrutura a ser analisada. Também,
posteriormente, analisaremos as quatro interagbes em apenas uma estrutura.

Nesse momento, inicia-se a andlise de cada estrutura e suas interacdes. Deve ser
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acordado com os alunos, que a referéncia para formular a funcdo linear para as
interacdes de cada uma sera sempre a relacdo entre 0 nUmero de giros do motor e a
Gltima ou Unica engrenagem de 24 dentes em cada trem composto ou simples. E para
cada estrutura se espera as seguintes conclusodes:

» Para a primeira estrutura, o aluno deve observar que o nimero de giros que o
motor der sera 0 mesmo numero de giros sofridos pela engrenagem de 24 dentes,
visto que estéo ligados pelo mesmo eixo, portanto, tendo um descolamento apenas
angular, em relagdo ao giro do motor. E essa relagdo, conforme visto
anteriormente, pode ser representada como uma funcéo linear identidade, onde
seja x 0 numero de giros do motor e f(x) o numero de giros da engrenagem de 24
dentes, resultando ent&o na funcéo f,(x)=x, com fator de proporcionalidade a=1.

* Para a segunda estrutura, pode-se utilizar da mesma ideia da primeira em relacéo
a engrenagem de 8 dentes ligada ao motor pelo mesmo eixo. Conforme ja visto,
essa relagcdo € representada por uma funcdo identidade, e também ja foi
mencionado neste trabalho que, em se tratando de composi¢cdes entre funcgdes,
quando se trata de uma funcao identidade, esta ndo altera a funcao que esta sendo
composta com ela, portanto, ndo se faz necessaria a sua consideracdo nesta e
tampouco nas demais estruturas, ao compor as fungdes. Analisando-se, entao,
apenas a interacado entre a funcédo de 8 dentes e a de 24, temos uma relacao de
proporcionalidade entre as duas, na qual ocorre uma reducao de giros da de 8 para
a de 24, visto que o fator de proporcionalidade entre elas é de 1/3. E, assim, a
referida interacdo considerando o giro do motor, que sera 0 mesmo da engrenagem
de 8 dentes, e a quantidade de giros sofrida pela engrenagem de 24, é modelada

a1 1 . . 1
pela funcéo linear, fz(X):§x , com fator de proporcionalidade, a=~

» Para a terceira estrutura, ja sera necessario que o aluno se utilize de composicao
de funcdes, ndo sendo imprescindivel considerar as relacdes de identidade, mas
as interacdes ocorridas; duas vezes neste caso, entre uma engrenagem de 8
dentes e uma de 24. Portanto, para determinar a funcédo linear que modela a
guantidade de giros que a Ultima engrenagem do trem de engrenagem
(considerando o sentido partindo do motor) sofre, em relagdo aos giros dados pelo
motor, sera necessario fazer a composi¢cédo de duas funcdes lineares idénticas, de
fatores de proporcionalidade iguais a 1/3. E, assim, fazendo-se as devidas
composicdes e denominando de f; a funcdo modeladora desta terceira estrutura,

1 : . 1
teremos a fungéo f3(X):§ x, com fator de proporcionalidade, a:§

» Para a quarta estrutura, o caminho inicial € o0 mesmo da terceira, apenas ao final
devera ser feita mais uma composi¢cdo com a mesma funcéo linear de fator de
proporcionalidade também igual a 1/3. Denominando-se, entéo, a fungcdo composta
que modela a relacdo da quantidade de giros sofridos pela ultima engrenagem de
24 dentes deste sistema, com a quantidade de giros do motor, de f,, sendo a

~ 1 . . 1
funcéo, f4(X)=fX, com fator de proporcionalidade a=-.

Apoés o entendimento das interacdes em cada estrutura de forma separada, deve-
se propor aos alunos a construgdo de uma Unica estrutura contendo as quatro interacdes.
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E necessario ressaltar que ter construido as quatro de forma separada foi oportuno por
facilitar a andlise de cada interacdo e suas modelagens por fun¢des, mas em casos nos
qguais a maioria dos alunos ja apresentem afinidade com constru¢des utilizando Kits da
LEGO®, a forma contendo as quatro interacdes ja pode ser construida de forma direta,
pois € o objetivo final desta parte da sequéncia. O modelo sugerido a ser construido com
as quatro interacdes segue abaixo (Figuras 17 e 18):

Figura 17 e 18: Motor de rotacdo com engrenagens acopladas, perspectivas superior e frontal
respectivamente, KIT LEGO®.
Fonte: dos autores.

De posse da estrutura, deve ser acordado com os alunos que as posicdes de cada
engrenagem de 24 dentes serdo consideradas no sentido do motor dessa forma, a
primeira sera a primeira a partir do motor e, assim, sucessivamente. Enumerando entéo
as quatro engrenagens de 24 dentes, formamos a PA (1, 2, 3, 4), com quatro elementos,
com primeiro termo e raz&o iguais a 1. Em seguida deve-se formar outra sequéncia,
colocando para cada engrenagem de 24 dentes o fator de proporcionalidade da funcéo
gque modela a relacdo de seus giros em funcdo dos giros do motor. E, desse modo,
teremos a sequéncia (1, 1/3, 1/9, 1/27), uma PG, de primeiro termo igual a 1 e razao 1/3.
E importante reforcar para os alunos a correspondéncia bem definida entre os termos da
PA e da PG, mostrando que a cada interagdo, em que se adiciona ao trem de
engrenagens mais uma de 8 dentes, e a esta mais uma de 24, o numero de giros sofridos
pela nova engrenagem de 24, em relagdo aos giros do motor, é dividido por 3. Por
exemplo, seguindo o mesmo modelo de interacdo, para a quinta engrenagem de 24
dentes teremos uma reduc&o de giros em relagdo ao motor de 1/81, e assim por diante. E
preciso fazer com que os alunos percebam, também, que essas interacbes podem ser
feitas infinitas vezes, desde que haja pecas disponiveis para isso, e que a redu¢do a cada
interacdo se torna mais intensa, uma caracteristica da funcdo exponencial, que apresenta
crescimentos ou decréscimos “explosivos”, e ainda que, por mais que se fagcam
sucessivas reduc¢des, nunca sera alcancado exatamente o numero zero.

E necessario também fazer atividades com os alunos explorando as PA's e PG's
formadas, por exemplo, encontrando-se o termo correspondente da PG para determinado
termo da PA, e vice-versa, fazendo assim com que os alunos consigam elaborar a férmula
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do termo geral da PG. Quanto ao termo da PA, ndo se faz muito necessario, devido ao
fato de a PA ser 1, mas também ndo é empecilho caso seja considerado importante.
Mesmo que as vezes nao haja engrenagens suficientes para montar outro trem como o do
exemplo, também é possivel simular exercicios, trabalhando a abstragdo do conceito. Por
exemplo: Caso sejam substituidas todas as engrenagens de 8 dentes do sistema, por
engrenagens de 12 dentes, e 0 sistema passe a ter um total de 7 interacdes, ou seja, 7
engrenagens de 24 dentes, responda:

a) A reducao de giros de uma engrenagem de 24 dentes para a proxima, neste caso,
sera na razao de quanto? Resoluc¢do: Como agora o fator de proporcionalidade é
calculado pela fragcdo 12/24, temos assim um fator igual a 1/2. Ou seja, a razdo da
reducao de giros da engrenagem de 24 dentes para a proxima sera de 1/2.

b) Considerando-se, agora, a nova razdo de reducdo de giros e o sistema com 7
engrenagens, qual a PA e a PG agora formadas? Resolucdo: PA (1, 2, 3,4, 5, 6, 7)
e PG (1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64).

c) Considerando-se a nova PG formada, qual sua férmula do termo geral? Resolucéo:

n—1 n—1
Forma do termo geral de um PG: a,=a,-q""". Portanto: a,=1- (%) =( 1) :

2

E assim por diante. A continuacdo da exploracdo desse exercicio e/ou a criacao de
exercicios semelhantes, fica a critério do professor.

Uma funcdo que transforma uma PA em uma PG é uma funcdo do tipo
exponencial, f:R*R , f(x)=ba",com b=f(0) e az%

Sendo assim, o professor deve retomar com o0s alunos as interagdes entre as
engrenagens no trem composto trabalhado na aula anterior, construido utilizando as
engrenagens de 24 e 8 dentes, e também destacar que a correspondéncia entre a PA (1,
2,3,4) eaPG (1, 1/3, 1/9, 1/27) é feita pelas interacdes das engrenagens, explicando,
com isso, o teorema (caso considerar necessario, o professor pode demonstra-lo) e
mostrando que, neste caso especifico, essas intera¢des estdo agindo como uma funcéo
gue esta transformando os elementos da PA em elementos de uma PG. Temos entdo uma
abstracdo da funcdo, o que € parte de nosso objetivo nesta proposta. E ainda que, pelo
teorema, como tal interacdo faz essa transformacdo, pode-se afirmar que esta é
modelada por uma funcéo do tipo exponencial. E, nesse momento, deve ser definida,
junto aos alunos, qual funcdo do tipo exponencial modela o especifico trem de
engrenagens com a relacao de giros entre o motor e as engrenagens de 24 dentes.

Tal definicdo pode ser feita da seguinte forma: A relacdo entre os giros do motor e 0
giro de cada uma das engrenagens de 24 dentes € representada pela PA (1, 2, 3, 4), que
indica com qual engrenagem estamos nos relacionando, e a PG (1, 1/3, 1/9, 1/27), que
indica a razdo de reducdo ou ndo de giros em cada respectiva engrenagem em relacao
aos giros dados pelo motor. Dessa forma, temos as correspondéncias:

1->1
2L
3
1
35—
9
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4L
27

Em linguagem de funcao pelo teorema temos:

11 1 X
,3,9,27},f(X)—ba,
f(1)=ba'=ba=1

2 :ba2:baa:l
3

f:{1,2,3,4/»[1

Dai,

baa:lz 1a:l:«a:
3 3

W |

E, desse modo, temos:
bazl:b%zl:sz

Portanto, a funcdo do tipo exponencial que modela as interacdes, levando em
consideracdo a redugcdo do numero de giros em cada engrenagem de 24 dentes, em
relacdo aos giros do motor, € a funcéo f:{1,2,3,4}->[1,%,%,%},)(@):3(%) . E conforme
o teorema apresentado por Lima (2013), podemos estender o dominio e o contradominio
para:

f:R—)R+,f(x)=3(%)

Sendo assim, concluimos o processo utilizando as engrenagens e suas interacdes
até a modelagem do tipo exponencial. Utilizando agora a propria fungéo, o professor pode
propor exercicios que explorem encontrar as redu¢fes nas engrenagens de 24 dentes,
tanto a partir da posicdo em que cada uma se encontra no trem de engrenagem, como da
posicdo a partir da reducdo. Também podem ser propostas novas redugcdes ou
ampliacbes de giros, gerando-se, assim, um amplo leque de possibilidades a serem
trabalhadas, como também a representacdo grafica da funcéo, uma vez que ela é definida
nos reais positivos. O professor pode analisar junto aos alunos também o fato de que a
primeira engrenagem de 24 dentes néo sofre redugéo de giros em relagdo ao motor. Mas
€ preciso questionar: e se a reducdo ja ocorresse também para esta? Nesse caso,
teriamos a PA (1, 2, 3, 4) implicando a PG (1/3, 1/9, 1/27, 1/81). Essa sutil diferenca
resulta na passagem de modelagem de uma funcdo de tipo exponencial para uma

X

tipicamente exponencial, a saber, f:R—>R+,f(x):(%) . Situacdo que também pode ser

utilizada para explicar as diferencas entre uma funcdo exponencial e uma do tipo
exponencial, trabalhando-se de forma a abstrair do cambio de marchas também suas
caracterizacdes, por exemplo, na fungdo exponencial f:R->R+,f(x)=a* , com
f(1)=a e a#1

Para a construgdo do cambio escolhemos a combinacdo que gera uma fungéao do
tipo exponencial, pois, como pode ser observado na interagcdo modelada por exponencial,
na quarta interacdo ja temos uma reducado de giros na razdo de 1/81, o que seria inviavel
para uma apresentacao por tornar a velocidade do giro da engrenagem demasiadamente
lenta.

258



i

Belo Horizonte, v. 13, n. 2, p. 238-270, mai.-ago. 2020 - ISSN 1983-3652
DOI: 10.35699/1983-3652.2020.24890

10 Quinta Aula

Nesse momento da aula, serdo apresentadas aos alunos quatro situacdes de trem
de engrenagens. E bom que as interagdes apresentadas a seguir sejam impressas, para
gue os alunos acompanhem melhor as explicacoes, e € importante que o professor utilize
uma projegao para apresentar de maneira mais clara as interagoes.

As imagens serdo compostas por um bloco cartesiano, com trés dimensoes, para o
gue foram produzidos cilindros que representardo engrenagens e segmentos que
representardo eixos. Sempre havera apenas trés tipos, como mostra a esquerda da
figura, engrenagens com 8, 16 e 24 dentes (Figura 19). Porém, devem ser analisadas
apenas as engrenagens que estao no trem em tom rosa e a de saida em tom azul, pois
apenas essas estardo participando dos movimentos naquele momento. No inicio, a
esquerda, esta um ponto que representa um motor, que levara uma quantidade x de
giros por minuto para o sistema através dos segmentos que representam eixos, € as
setas em sequéncia representam o caminho que a interacdo esta a seguir, apontando as
redugdes ou auséncia delas.

MOTOR SEM REDUCAOQ.

Saida - 24 denles

Figura 19: Primeiro trem de engrenagem — gréfico ilustrativo de trens de engrenagens elaborado no
Geogebra.
Fonte: dos autores.

Nessa figura, é possivel notar que o motor esta ligado por um eixo (segmento)
diretamente a uma engrenagem rosa, de 16 dentes. Como a ligac&o ocorre via eixos, ndo
h& uma reducdo ou ampliacdo do nimero de giros advindo do motor. E essa engrenagem,
por sua vez, tem acoplada em sua parte superior outra engrenagem também de 16
dentes. Portanto, como a quantidade de dentes é a mesma nas duas, também ndo ha
alteracdo no numero de giros. E, por fim, essa ultima engrenagem rosa esta ligada a
engrenagem azul (de saida) por um eixo, 0 que também resulta em nenhuma alteragdo na
guantidade de giros. Analisando-se a situacdo proposta, entdo, de maneira geral, a
guantidade de giros do motor é a mesma que chega até a engrenagem de saida (azul), ou
seja, nessa combinacdo ndo tivemos nenhuma reducdo de giros. Matematicamente,
podemos representar essa relagdo entre o nUmero x de giros por minuto do motor e a
engrenagem de saida como uma funcao identidade: f,(x)=x
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Denotaremos por f; por ndo termos uma relacdo de reducdo ainda, considerando
esta como a primeira; assim, podemos representar essa primeira combinacdo de
engrenagens e o seu fator de proporcionalidade da fungao que a representa por: 1-1

Importante: matematicamente esta sera considerada como a primeira das relacdes.
Porém, em se tratando apenas de cambio de marchas, fazendo uma analogia com os
cambios dos automoveis, pela relacdo que teremos entre as quantidades de giros na
engrenagem de saida, tal relacdo, ao final, sera considerada a quarta marcha do cambio,
pois, como nas outras havera reducdes de giros, esta sera a mais rapida.

SEM REDUCAO.

MOTOR

Saidn - 24 denles

Figura 20: Segundo trem de engrenagem — grafico ilustrativo de trens de engrenagens, elaborado no
Geogebra.
Fonte: dos autores.

Na Figura 20, temos ligada diretamente ao motor por um eixo uma engrenagem de
16 dentes. Acoplada a ela em sua parte superior, outra engrenagem de 16 dentes que,
por sua vez, tem ao seu lado acoplada outra engrenagem também do mesmo tipo. Sendo
assim, a quantidade de giros advinda do motor até a terceira engrenagem, ndo sofreu
alteracdo. A terceira engrenagem esta ligada através de um eixo a uma engrenagem de 8
dentes. Como a ligacéo é via eixo, apesar da diferenca no nimero de dentes, também
nao ha alteracdo no numero de giros. Agora, a engrenagem de 8 dentes esta acoplada a
engrenagem de 24 dentes de forma direta, entdo, nesse momento, sim, temos a primeira
reducdo no namero de giros, que, pela relacdo de proporcionalidade entre as duas, sera
de um 1/3.

Portanto, matematicamente podemos representar essa relacdo entre o nimero x
de giros por minuto do motor e a engrenagem de saida pela funcao:

f(x)=3x,

~ L 1 ,
com a relacao, agora, conforme modelo da primeira de 2 - 3 E esta também, conforme

convencionado na primeira, serd no cambio a estrutura de funcionamento da terceira
marcha.
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SEM REDUCAD.

REDUCAOD
FINAL

MOTOR DE L9,

Sakda - 24 denlbes

Figura 21: Terceiro trem de engrenagem — grafico ilustrativo de trens de engrenagens, elaborado no
Geogebra.
Fonte: dos autores.

Nesse trem de engrenagens, o motor esta ligado via eixo a uma engrenagem de 8
dentes, portanto sem alteracdo no numero de giros (Figura 21). Essa engrenagem esta
acoplada a uma de 24 dentes em sua lateral, gerando, assim, uma reducdo no nimero de
giros de 1/3. Esta, de 24 dentes, esta ligada a uma de 16 dentes, em sua parte traseira,
via eixo, e assim, sem alteracdo no numero de giros. Esta, por sua vez, tem acoplada em
sua parte superior uma engrenagem também de 16 dentes, entdo, novamente, sem
alteracdo do numero de giros. A Ultima engrenagem de 16 dentes mencionada esté ligada
via eixo a uma engrenagem de 8 dentes, entdo sem alteracdo no numero de giros. Agora,
essa engrenagem esta acoplada na engrenagem de saida de 24 dentes, entdo, nesse
momento, ha mais uma reducéo de 1/3 no numero de giros, resultando, ao final (do motor
até a engrenagem de saida), duas reduc¢des de 1/3, ou seja, uma reducao total de 1/9, a
qual pode ser representada matematicamente (fazendo as devidas composicdes de
funcdes lineares) da seguinte forma:

1

fylx)=2x,

~ 1 , AL ~ :
com a relacdo agora de 3 - 9 E essa sera a estrutura no cambio da entdo considerada
segunda marcha.
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REDUCAD
FINAL
DE 1127

Saida - 24 denles

1/3

SEM REDUCAO.

Figura 22: Quarto trem de engrenagem — grafico ilustrativo de trens de engrenagens, elaborado no
Geogebra.
Fonte: dos autores.

No quarto e ultimo trem de engrenagem a ser apresentado, o0 motor esta ligado via
eixo a uma engrenagem de 8 dentes e, assim, sem alteracdo no numero de giros (Figura
22). A engrenagem esta acoplada a uma de 24 dentes pela lateral, portanto, com uma
reducdo de 1/3 no numero de giros. A engrenagem de 24 dentes esta ligada via eixo a
outra engrenagem de 8 dentes, em sua parte frontal, portanto, sem alteracdo no nimero
de giros. Essa engrenagem de 8 dentes mencionada esta ligada a outra engrenagem de
24 dentes pela lateral, entdo tem-se mais uma reducdo de 1/3 na quantidade de giros.
Essa ultima engrenagem de 24 dentes mencionada esta ligada a uma de 16, via eixo,
sendo assim, ndo ha alteracdo no nimero de giros. Essa engrenagem de 16 dentes tem
acoplada em sua parte superior outra engrenagem, também de 16 dentes, sem alteracdo
no numero de giros. Essa engrenagem de 16 dentes esta ligada via eixo a outra
engrenagem de 8 dentes, sem alteracdo no nimero de giros. Essa tem acopladas a sua
lateral, mais duas engrenagens também de 8 dentes, sem alteracdo no namero de giros.
Agora, a Ultima das trés engrenagens de 8 dentes em sequéncia est4d acoplada a
engrenagem de saida de 24 dentes, entdo ocorre mais uma reducdo de 1/3. Portanto, ao
final (do motor até a engrenagem de saida), temos trés reducdes de 1/3 cada, totalizando
uma reducédo de 1/27 no numero de giros, 0 que pode ser representado matematicamente
(fazendo as devidas composic¢des de fungdes lineares) pela funcéo:

falx)=55%,

~ 1 ; A .
com relacdo de 4 - 57 E essa € a estrutura no cambio de marchas da primeira marcha.
Encerramos, assim, 0s quatro trens de engrenagens que detalham o
funcionamento das quatro marchas do cambio, gerando as seguintes relagdes (Tabela 1):
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Tabela 1: Fatores de proporcionalidade do nimero de giros por trens de engrenagens.
Fator de proporcionalidade do niumero

Trem de engrenagem em sequéncia

de giros
1 1
2 1/3
3 1/9
4 1/27

Fonte: dos autores.

Essas relacdes ja foram vistas no inicio desta aula, onde foi demonstrado que
podem ser modeladas pela funcao:

fx)=3-(2

Vale ressaltar que a progressao aritmética (1, 2, 3, 4) representa 0s quatro trens de
engrenagens apresentados, e a geométrica (1, 1/3, 1/9, 1/27) representa os coeficientes
das funcbes modeladoras de cada um desses trens. Pois, pode ficar como exercicio
também para os alunos, substituir a representacdo da progressao aritmética das
sequéncias dos trens de engrenagens, para realmente as marchas do cambio. Dessa
forma a relagdo passaria a ser (Tabela 2):

Tabela 2: Fator de proporcionalidade do nimero de giros por marcha.
Fator de proporcionalidade do nimero

Marcha de giros
o 1_1
rimeira 27 3
S d -1
egunda 9 32
Tercei 1_1
erceira 373

1
Quarta 12;

Fonte: dos autores.

Assim, utilizando o mesmo processo anterior para encontrar a funcdo modeladora
dessas relagdes, encontramos a funcéo:

_ 1
g(X)—81 3",

Portanto, em ambos o0s casos, na sequéncia dos trens de engrenagens ou das
marchas, a funcdo modeladora é do tipo exponencial, conforme era um dos objetivos
deste trabalho. E, ressaltando também ser importante observar que, no caso acima, se 0
cambio apresentasse mais de quatro marchas, a partir da quinta haveria uma
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potencializacdo do numero de giros na engrenagem de saida, em relacdo aos da
engrenagem motora.

Uma atividade extraclasse consiste em entregar para os alunos os quatro trens de
engrenagens e solicitar que eles informem qual seré a redugéo final (quando houver) em
relacdo ao numero de giros do motor e a engrenagem de saida. Eles também devem
apontar qual a funcdo do tipo exponencial que modela essas relagdes, definindo se irdo
utilizar como sequéncia aritmética, os trens de engrenagens ou as marchas, ou até
mesmo ambos.

11 Sexta Aula

De posse dos quatro trens de engrenagens utilizados na Ultima aula, sejam
impressos ou em slides, o professor deve corrigir possiveis erros dos alunos e explicar
gue cada um daqueles trens de engrenagem representa a estrutura das marchas do
cambio que sera construido, o qual, ao final, sera deste modelo (Figura 23):

Figura 23: Cambio de 4 marchas, produzido por pecas do KIT LEGO® Mindstorms NXT.
Fonte: dos autores.

No cambio foram acrescentadas rodas, estruturas e engrenagens, mas que nao
interferiram em seu funcionamento exponencial, apenas contribuiram para um melhor
funcionamento, e o tornaram mais atrativo aos olhos dos alunos e professores.

Nesse momento, entdo, o professor deve apresentar a imagem do cambio a ser
construido. E ideal que o professor ja o tenha montado anteriormente para sanar qualquer
davida no processo. Sua montagem, assim como as pec¢as a serem utilizadas, seguem
anexas ao artigo, ou podem ser acessadas no trabalho de Pires da Costa (2020), A
abstracdo da Funcéo Exponencial de interacdes entre engrenagens LEGO®.
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12 Sétima Aula

Na prépria sala de aula, ou em outro espaco que seja plano, deve ser
representado, no chdo ou em mesas alinhadas, um plano cartesiano, onde o eixo das
abscissas tenha no minimo o intervalo de 0 a 4, e o das ordenadas, no minimode 0 a 9. A
unidade de medida entre as abscissas precisa ser uma que comporte, com certa folga,
um carrinho na horizontal, pois ficardo alinhados. Ja para a unidade entre as ordenadas, é
necessario encontrar uma distancia média que os carrinhos percorram durante nove
segundos engatados na quarta marcha e a dividir por nove.

Para essa atividade é interessante que se tenham montado pelo menos quatro
carrinhos, pois eles ficardo posicionados sobre o eixo das abscissas, sendo um carrinho
na coordenada (1,0), engatado na primeira marcha, outro carrinho na (2,0), engatado na
segunda marcha, outro na (3,0), engatado na terceira, e outro na (4,0), engatado na
qguarta marcha, conforme ilustragcédo abaixo (Figura 24):

o * *— ¢ *
Carrinho A Carnnho C
Carrinho B Carrinho D
Figura 24: Gréfico deslocamento exponencial dos carrinhos, elaborado no Geogebra.
Fonte: dos autores.

Portanto, o eixo das abscissas representar4 a marcha engatada em cada carrinho,
enquanto o eixo das ordenadas representara os segundos, apOs acionar 0 motor
simultaneamente nos carrinhos. Devido as diferentes redu¢des ou ndo das marchas, a
medida que o tempo t, em segundos, aumenta, cada carrinho vai ocupando uma posi¢ao
ainda mais diferente do outro. Para iniciar a atividade, deve-se pedir que, primeiro, todos
os carrinhos figuem ligados simultaneamente durante 3 segundos. ApOs isso, €
necessario que os alunos anotem as posi¢ées de cada um e confiram se estao de acordo
com as reducdes ou ndo de cada carrinho. Depois, eles (os alunos) devem retornar os
carrinhos para a posicao inicial e acionar os motores simultaneamente novamente, agora
por nove segundos, e anotar novamente as posi¢cdes. Os alunos devem montar, entéo,
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dois quadros, um para o tempo t = 3 com suas posi¢oes e outro com t = 9. De maneira
precisa as posigdes dos carrinhos em cada instante seréo (Figuras 25 e 26):

Instante de 3 segundos. | Instante de 9 segundos.

9 9 L g

Carrinho D

3 ¢ 3 4
Carrinho C
Carrinho D

+ 1 ¢+
Carrinho C
& CarinhoB

? o | Camnio A~ 3 3 1
Ul Parinkn A Aadonan 3 4

Figuras 25 e 26: Gréficos de deslocamento exponencial dos carrinhos, nos instantes 3 e 9 segundos,
elaborado no Geogebra.
Fonte: dos autores.

Observando as posi¢des no eixo das ordenadas, um exemplo de quadro a ser feito
pelos alunos pode ser o seguinte (Quadro 1):

Quadro 1: Posicbes no eixo das ordenadas.

Carrinhos No instante de 3s | No instante de 9s
Carrinho A 1/9 1/3
Carrinho B 1/3
Carrinho C 1
Carrinho D 3

Fonte: dos autores.

Em seguida, os alunos devem ser direcionados a observar que, a medida que o
tempo foi multiplicado por 3, as posicées também o foram, pois apresentam uma relacao
linear. Dessa forma, deve lhes ser pedido que montem um quadro das posicbes em
relacdo a um tempo t qualquer.

Fica como resposta e sugestdo de quadro o Quadro 2 a seguir:
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Quadro 2: Posicbes no eixo das ordenadas, no instante de t segundos.

Carrinhos Posicoes

Carrinho A 1 ;

27
Carrinho B 1 ;

9
Carrinho C 1 ¢

3
Carrinho D 1t

Fonte: dos autores.

Em seguida, analise junto aos alunos que, enquanto as marchas de cada carrinho
em sequéncia representam uma PA, as posi¢cdes no eixo das ordenadas representam
uma PG, e, assim, novamente podemos representar essa relacdo por uma funcéo do tipo
exponencial, dessa vez com mais um importante detalhe: com a PG estando em funcao
do tempo decorrido em segundos t. Deve ser proposto, entdo, que os alunos encontrem a
funcdo que modela a relacéo. Resposta:

f(x)=b-a"
1
1)=b-a'=ba==-t
f(2)=b-02=baa=%t
Dai,
baa:ltﬁita:ltza:?a,
9 27 9
Assim:
ba=-—t~b-3=—=t - b= (=L
27 27 81 81

Portanto, a funcéo do tipo exponencial que modela a relagdo do tempo t decorrido
e a posicao do carrinho em relacdo ao eixo das ordenadas é:

N — ZL' X
f:R-R+,f(x) ol 3",t ER+,

onde x representa a marcha engatada em cada carrinho com sua posi¢ao na horizontal e
f(x) a posicdo em que o carrinho estara a cada instante t de segundos decorridos.

Utilizando a funcédo que modela a posicao de cada carrinho em relagdo ao eixo das
ordenadas, o aluno deve calcular primeiramente, no caderno, qual a posi¢ao de cada um
dos quatro carrinhos no instante de 6 segundos e, depois de feito isso, conferir as
posi¢des utilizando os proprios carrinhos, cronometrando o tempo de seis segundos.
Resposta: Seja a funcdo que modela tal relacéo:

— L.

f:R —>R+,f(x)—81

3 tE R+,
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Para o instante t=6 temos:
6 x
‘R >R+, =—-3
f f(x) a1

Dessa forma, a posicao de cada carrinho sera:

. L. 2 .16
_ : 1)=—3 =—
Carrinho A — Primeira marcha: f( ) 57 7
) 2 .2 18 2
_ . 2)]=—3 =—==
Carrinho B — Segunda marcha: f(2) 27 273
) . 2 3 54
_ . 3)=—3'=—=2
Carrinho C — Terceira marcha: f( ) 27 27
. 2 162
Carrinho D — Quarta marcha: f(4)=—27 34=—27 =6

A seguir, os alunos devem conferir com 0s proprios carrinhos as respectivas
posicdes, decorridos os seis segundos. A Figura 27 mostra o grafico da funcéo
exponencial da atividade.

Carrinho D

Carrinho C
Carrinho B
_-D_- 1 3 4
Carrinho A
Figura 27: Grafico da funcdo exponencial que modela o deslocamento dos carrinhos, elaborado no
Geogebra.

Fonte: dos autores.

Com o término desta sequéncia didatica, € esperado que os alunos tenham
assimilado — utilizando como modelos as interacfes entre engrenagens e o carrinho — a
caracterizacdo de uma funcdo exponencial e do tipo exponencial, como também o seu
tipo de crescimento e decréscimo, e que fungdes injetivas que transformam uma PA em
uma PG, ainda que de forma discreta, s&o fungdes exponenciais ou do tipo exponencial.
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Também é esperada uma melhora quanto as atitudes relacionadas ao trabalho em equipe,
COmMo cooperacao e respeito.

13 Consideracodes finais

Vimos a possibilidade de modelar os giros das engrenagens, por uma funcao
exponencial ou do tipo exponencial, em que as razdes de proporcionalidade entre
especificas engrenagens no sistema formardo em sequéncia uma PG que, de acordo com
os Teoremas de Caracterizagcdo de Funcdo Exponencial, apresentar-se-a como recurso
no auxilio do ensino da fungdo exponencial.

Observamos que quando nos propomos a modelar algo concreto, por conceitos
matematicos abstratos, aproximamos a matematica presente no mundo tedrico da
presente no mundo real, o que nos faz interiorizar tais conhecimentos de uma forma
sélida. Como corrobora Piaget (1978), utilizamos modelos ja interiorizados em nosso
intelecto para assimilar e acomodar novos modelos advindos da relacdo com objetos do
meio. E quando essa interiorizacdo € acompanhada de afetividade, ela é efetivamente
significativa (PAPERT, 1985).

Portanto, concluimos que as engrenagens e suas interagdes, como apontou Papert
(1985), sao 6timas para serem modeladas por conceitos matematicos, e, através dessa

abstracdo, excelentes objetos de estudo a serem utilizados no ensino desses conceitos
abstraidos.
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