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Entrevista con Luciano Boi
,Qué es la topologia?
Matematicas, ciencia, filosofia y arte

Arturo Romero Contreras

Traduccion de Yatzel Roldan Lopez!

A continuacion, se presenta la version traducida de la entre-
vista que Arturo Romero Contreras realizo a Luciano Boi en
Paris durante el verano del 2017. Luciano Boi es profesor en
la Escuela de Altos Estudios en Ciencias Sociales (EHESS),
en el Centro de Andlisis de Matemadticas Sociales (cams). Ha
trabajado desde hace tiempo en la rama de la topologia, in-
cursionando en otros campos como la fisica, la biologia, la
arquitectura e incluso las artes. La filosofia se halla entre sus
temas de investigacion, en especial las interacciones entre
geometria y fisica, la fenomenologia y la geometria de la per-
cepcion espacial, la epistemologia, la historia de las ciencias
matemadticas y la historia del arte.

Arturo Romero —Sea bienvenido, gracias por aceptar hablar
con nosotros.

! Revision técnica: Arturo Romero Contreras. Agradecimientos a Josué

David Castillo Garcia y a Jimena Picazo Meza por su apoyo en la transcripcion
y la traduccion. Todas las notas, aclaraciones e imagenes fueron agregadas por
Arturo Romero Contreras.
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Luciano Boi —Es un placer para mi, estoy encantado de poder
hablar contigo sobre estas cuestiones. Es verdad que la topo-
logia es una rama relativamente nueva de las matematicas, ha
cambiado sus perspectivas y, al mismo tiempo, ha modificado la
filosofia de las matematicas, en particular, la filosofia del espa-
cio. Su interés se mantiene en el hecho de que la topologia abre
nuevos campos de investigacion, nuevas perspectivas en varias
esferas y en especial en las ciencias vivas, la fenomenologia de
la percepcion, de la cognicion espacial y temporal.

En primera instancia nos preguntamos: ;por qué el cambio
de perspectiva de las matematicas como consecuencia de la
topologia? La topologia es una rama de las matematicas que se
desarrolla a partir del siglo x1x, aunque incluso se puede rastrear
en cierto niimero de escritos que se remontan a Leibniz, en es-
pecifico en su Analysis Situs, el cual buscaba ofrecer un estudio
mas cualitativo del espacio. No obstante, la topologia, como rama
autéonoma de las matematicas, se desarrolla a partir de la segunda
mitad del siglo x1x, gracias al trabajo de Riemann y Poincaré.
Riemann obtuvo muchos resultados y revolucion6 nuestra vision
del espacio, inventado la geometria riemanniana. Lo novedoso
de ella reside en la geometria diferencial, que se encarga de com-
prender las propiedades locales del espacio, es decir, la métrica
esencialmente. No obstante, al mismo tiempo, implica un nimero
especifico de propiedades globales, especificamente, la curvatura
y la forma global del espacio, como su borde, etcétera.

ARC —Perdon que te detenga; esto es muy interesante, pero
no es facil comprender la relacion entre las matematicas con-
temporaneas y la filosofia. Si hablamos de singularidades, de
superficies, continuidad, de discontinuidad, de la caracteristica
de Euler, o si hablamos de la topologia, sobre la cual tu traba-
Jas, es muy dificil percatarse de un vistazo por qué los filosofos
deberian aprenden matematicas y en particular acercarse a la
topologia. Podemos hablar de un giro espacial en las ciencias
sociales. Si tomamos, por ejemplo, estudios recientes sobre la
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ciudad, observamos que la dimension espacial se ha vuelto fun-
damental para comprender nociones como qué es un limite, una
frontera, como tienen lugar los desplazamientos poblacionales,
su distribucion, etc., hay muchos conceptos espaciales. Habla-
mos también en la geografia, de un orden espacial. Y hay una
preocupacion en filosofia por la espacialidad, que la encontra-
mos en Husserl o en Heidegger y su pregunta por lo que quiere
decir “habitar un mundo”. También hay elementos espaciales
en la biologia, como la forma de la proteina, la forma del ADN,
etcétera. Hay muchas referencias espaciales también ahi. Yo
me preguntaba como llegaste a esos problemas matemdticos.
Podemos comenzar a hablar de ello en un primer momento, y
después podrias también hablarnos acerca de como relacionas
estos lados de la ecuacion: es decir, la dimension meramente
matemadatica, por un lado, y la filosofia, el arte, la arquitectura,
la biologia, la fisica..., por el otro. Ast que podriamos comenzar
revisando los caminos que has recorrido, si gustas, desde las
ciencias matematicas.

LB —Asi es; es un camino muy poco lineal, en el sentido de
que ha habido una cantidad de bifurcaciones y ramificaciones,
pero también hay un hilo conductor, o varios hilos conductores,
esenciales. Llegué a la topologia en un primer momento gracias
a la geometria euclidiana, y luego, a partir del descubrimiento de
geometrias no-euclidianas, porque éstas involucran un conjunto
de conceptos ausentes en la primera. Entre ellos, por ejemplo,
esta la nocion de curvatura, la nocion de geometria intrinseca
de una superficie; otra nocion central es la de inmersion. Pero
la geometria riemanniana se basa en el concepto de la métrica,
lo que quiere decir que buscaba principalmente determinar fun-
ciones de la distancia: la distancia entre ciertos puntos dados en
un espacio con ciertas propiedades. Resulta entonces bastante
natural extender esta nocion e introducir otras geometrias que
buscan comprender y describir estructuras del espacio que no
hagan referencia a la métrica.
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Es la topologia la que introduce esas nociones. Como decia,
la importancia de la topologia consiste en introducir un nuevo
campo de conceptos. Entre ellos, los mas importantes son los de
continuidad, conectividad y globalidad. Se sabe que la métrica
se interesa unicamente por las propiedades locales del espacio,
propiedades que cambian localmente. Estas son elementos infini-
tesimales atribuidos a puntos de referencia locales en el espacio,
los cuales pueden cambiar inicamente por modificacion en las
coordenadas. Ahora, en el siglo XIX, ciertos matematicos como
Riemann y Poincaré comprendieron también que el espacio te-
nia propiedades globales, que no dependen de la métrica, de las
relaciones locales. Entonces se comienza a distinguir entre esas
propiedades locales, que son relativas a la métrica y a la distan-
cia, propiedades locales del espacio; y propiedades globales, que
conciernen a la forma del espacio, es decir, su borde, su contorno,
la curvatura global, etcétera. Y la topologia, por lo tanto, permi-
te relacionar el analisis del espacio con nociones de naturaleza
mucho mas cualitativas, en vez de interesarse solamente por
determinar sus relaciones locales de manera cuantitativa.

ARC —La idea de espacio con la que muchos filosofos se han fa-
miliarizado es aquella asociada a Descartes. ;Cudl es el cambio
que tiene lugar entre la geometria euclidiana, que llega hasta
Descartes y que incluye el plano cartesiano, es decir, la idea de
poder situar puntos en el espacio, y el pensamiento topologico,
que comienza con Gauss y Riemann?

LB —Para empezar, los filosofos, hasta el siglo xviir (puede ser
que hasta el siglo x1x) conocian solo la geometria euclidiana,
razonaban a partir de ella; el mismo Kant lo hizo. No conocian
la geometria no-euclidiana, no conocian la topologia, etc. Hubo
seguramente cambios significativos, como ya se menciono, intro-
ducidos por Leibniz, en particular sobre una posible geometria
cualitativa, que permitiria analizar las propiedades cualitativas
del espacio.
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La geometria cartesiana, en el fondo es una generalizacion de
la geometria euclidiana, porque introduce las coordenadas car-
tesianas, que permiten generalizar las coordenadas euclidianas
y traducirlas a un lenguaje algebraico. Descartes introduce he-
rramientas algebraicas para generalizar la geometria euclidiana;
pero a partir del descubrimiento de las geometrias no-euclidianas
se comprende rapidamente que hay otros parametros posibles.
No so6lo hay parametros cartesianos, hay muchos otros que
pueden ser descritos en la geometria esférica, en la geometria
eliptica y en la geometria hiperbdlica (Fig. 1).
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Geometria hiperbdlica Geometria euclidiana Geometria eliptica

Figura 1. Fuente: Noneuclid.svg. Disponible en: https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Noneuclid.svg Licencia: CC BY-SA 3.0

Todo lo anterior se vuelve fundamental, porque abre una
posible pluralidad de geometrias, las cuales sirven para repre-
sentar el espacio local, en primera instancia. Tras este primer
punto de inflexion en la concepcion del espacio, siguen otros
desarrollos basados en una distincion conceptual fundamental,
que consiste en mostrar que la métrica no es suficiente para
conocer la estructura intrinseca de un espacio. Para conocer
el modo de existencia del espacio —como lo diria un filoso-
fo—, sus estructuras, sus articulaciones, sus interacciones, €s
necesario introducir nociones topologicas, las cuales involu-
cran elementos filosoficos que van a cambiar radicalmente la
comprension del espacio, como la introduccion del concepto
de deformacion. Una deformacion matematica implica la idea de
poder deformar un espacio en otro espacio sin modificar su
estructura interna (Fig. 2).
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Figura 2. Ejemplo de transformaciones continuas (homeomorfis-
mo). Los objetos de cada fila son topologicamente equivalentes
porque uno se puede deformar en el otro de manera continua, es
decir, sin cortar ni pegar el objeto. Fuente: Arturo Romero Con-
treras. Licencia: CC BY-SA 3.0.

En lenguaje matematico a esto se le llama una biyeccion
con su inversa. Una biyeccion continua es invertible; esto hace
comprender, en principio, ciertas cosas. Primero, que el espacio
no es un objeto fijo, que no esta dado de una vez y para siempre.
Segundo, hay que comprender que el espacio puede ser trans-
formado dindmicamente y que puede ser cambiado por medio
de deformaciones. Por ello, hay que suponer que el espacio no
es rigido, sino que aparece como algo flexible; tiene una cierta
plasticidad y elasticidad.

Si se consideran estas nociones, se vuelve completamente
esencial el entender que un espacio no solamente puede ser
caracterizado por una o varias métricas, porque, evidentemen-
te, la métrica esférica no es la misma que vale en la geometria
euclidiana, al mismo tiempo que la geometria eliptica no vale
para la geometria euclidiana. Esto modifica la nocion que pode-
mos establecer sobre la distancia; es decir, se introducen nuevos
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métodos para caracterizar, para definir la nocion de distancia.
Pero lo importante es que para la topologia un andlisis local del
espacio no es suficiente para comprender a la vez la estructura
interna y sus deformaciones globales.

Asi, la nocion de deformacion resulta ser verdaderamente el
corazon de esta revolucion conceptual del espacio. Se trata de
una nocion central en todas las nuevas ramas que se van a de-
sarrollar a partir del siglo x1x gracias a Henry Poincaré y otros
matematicos, principalmente la geometria algebraica, la geome-
tria diferencial ya fundada por Riemann, la teoria de grupos,
después la llamada topologia diferencial y el analisis topologico.
Todas esas ramas de la matematica se desarrollan a partir de una
extension, una profundizacion conceptual de la nocion de
deformacion, debido a que no se razona mas sobre un espacio
dado sino sobre un espacio que podria dar lugar a una clase de
equivalencia de espacios, dicho de otra manera, a espacios que
por deformacion continua resultan espacios equivalentes. Eso in-
troduce también un cambio radical que concierne a la naturaleza
filosofica del espacio. No es suficiente ver el espacio, su analisis
no se puede basar en nociones visuales; hace falta introducir
intuiciones filosoficas mucho mas profundas (Fig. 3).

ZRD@ER O

Figura 3. Fuente: Knot Unfolding.gif Autor: Kuchtac. Disponible
en: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Knot Unfolding.gif
Licencia: CC BY-SA 4.0 La imagen muestra la manipulacion, sin
cortar, ni pegar, de un nudo aparente, demostrando que es equiva-
lente a un circulo (un nudo trivial). Aunque visualmente la primera
y la tltima figura sean muy distintas, si manipulamos idealmente
el nudo, veremos que uno puede ser deformado continuamente (es
decir, sin cortar, ni pegar) en el otro.
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ARC —Para llegar a esta forma de pensar el espacio hay que
cambiar la aproximacion general. Pienso sobre todo en el theo-
rema egregium de Gauss, de mirar el espacio desde dentro y
no desde fuera, sino hacer una inmersion del espacio. Hay que
mirar el espacio desde dentro, comprenderlo desde él mismo, y
no por relacion exclusiva con otro espacio como el euclidiano.
A menudo se reduce la geometria a las figuras geométricas, a
éstas las trazamos, las medimos, pero estan sumergidas en el
espacio euclidiano, y sera Gauss quien cambie esta manera de
aproximarse al espacio.

LB —Si, es probablemente el primer giro conceptual que ha
modificado nuestra vision del espacio, que la filosofia no tuvo
en cuenta y que muestra ya un alejamiento de ella respecto a
la reflexion sobre el espacio. La idea fundamental de Gauss, a
inicios del siglo x1x, entre 1827 y 1830 consiste en comprender
que si se toma un objeto geométrico, una superficie, por ejemplo,
este objeto no presenta unicamente propiedades que dependen de
sus relaciones con el espacio exterior, a saber, el espacio eucli-
diano, sino que contiene una geometria propia, intrinseca. Esta
geometria es en cierta manera independiente de sus relaciones
con el espacio exterior, ambiental, euclidiano. Ese es un punto
fundamental ;por qué? Desde la antigua Grecia estabamos acos-
tumbrados, con sus gedmetras, o bien a considerar las figuras so-
bre el plano, a dibujarlas en el plano, asignando propiedades por
deduccidn, o bien, a considerar solidos, pero siempre existentes
en el espacio. No se les consideraba como objetos geométricos
que podian exhibir propiedades, sino inicamente como sélidos
definidos en relacion con el espacio que los contiene. De tal
manera una superficie, un volumen, un objeto geométrico eran
considerados como algo contenido en un espacio abstracto, pero
que no tenia en si mismo una estructura. Asi que la idea de Gauss
consistio en afirmar que un objeto geométrico, una superficie,
tiene una geometria intrinseca. Las propiedades intrinsecas de
una superficie son, por supuesto, la curvatura, principalmente,
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que define su desviacion con respecto a un espacio geométrico
euclidiano dado. Pero esta curvatura, la cual es un concepto muy
complejo, no es inicamente una nocion local, sino que también
puede ser caracterizada por propiedades globales.

(Qué cambia, desde un punto de vista filosofico, este giro
geométrico? La idea filosofica central consiste en mirar el in-
terior de un objeto, suponiendo que este objeto puede mostrar
propiedades geométricas intrinsecas. Es decir, que su geometria,
su modo de existencia, puede ser mucho mas rico, mucho mas
complejo de lo que se puede suponer al verlo, o definirlo desde
un espacio que operaria como su contenedor. También se da una
cierta importancia, no s6lo matematica, sino a su vez, filosofica,
al objeto, y se comprende por ello, que el objeto no es fijo, no es
estatico; es mas bien un objeto dindmico, porque el objeto mis-
mo puede ser transformado, puede presentarse bajo diferentes
formas. Sus propiedades intrinsecas, como la curvatura, pueden
variar, ellas mismas también pueden ser influidas por cambios
internos en la superficie, y el objeto geométrico mismo. Dicho de
otra manera, lo que verdaderamente cambia en esta nueva con-
cepcion de objetos geométricos consiste en no considerarlos mas
como objetos abstractos que dependerian del espacio exterior,
sino como objetos concretos que pueden exhibir una geometria,
incluso, varias geometrias posibles.

ARC —Hemos hablado de los griegos y de Descartes, y hemos
llegado a Kant cuya idea del espacio es a su vez una genera-
lizacion de la de aquél. Para Kant es la mente la que propor-
ciona el espacio (o el sujeto, para quien el espacio y el tiempo
constituyen las formas de la sensibilidad), el cual es concebido
como a priori, absoluto y homogéneo. Pero cuando hablas de
la posibilidad de que los objetos puedan tener una geometria
intrinseca, eso quiere decir que no se toman necesariamente
para introducirlos en el espacio ambiente euclidiano. Entonces
yo te pregunto: jel objeto o los objetos pueden ser comprendidos
como un espacio en si mismos?
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LB —Como lo has dicho, el objeto no es mas un objeto solido,
un volumen; es mas bien un espacio, el cual puede engendrar, a
su vez, nuevos espacios si lo sometemos a un nimero de defor-
maciones. Entonces eso que hasta el siglo xvin podia parecer
unicamente un objeto con volumen, que habita en, que depende
del espacio ambiente, se transforma, gracias a Gauss, en un
objeto con geometria propia. Pero enseguida se entiende que, si
el objeto con una geometria propia es un espacio en si mismo,
puede ademas tener otras propiedades intrinsecas, por ejemplo,
algebraicas, topologicas (incluso fisicas, por supuesto, que es-
tan relacionadas con las propiedades algebraicas y topologicas).
Kant no habia comprendido verdaderamente este punto esencial
matematico, porque €l pensaba que el espacio euclidiano tridi-
mensional, de alguna manera, era un espacio absoluto, o, en todo
caso, que la estructura del espacio euclidiano estaba integrada
en cierta forma, en nuestra intuicion subjetiva del espacio y que,
por lo tanto, este espacio euclidiano, esta estructura euclidiana
del espacio era una condicion necesaria de la intuicion (Fig. 4).

Figura 4. Fuente: Todas las imagenes provienen de la entrada
de Wikipedia: “List of map proyections”. Disponibles en: https://
en.wikipedia.org/wiki/List of map projections Autor: Strebe.
Licencia: CC BY-SA 3.0. Del teorema de Gauss se sigue que no
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se pueda proyectar de una unica manera una esfera sobre el plano.
Las diferentes proyecciones aqui presentadas del planeta tierra
son todas correctas en tanto que preservan algun elemento es-
tructural. Algunas proyecciones preservan, por ejemplo, distancias,
mientras que otras, forma. Ninguna proyeccion puede preservar
toda la estructura de la esfera, porque ésta posee una curvatura
intrinseca continua (k=1), mientras que el plano no posee curvatura
alguna (k=0).

Sabemos, antes que nada, que no hay un espacio tridimensio-
nal absoluto. Es decir, que no hay un tnico modelo de espacio
tridimensional, solamente euclidiano. Desde el siglo pasado se
sabe que hay una pluralidad de geometrias tridimensionales, por
lo que la geometria euclidiana resulta un caso particular. Se co-
nocia la clasificacion de superficies, de espacios en dos dimensio-
nes, se tenia un teorema de clasificacion dado por Poincaré y un
matematico aleman llamado Koebe a principios del siglo x1x. Es
un teorema que lleva el nombre de Clasificacion de superficies.
Es decir, se sabia que las superficies podian ser transformadas,
deformarse las unas en las otras. Hay tres tipos de superficies: la
superficie con curvatura nula, la superficie con curvatura negati-
vay la superficie con curvatura positiva. Pero no se tenia del todo
una clasificacion para los espacios tridimensionales. Fue alrede-
dor de los afios setenta cuando se dio una clasificacion, aunque
no es una clasificacion definitiva, de espacios tridimensionales,
que muestra que no hay un tnico modelo de espacio tridimensio-
nal, como Kant creia, como todos los filésofos antes de éI creian.
Por ejemplo, los neopositivistas, filosofos como Carnap o como
Reichenbach pensaban, efectivamente, como muchos otros, que
habia un solo espacio tridimensional. Sin embargo, la gran idea
matematica y filosofica consiste en haber comprendido que hay
una pluralidad de espacios tridimensionales y que estos espacios
no revisten un interés Unicamente matematico. Son de interés
también para la fisica, porque hay areas de ésta o fendomenos
que funcionan con algunos de estos espacios tridimensionales y
no solamente con el espacio euclidiano (Figs. 5-6).
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Figura 5. Fuente: Gravitation space source.svg Disponible en:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gravitation _space sou-
rce.svg Licencia: CCO 1.0 Representacion del espacio-tiempo de
la teoria de la relatividad. Se puede ver la curvatura producida
por la masa de un cuerpo sobre un plano. Esta geometria es no-
euclidiana.

Figura 6. Fuente: General relativity time and space distortion
frame 1.png Autor: Lucas Vieira Barbosa. Disponible en: https://
en.wikipedia.org/wiki/File:General relativity time and spa-
ce_distortion_frame_1.png Representacion del espacio-tiempo de
la teoria de la relatividad. Se puede ver la curvatura producida por
la masa de un cuerpo en un espacio tridimensional. Esta geometria
es no-euclidiana.

Son también de interés para la biologia, porque un organismo

vivo esta conformado por una variedad de espacios. El espacio
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de la molécula no es el mismo que el de la célula y el espacio de
la célula no es el mismo que el del organismo entero (Figs. 7-8).

Figura 7. Fuente: Molecular Borromean Rings Atwood Stoddart
commons.png Autor: Mstone at English Wikipedia. Disponible
en: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Molecular Borro-
mean_Rings Atwood Stoddart commons.png Imagen generada
a partir de una estructura de cristal reportada por James Fraser
Stoddart et al. Science 2004, 304, 1308-1312. La imagen muestra
un anillo Borromeo molecular.
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Figura 8. Fuente: Linear DNA Supercoiling-es.svg Autor: Richard
Wheeler (Zephyris). Disponible en: https://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Linear DNA_Supercoiling-es.svg Licencia: CC BY-
SA 3.0 Estructura de moléculas enrolladas de DNA. Las torsiones
son propiedades topoldgicas que tienen efectos sobre la operacion
de las moléculas.
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Esta idea de pluralidad de espacios tridimensionales es central
también en el campo de la arquitectura, es decir, que a partir de
ello se entiende que puede haber diferentes maneras de organizar
el espacio tridimensional (Figs. 9-11).

Figura 9. Ejemplo en arquitectura de geometria no-euclidiana.
Fuente: Bilbao-Guggenheimaurore.jpg Autor: PA. Disponible en:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bilbao- Guggenhe-
im_aurore.jpg Licencia: CC BY-SA 4.0.

Figura 10. Ejemplo en arquitectura de geometria no-euclidiana.
Fuente: Expo58 building Philips.jpg Autor: Wouter Hagens.
Disponible en: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Expo58 buil-
ding_Philips.jpg Licencia: CC BY-SA 3.0.
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Figura 11. Ejemplo en arquitectura de geometria no-euclidiana.
Fuente: MUC Bghsn MaeWestA2 1.jpg Autor: Bbb at wikivoyage
shared. Disponible en: https:/en.wikipedia.org/wiki/File:MUC _
Bghsn MaeWestA2 1.jpg Licencia: CC BY-SA 3.0

La geometria euclidiana es una de esas maneras, pero hay
otras formas posibles de organizar el espacio tridimensional,
y de organizar las relaciones entre los organismos vivos y esos
espacios. Por ejemplo, se puede muy bien tomar modelos hiper-
bolicos del espacio tridimensional que resultaria no solamente
pertinente, sino que podria exhibir cualidades, formas y otras
propiedades en verdad interesantes para el espacio fenomenolo-
gico, para el espacio vivo, y para la organizacion arquitectonica
de la vida, por ejemplo.

Entonces, este descubrimiento fundamental que, en mi opi-
nion, constituye un giro filosdfico, pero que, a su vez, la filosofia
no supo comprender en sus alcances, tuvo consecuencias ver-
daderamente significativas en todas las areas, desde las ciencias
de la naturaleza a las ciencias sociales, la arquitectura y el arte,
como tu decias. Si se piensa, muchas de nuestras acciones, mo-
vimientos, actividades, se desarrollan en el espacio euclidiano,
pero muchas otras, tanto fisioldgicas, como metabdlicas, artisti-
cas, creativas, pueden desarrollarse en espacios tridimensionales
no-euclidianos.
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La filosofia, de alguna manera, debe ella misma introducir un
cambio conceptual en su forma de reflexionar sobre el espacio, y
considerar que esos espacios no son solamente importantes desde
un punto de vista del andlisis y sus propiedades, sino también
considerando la importancia que pueden tener en la vida de las
personas, y por sus dimensiones, yo diria, antropologicas de su
vida y fenomenologicas, claro.

Husserl habia comprendido, en cierta manera, este cambio
radical matematico, del que hablo en varios textos, principal-
mente en uno sobre el espacio, sobre la geometria riemanniana
en Ding und Raum. El entiende que estas ideas pueden tener una
importancia para comprender, por ejemplo, los movimientos del
cuerpo, las acciones sensorio-motoras en el espacio. Comprende
que cierto numero de actividades del sistema sensorial no obe-
dece las propiedades del espacio geométrico euclidiano. Pero
no desarrolld6 una nueva perspectiva filosofica, que consistiria
en pensar que la filosofia debe atribuir una importancia funda-
mental a esos espacios, a esos nuevos espacios tridimensionales,
que alguna vez se atribuyo al espacio euclidiano.

11

ARC —Has mostrado un puente entre las artes y las matemdati-
cas, recordamos aqui el desarrollo de la perspectiva en la pintu-
ra del Renacimiento, donde uno puede reconocer los comienzos
de la geometria no-euclidiana, a partir del desarrollo de la
geometria de la perspectiva en Desargues y en otros pintores y
que desemboca en la geometria proyectiva (Fig. 12).
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Figura 12. Fuente: Diirer-Zeichner und Akt.jpg Disponible en:
https:/commons.wikimedia.org/wiki/File:D%C3%BCrer - Zei-
chner und_Akt.jpg Zeichner und Akt. Licencia: Dominio publico.

Todo esto da cuenta de lo que has dicho en varios textos: que
la vision no es euclidiana, ella obedece una geometria proyecti-
va. ;Queé significa para la experiencia del viviente en general?
;O para el espiritu humano? ;jQuiere decir que la experiencia
tiene diferentes formas, que se desarrolla en varios espacios?
Esa seria la primera pregunta y la siguiente es: jcomo conectan
esos espacios entre ellos mismos? Porque se puede hablar, ya
lo has dicho, de espacios que obedecen a ciertas propiedades,
que tienen determinadas propiedades, pero entonces jcomo se
logra la unidad de una experiencia, si ella misma se encuentra
repartida en varios espacios? ;jOperan proyecciones entre ellos?
JHay puentes entre los espacios? ;Como sucede eso?

LB —Comencemos por el ejemplo historico de pintores y artis-
tas, de geometras del quattrocento, es decir, del Renacimiento,
principalmente en Italia, pero también en otros paises. Es sin
duda uno de los ejemplos mas importantes e interesantes de in-
teraccion y entrelazamiento fructifero entre matematicas y arte,
ademas, algunos de estos pintores, con s6lo pensar en Piero de
la Francesca, Miguel Angel, Leonardo Da Vinci, eran a la vez,
geometras y filésofos, arquitectos y artistas. Ellos fueron quienes
introdujeron las primeras nociones de perspectiva, que después
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fueron generalizadas, como el caso de la geometria proyectiva.
La geometria proyectiva, se sabe, obvia la nocion de distancia
e introduce un nuevo tipo de relaciones que no hacen referencia
a la distancia entre puntos. Lo anterior es importante, porque
introduce un ensanchamiento del horizonte de la reflexion, del
trabajo de gedmetras, y al mismo tiempo, muestra que estas
nuevas nociones de geometria descriptiva, proyectiva, tienen una
importancia fundamental para comprender y realizar la expe-
riencia humana. En principio porque, efectivamente esta nocion
geométrica permite concebir y realizar espacios arquitectonicos
en los cuales se tiene, por ejemplo, una nueva nocion de hori-
zonte, de infinito. El hecho de introducir puntos al infinito, de
imaginar el infinito en esos espacios, abre una nueva perspectiva
también en la experiencia humana (Fig. 13).

Figura 13. La veduta di citta ideale. Ca. 1495. Francesco di
Giorgio. Disponible en: https:/commons.wikimedia.org/wiki/
File:Citt%C3%A0 _ideale di_berlino 2.jpg Licencia: dominio
publico.

Ya no es el infinito, digamos, euclidiano, que era un infi-
nito in abstracto y que servia unicamente al formalismo, a la
completitud logica-deductiva de un sistema; pero este infinito
euclidiano no tenia una dimension concreta. Lo que cambia
verdaderamente en la época de la perspectiva y de la geometria
proyectiva con un Desargues, Pascal, Monge, Poncelet y muchos
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otros (por recordar solamente a los gedmetras franceses, aun-
que también hubo un desarrollo en Alemania y otros paises), es
la nocién del espacio la que comienza a ser fundamental para
concebir la experiencia humana misma. Porque el infinito de la
nocion proyectiva introduce una nueva dimension en la expe-
riencia humana. Es decir, introduce un horizonte en el cual los
elementos de la geometria proyectiva convergen y crean una
nueva unidad. El hecho mismo de dar una dimension concreta
al infinito y de pensar que este infinito, en la perspectiva de la
geometria proyectiva, permite construir una clase de sintesis de
la experiencia humana mediante la apertura del horizonte y la
perspectiva, es un hecho fenomenologico fundamental ;Y por
qué es fundamental? Porque la geometria deja de ser concebida
como una ciencia puramente abstracta, menos aun, una ciencia
formal o axiomatica, sino se le concibe como una ciencia arrai-
gada, que debe ayudar a expandir el panorama de la existencia
humana, debe introducir una diversidad de niveles de vida en la
experiencia humana.

El hecho de admitir que hay una multiplicidad de espacios
tridimensionales, que es nuestra dimension, biologica, fisica; vi-
vimos en la tercera dimension, incluso si podemos pensar dimen-
siones superiores. Es asi, por ejemplo, como hemos desarrollado
la teoria de la relatividad general que es de dimension cuatro con
el tiempo; y también podemos pensar objetos de dimension quin-
ta, sexta, séptima dimension o mas elevada, aqui finitas. Pero
el hecho de introducir una multiplicidad de espacios y pensar
que juegan un papel fundamental en la organizacion geométri-
ca del mundo, nos ayuda a comprender que nuestra existencia,
nuestra dimension humana, no se desarrolla en un solo espacio
tridimensional, sino que se desenvuelve al mismo tiempo, por
supuesto, sin superposicion, en multiples espacios, siguiendo el
nivel de existencia y de complejidad de ese modo de existencia.
Si, por ejemplo, pienso que la percepcion asume la integracion de
estos diferentes sistemas sensoriales, que forman, ademas, como
diria Husserl, una sintesis, esta sintesis es de inicio de naturaleza
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espacial, porque involucra multiples dimensiones, diversos tipos
de espacios. Estos diferentes tipos de espacialidad comprenden,
después, un nivel superior, el de la sintesis cognitiva, en el cual
debemos efectuar, de alguna manera, una nueva integracion, que
se basa en una intuicion mucho mas compleja y rica (Fig. 14).

Re M

Figura 14. Posible representacion topologica de la integracion de
un espacio euclidiano (R") y un espacio no-euclidiano (#/) en un
tercer espacio de sintesis X". Fuente: Arturo Romero Contreras.
Licencia: dominio publico.

No hay contradiccion en pensar que nuestra existencia todo el
tiempo estd enraizada bioldgicamente en el espacio tridimensio-
nal, también fisiologicamente, que en su desarrollo debe utilizar
diferentes tipos de espacios y construir una sintesis de estas
clases diferentes de espacios. Por ejemplo, cuando yo tengo una
actividad sensorio-motriz, no utilizo solamente el espacio eucli-
diano, sino que necesito crear una sintesis de diferentes espacios.
También deberia decirse de antemano, que cualquier actividad
sensorio-motriz, no involucra un unico parametro geométrico,
no hay un unico pardmetro cartesiano, hay otros parametros:
esféricos, ortogonales, y de otra naturaleza que intervienen al
mismo tiempo en la misma actividad sensorio-motriz y en el
nivel superior, el cognitivo y reflexivo. Estos espacios pueden
intervenir en una clase de sintesis, de integracion, que enriquece
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nuestra vida, al mismo tiempo interna, de complejidad percepti-
va, de riqueza de percepcion; por ejemplo, percepcion de formas,
percepcion de objetos, de movimiento, etcétera y desde el punto
de vista, yo diria, de la concepcion filosofica del mundo, porque
nos muestra que podemos pensar en varias dimensiones, y que,
en parte, podemos actuar en varias de ellas. Por ejemplo, podria-
mos concebir estructuras arquitectonicas que involucren otras
dimensiones, podriamos idear actividades artisticas con muchas
dimensiones; podriamos incluso imaginar experiencias humanas
relativas al movimiento y a la creacion literaria, por ejemplo, o a
ciertos logros técnicos que incluyan nuevas dimensiones, otros
espacios tridimensionales ademas del euclidiano, al que estamos
habituados. Pienso que es un punto filosofico verdaderamente
fundamental. La filosofia debe hacernos entender la razon por
la cual es importante pensar, a la vez, de manera abstracta y de
manera concreta; que es posible desarrollar la existencia humana
en varias dimensiones, y a su vez, llegar a una sintesis de ellas.

ARC —Hemos hablado sobre el espacio en general y de que los
objetos se forman o constituyen un espacio en si mismos. Pero
hablamos, también, de los grandes espacios como si fueran
universos que tienen otros objetos dentro de si. Hablamos de
diversos espacios que, digamos, son simultaneos, que operan
al mismo tiempo. Pero has hablado también de otro nivel, nos
hemos desplazado, si se quiere, en una escala que va de arriba
abajo, pero también horizontalmente, entre una pluralidad de
espacios. Entonces me pregunto, si has dicho, en referencia a
Husserl y la fenomenologia, que actuamos en una pluralidad
de espacios, es decir que, sintetizamos todo el tiempo diferentes
espacios (o universos), /piensas que esa sintesis es un espacio
también? Si es que estos constituyen un nuevo espacio, o hay
mas bien, una relacion entre espacios que no constituye un
nuevo espacio. La gran cuestion filosofica general, de Kant a
Husserl, y no solamente, pero pienso en este periodo moderno,
es: jcomo sintetizar una pluralidad? Y no sdlo de elementos
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(sean objetos o puntos ideales, como en la teoria de conjuntos),
se trata mas bien de la sintesis de una pluralidad de espacios,
de una pluralidad de universos. Entonces, la sintesis se despla-
za a un nivel completamente nuevo. Al mismo tiempo, surge la
pregunta: ;como se desarrolla esa sintesis? ;O de qué manera
actua? Porque podria uno preguntarse si la sintesis produce
otro espacio a partir de los espacios de sintesis o si se trata,
por ejemplo, de un procedimiento de inmersion de un espacio en
otro, o de una deformacion continua de otro tipo. En el primer
caso, se constituye un tercer espacio que englobaria a los otros;
en el segundo, uno se desplazaria entre los diferentes espacios,
sin producir uno nuevo.

LB —La pregunta no es facil de responder. Yo pienso que hay
dos aspectos a la vez: el primer punto es que, si se parte de la
nocion de deformacion continua, en ciertos casos la deforma-
cion puede ser también discreta. Por ejemplo, si se considera
una deformacion por adjuncioén [o union de espacios topolo-
gicos: recollement; no confundir con la adjunciéon de la teoria
de categorias, A.R.] por pedazos. Luego, podemos incorporar
otras nociones, como, por ejemplo, la de cortes, de cirugias, de
productos conexos... (Figs. 15-16).

Figura 15. Fuente: Archivo Torus cycles.png Disponible en: https:/
commons.wikimedia.org/wiki/File:Torus_cycles.png Autor: Rota-
tebot. Licencia: CC BY-SA 3.0. La imagen muestra el producto
topologico de un circulo (S1) por otro circulo (S2), 1o que da como
resultado un toro.
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Figura 16. Fuente: Archivo Sphere-surgeryl.png Disponible en:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sphere-surgeryl.png
Licencia: dominio publico. La imagen muestra una cirugia sobre
la esfera (S2). Si se corta un cilindro en la esfera y luego se cierran
las mitades de la esfera, acabamos con dos esferas disyuntas.

Entonces, si tomamos dos toros, creamos una relacion entre
ellos, creamos una interaccion por adjunciéon y obtenemos un
nuevo objeto geométrico. El toro es un espacio en si mismo, es
un espacio que puede tener propiedades intrinsecas, pero que
puede estar al mismo tiempo, inmerso en R* o R*, o incluso en
una dimension mas alta. Por cierto, un toro es un espacio muy
dinamico, porque puede tener ciertas propiedades que hacen que
pueda servir de modelo a sistemas dindmicos. El toro permite
una nocion de conectividad mucho mas rica que la que tenemos
del espacio euclidiano, porque el toro no es un espacio simple-
mente conectado como el de la esfera, ya que en ¢l podemos
definir varios tipos de caminos; es lo que se llama trayectos de
homotopia, lo que da un grupo de homotopia no-trivial, como
la esfera, y que hace a la geometria mucho mas compleja y rica
(Figs. 17-19).2

2 En topologia algebraica se asocian estructuras llamadas grupos (algebrai-
cos) a espacios topologicos. Los grupos son estructuras que intentan capturar
informacion de estos Gltimos. Un modo de establecer el género de los espacios
topologicos es por los grupos de homotopia asociados a ellos. La topologia opera
bajo el supuesto de continuidad. De este modo, podemos trazar curvas cerradas (o
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Figura 17. Fuente: HomotopySmall.gif Disponible en: https://
commons.wikimedia.org/wiki/File:HomotopySmall.gif Autor:
Jim Belk. Licencia: Dominio publico. La imagen muestra como
es que una curva puede deformarse en cualquier otra, siempre y
cuando sea de manera continua (sin cortar, ni pegar).

Figura 18. Fuente: 1S2all.jpg Disponible en: https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:P1S2all.jpg Autor: Salix Alba. Licencia:
CC BY-SA 3.0. En la imagen se muestra como las curvas cerradas
sobre una esfera pueden contraerse hasta un punto.

circulos: S1) sobre la superficie de interés, en este caso, la esfera. Lo que importa
son todos los caminos o trayectos distintos que se pueden realizar. Puesto que
dos espacios topologicos son equivalentes si pueden ser deformados el uno en
el otro de manera continua, los diferentes caminos también son idénticos si uno
puede ser deformado en otro. En la esfera toda curva cerrada puede ser deformada
hasta un punto, sin importar donde se trace ésta. Esto quiere decir que su grupo
de homotopia es trivial. Esto no pasa en el toro (ver imagen contigua), donde el
agujero central hace posibles diferentes clases de trayectos. El grupo fundamental
del toro permite ver dos circulos distintos que no pueden deformarse hasta un
punto, porque estan trazados alrededor del agujero. Este impide la contraccion del
circulo al punto. Puede parecer paraddjico, pero un agujero no empobrece, sino
que, al contrario, hace a un espacio mds rico. Esta es también una idea central:
las restricciones son elementos positivos que incrementan la complejidad del
espacio y, con ello, sus grados de libertad y de posibilidades en general [Nota
del entrevistador ARC].
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Figura 19. Fuente: Torus cycles.png Disponible en: https://com-
mons.wikimedia.org/wiki/File:Torus_cycles.png Autor: Rotatebot.
Licencia: CC BY-SA 3.0. En la imagen se aprecian dos circulos
alrededor del agujero del toro, lo que constituye su grupo funda-
mental.

Esta es una geometria mucho mas rica y compleja ahora vy,
consecuentemente, también para la dimension concreta. Por
ejemplo, el hecho de que sobre un espacio torico podamos tomar
varios caminos, evidentemente introduce nuevos grados de liber-
tad, de movimiento de un sujeto, de un observador, de una perso-
na que se desplazara en este espacio. La mayoria de las veces, la
complejidad y la riqueza geométrica de un espacio geométrico y
topologico se traduce en una complejidad y riqueza mas grandes
en la vida de las personas. Es decir, que la geometria da acceso
a un nivel de existencia fenomenologico de las personas.

Pero regresando a tu pregunta, que tiene varios aspectos, en
efecto, cuando se sumerge un nudo, que es un objeto unidimen-
sional, una curva cerrada, en el espacio euclidiano tridimensional,
existe la necesidad de introducir la nocion dindmica de inmersion,
que es una deformacion, un tipo de deformacion sin singularidad,
es decir, que es continuamente diferenciable (Fig. 20).

\D

Figura 20. Fuente: TrefoilKnot 0l.svg Disponible en: https://
commons.wikimedia.org/wiki/File:TrefoilKnot 0l.svg Licencia:
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dominio publico. Un nudo es una curva cerrada inmersa en R3
(espacio euclidiano tridimensional), que se define por el nimero
y tipo de cruces. Un nudo no puede deshacerse sin ser cortado,
pero puede ser deformado continuamente, lo que permite que éste
pueda adoptar muchas formas equivalentes. Las manipulaciones
permitidas se establecen por los movimientos de Redemeister.

Se sumerge asi la curva en un espacio de tres dimensiones y
obtenemos algo nuevo: un nudo. Un nudo es un objeto geomé-
trico que presenta un conjunto de propiedades: simetria, torsion,
curvatura, etcétera. Por lo tanto, si la inmersion no es trivial,
entonces da lugar siempre a un nuevo objeto geométrico, a un
nuevo espacio. La inmersion permite también introducir algo nue-
vo, que es el espacio complemento del nudo. Una vez que hemos
obtenido un nudo, tenemos el nudo como objeto, pero también
tenemos todo el espacio interior a ¢l pero que no esta contenido
en €l, es decir, en la curva anudada. Y este espacio complemento,
hoy sabemos, juega un papel fundamental para comprender la
geometria del nudo y su topologia (Figs. 21-22).

Figura 21. Fuente: Blue Trefoil Knot Animated.gif Disponible en:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Blue Trefoil Knot
Animated.gif Licencia: dominio publico. Modificada.
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Figura 22. Fuente: Hyperbolic orthogonal dodecahedral ho-
neycomb.png Disponible en: https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Hyperbolic_orthogonal dodecahedral honeycomb.png
Licencia: dominio publico. El espacio complemento de algunos
nudos y enlaces genera espacios hiperbdlicos, como el que vemos
aqui.

Entonces, introducimos un nuevo espacio, que es el espacio
complemento, pero que no es el espacio ordinario, no es el espa-
cio de la inmersion; es un espacio nuevo que nace de esta inmer-
sion, que se produce a partir de ella. Consideremos otro ejemplo:
podemos tomar dos objetos y establecer un agujero que los re-
lacione, que se llama suma conexa. Un toro es una superficie de
Riemann con un agujero; establecemos una suma conexa entre
dos toros y obtenemos un toro de dos agujeros. Sin embargo, un
toro de dos agujeros es una nueva superficie de Riemann; ese
espacio geométrico posee propiedades geométricas mucho mas
complejas que el toro mismo, ya que, en lugar de tres clases de
homotopias, se tiene un nimero mucho mayor: en lugar de tres
tipos de curvas cerradas, de tres tipos de caminos, se tiene un
nimero mucho maés grande, y puesto que esto es asi, también se
tienen grados de libertad mucho mas grandes.

Hay otros ejemplos que muestran que poner en relacién dos
espacios, dos objetos geométricos, por nociones precisas, CoOmo
la suma conexa, la inmersion, o la suma conexa, permite pro-
ducir espacios nuevos que no estan dados de antemano, que no
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estan en nuestra intuicion intelectiva, sino que son el resultado
de una intuicion nueva, de una cierta intuicion creadora. Es
decir, es imaginando que uno puede realizar esta deformacion,
siguiendo el proceso del interior de ella, que esta deformacion
produce un nuevo espacio. Pero no esta dado en la intuicion, no
es una forma pura de la intuicion; al contrario, es el resultado
de un proceso dinamico, de una deformacion, para que nazca,
para que se produzca un nuevo espacio. Lo anterior, para mi,
es un elemento fundamental, que permite comprender que
incluso el mundo real es un mundo espacial en transformacion
permanente. Eso quiere decir que a priori no hay ningtin objeto
que se pueda pensar como estatico, fijo, con una geometria que
podria ser definida de una vez por todas, como si este objeto
no pudiera admitir transformaciones nuevas, deformaciones,
cambios de estado, de modos de existencia, manifestar nuevas
texturas, formas, propiedades, comportamientos, etcétera. La
geometria introduce cierto horizonte, cierto espectro en la vi-
sion que tenemos del espacio, porque introduce la posibilidad
de que, cualquier objeto considerado geométrico que pueda
pasar por ciertos tipos de deformacion, pueda obtener nuevas
propiedades, nuevas cualidades, nuevos comportamientos. Y
estos actiian en la percepcion humana, es decir, interactiian
por la mediacion de la percepcion, sobre la existencia humana,
y ella es altamente dependiente de la riqueza y la complejidad
geométrica y topoldgica de los objetos que tenemos, incluso en
nuestro espacio ordinario.

Es en mi opinién un punto fundamental que se relaciona
con el segundo aspecto de tu pregunta. Me parece que permi-
te considerar la sintesis de estos espacios, como una sintesis
que no es repetitiva, que no es aditiva, que no es una suma de
espacios, no es una repeticion de espacios. La sintesis hace in-
teractuar de manera original, singular esos espacios, mostrando
que pueden estar religados de una u otra manera y, por tanto,
es una sintesis creativa, lo que también podria ser llamado una
emergencia. Es una sintesis que se pareceria a un surgimiento
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conectivo entre el espacio y la capacidad que tenemos de intro-
ducir operaciones que modifican completamente este espacio.
De hecho, esta interaccion también se refleja en la existencia
humana a través de nuevas dimensiones fenomenologicas. Por
ejemplo, si fenomenologicamente considero que un objeto,
como una esfera, puede admitir curvaturas cerradas, eso que
llamamos asas, y que estas curvaturas cerradas pueden ser
anudadas, salimos de la vision ordinaria de la esfera, que en si
misma es ya muy rica (S? sumergida en R?), para repensar com-
pletamente la nocion de esfera y verla como un objeto que seria
posible poner en interaccion con otros objetos geométricos. Eso
que hace que podamos imaginar una esfera anudada, que es
contrario a la intuiciébn empirica, pero no a nuestra intuicion
imaginativa y creadora, puede concebir muy bien objetos que
son contraintuitivos, pero que serian desde un punto de vista
matematico, fisico y fenomenoldgico, completamente posibles
e incluso completamente reales. De hecho, es necesario que la
filosofia haga ese salto, ese paso, la transicion de lo abstracto
a lo concreto, que haga un esfuerzo capaz de mostrar que las
operaciones, aparentemente abstractas en matematicas, tienen
un contenido fenomenoldgico, concreto y fundamental. Es
decir, que este tipo de operaciones, como las deformaciones
que hemos mencionado, pueden engendrar nuevos universos
fenomenologicos, en los que el hombre podria adquirir nuevas
funciones y nuevas capacidades cognitivas y perceptivas. Y en
el seno de estas nuevas capacidades cognitivas y perceptivas,
la sensibilidad humana, de la cual hablaba Kant, en su Critica
de la razon pura, seria un universo mucho mas rico y comple-
jo, porque esta sensibilidad tendria integradas varias sintesis
espaciotemporales completamente nuevas.
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ARC —Nos has dado un marco general de como llegaste a la
topologia; también has dado ideas generales sobre la relacion
entre matematicas y filosofia. Pero al mismo tiempo, debemos
reconocer que la topologia tiene muchos sentidos, y corremos
siempre el riesgo de equivocarnos, asi que debemos precisar a
qué nos referimos con el término de topologia. Muy a menudo
la aproximacion que domina es la de la teoria de conjuntos y
su idea asociada de recubrimiento del espacio con puntos. Uno
piensa en la teoria de conjuntos y como definir un espacio, una
vecindad, un punto interior, un punto de frontera, un punto exte-
rior, etc., pero, sobre todo, el concepto fundamental de conjunto
abierto, que permite un cubrimiento del espacio en cuestion.
Pero la idea que tienes de topologia, en mi opinion, es mas rica.
Hablanos de lo que tu piensas acerca de ese concepto.

LB —De hecho, es un concepto muy rico; primero, que posee
origenes lejanos. La etimologia misma de la palabra topologia
muestra que concierne al fopos, los lugares, al espacio como
un lugar en el que no estamos interesados necesariamente en
los puntos o la distancia entre ellos. En la topologia uno no
se preocupa por hacer mediciones, en todo caso, mediciones
geométricas. La nocion de punto no es necesariamente funda-
mental, lo que interesa es la relacion cualitativa entre las partes
del espacio y entre los espacios. Ya hemos dicho cudles son
las primeras nociones topoldgicas, y que remontan a Leibniz
y luego a Euler. Con los nimeros de Euler para el poliedro
también se introdujeron consideraciones topoldgicas al mos-
trar que hay invariantes topoldgicas —la invariante de Euler
justamente. Pero, como decia, el verdadero nacimiento de la
topologia tuvo lugar en el siglo x1x. Ahora, es muy importante
distinguir los diferentes significados de la palabra topologia,
especialmente porque los filésofos solo conocen uno de ellos,
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que es el que asimila la topologia con la teoria de conjuntos,
con la topologia de conjuntos.

La topologia de conjuntos es una teoria que esta basada en la
nocion de conjunto, y por tanto, en la nocion de punto. La teoria
de conjuntos fue desarrollada por Cantor y Dedekind, pero sobre
todo por Cantor a partir de los afos setenta y ochenta del si-
glo x1x. Es una teoria muy abstracta, cuyas primeras preocupa-
ciones son pensar el espacio como si pudiera ser concebido en
términos de un conjunto de puntos. Luego se interesa en saber
cudles son las relaciones entre los conjuntos. Por lo tanto, la
topologia de conjuntos esta esencialmente interesada en determi-
nar los conjuntos de puntos que se pueden definir en un espacio
dado. Y desde este punto de vista, el espacio se ve esencialmente
como un conjunto de puntos, en el que se define una diversidad
de propiedades: continuidad, conectividad, etcétera. Pero esas
nociones son definidas a partir de la idea conjuntista de objetos,
de puntos. Paralelamente, o casi paralelamente, se desarrollaron
dos nociones completamente diferentes de topologia. La que
nace con Riemann y que se aplica a la esfera, en la que Riemann
muestra que, si se toma, por ejemplo, una esfera, ella tiene pro-
piedades geométricas. Por ejemplo: podemos definir la métri-
ca sobre una esfera, calcular la funcién de la distancia entre dos
puntos cualesquiera en ella por desplazamientos infinitesimales.
Pero la esfera tiene también propiedades topologicas. Las propie-
dades topologicas son aquellas que se pueden definir de manera
cualitativa y global, es decir, que se refieren tanto a las propie-
dades generales de un espacio o de un objeto geométrico, y se
interesan en poder mostrar las propiedades cualitativas, donde
cualitativo significa que no necesitamos recurrir a mediciones
sobre objetos puntuales. Es decir, no es necesario introducir la
medicion de distancia entre los puntos sino, solamente, resaltar
las propiedades cualitativas de los objetos. Una de estas propie-
dades globales, si se piensa atin en la esfera, seria la de borde, de
cierre. La esfera es un espacio cerrado, por lo tanto, compacto,
pero sin borde; es un espacio con una frontera, es finito, pero
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no tiene borde. Si tenemos un espacio sin borde, significa que
dentro de esos espacios podemos introducir subespacios perte-
necientes a ellos. Por ejemplo, si dentro de la esfera corto una
parte de ella, o tomo un casquete esférico desde el polo sur hasta
el ecuador, tengo un subespacio de la esfera. Si dentro de la
esfera introduzco un disco, este disco sera en cierta manera un
borde de la esfera, un subespacio de la esfera.

Las tres nociones fundamentales que involucran ya la topo-
logia en este nivel son la de borde, la de conectividad y la de
orientabilidad. Veamos mas de cerca lo que significan estas
tres nociones. Los espacios se pueden clasificar en espacios sin
bordes, como la esfera, como todas las esferas que tienen un
limite finito, como todos los espacios que tienen una frontera
finita, por ejemplo, un elipsoide, y espacios con borde (Figs.
23-24).

Figura 23. Fuente. Runge theorem.svg Disponible en: https://
commons.wikimedia.org/wiki/File:Runge theorem.svg Licencia:
dominio publico. La imagen muestra un espacio conexo, pero de
manera no-simple, debido a los agujeros. Los contornos en negro
representan el borde del espacio topoldgico en cuestion.
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Figura 24. Fuente: Sphere wireframe 10deg 6r.svg Autor: Geek3.
Disponible en: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sphere
wireframe 10deg 6r.svg Licencia: CC BY 3.0 Imagen represen-
tando una esfera como superficie (no como un sélido inmerso en el
espacio euclidiano de tres dimensiones). Se trata, como se dice en
la entrevista, de un espacio finito, pero sin borde. Intuitivamente
significa que, si estamos inscritos en ella, no alcanzaremos nunca
su fin. Este es, ademas, simplemente conexo.

La nocion de borde es interesante en si misma, porque permi-
te hacer esta operacion de la que hablamos hace un momento, es
decir, de imaginar que dentro de un espacio podemos crear otro
espacio. La nocion de conectividad también es muy importan-
te porque nos permite tener acceso a lo que podria llamarse un
grado de complejidad intrinseca en la organizacion de un espa-
cio. Por ejemplo, la conectividad significa que, dadas dos partes
del espacio, se trata de entender cudles son las posibilidades de
vincularlas; de manera mas precisa, si tenemos dos puntos en
el espacio, en la esfera, por ejemplo, ;cudles son los caminos
posibles seglin estos puntos? O si tenemos un solo punto en la
esfera ;cudles son los caminos posibles que regresan al punto de
partida? Es decir que forman un bucle cerrado, de una trayectoria
cerrada desde este punto, que parte de €l y regresa a ¢l mismo; a
ello se llama caminos de homotopia. Entonces, si visualizamos la
esfera, notamos que, dado un punto, podemos trazar una infini-
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dad de caminos equivalentes a un punto, es decir un homotopo,
de ahi la nocion de equivalencia homotopica entre estos caminos.
Por un lado, es muy interesante porque entendemos que
podemos tomar varios caminos para regresar al mismo punto,
y por otro lado, es bastante trivial y pobre porque introduce la
nocion de repetitividad y una nocion de fijeza. Es decir, cua-
lesquiera que sean los caminos, siempre se regresa al mismo
punto, es como si hubiera un punto que tuviera una posicion
absoluta; podriamos pensar que ese punto seria como el Ale-
ph de Borges, un poco, el secreto del espacio. Todo vuelve a
este punto, todo se puede ser conducido a este punto. Es como
cuando Cantor pensaba que todo podia ser reducido a la no-
cion de conjunto; y que, a su vez, los nimeros transfinitos, por
ejemplo, eran una creacion divina. El nimero transfinito, se
sabe, juega un papel fundamental en la teoria conjuntos. Pero
si pensamos que hay espacios en donde los caminos no vuelven
al mismo punto, que hay varios tipos de bucles cerrados, y que
no hay una sola clase de caminos, evidentemente se introduce
una nocion de conectividad mucho mas rica; es decir, que, en
lugar de tener un espacio simplemente conectado, como en el
caso de la esfera, tenemos espacios que serian muticonexos.
Es decir, habria una multitud de caminos posibles, cada uno
de estos caminos constituyendo una clase de equivalencia
cualitativamente diferente en otra clase de equivalencia. El
toro, desde este punto de vista, nos da una imagen mucho mas
rica. Si tomamos un toro, como habiamos dicho antes, podemos
distinguir tres tipos de clases de equivalencias que represen-
tan un camino de curvas cerradas cualitativamente diferentes.
Es muy importante, porque una de esas curvas es totalmente
trivial, es un circulo cerrado, una 6rbita cerrada que se traza
sobre la superficie de la esfera; otra es un bucle que pasa por el
disco interior de la esfera y otro, es un bucle que pasa al mismo
tiempo por el interior y el exterior del toro (Figs. 25-26).
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Cirupa de hesotapia del soco = IxZ

% b sl

Grupe fndamental Ciclos alrededor del primer circalo = Ciclos abrededor ded primer ciscubo =

Figura 25. Imagen: Arturo Romero Contreras. Licencia: CC BY-
SA 3.0. Podemos ver en la primera imagen el grupo fundamental
del toro, compuesto por dos circulos. Si realizamos ciclos alrede-
dor del primer circulo, obtenemos como niimero el conjunto de los
numeros enteros. Si repetimos la misma operacion, pero sobre el
otro circulo, entonces obtenemos Z de nuevo. Asi, el primer grupo
de homotopia resulta ser Z x Z.

Figura 26. Imagen: Arturo Romero Contreras. Licencia: CC BY-
SA 3.0. La 3-esfera ($°). Fuente: Hypersphere.png Autor: Eugene
Antipov. Disponible en: https:/commons.wikimedia.org/wiki/
File:Hypersphere.pngLicencia: CC BY-SA 3.0. La imagen presenta
la fibracién de Hopf, un modo de conocer el grupo de homotopia
de la 3-esfera (esfera en cuatro dimensiones del espacio euclidiano;
ahora, la 3-esfera no puede ser representada en el espacio de tres
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dimensiones, por lo que la imagen presentada aqui es ya también
una proyeccion). Un modo de conocer un objeto geométrico X
consiste en “proyectarlo” en otro objeto Y que se conoce mejor.
La fibracion es un método que consiste en asignar a cada punto
(o conjunto abierto) de un espacio, otro objeto. A partir de ahi se
pueden establecer haces, donde los objetos asociados son “pega-
dos” en un espacio mas amplio y de naturaleza suave. La fibracion
de Hopf consiste en proyectar la 3-esfera en la 2-esfera a partir de
un objeto: la 1-esfera (o intuitivamente, un circulo). Para mapear
S$3>§? se consideran todas las fibras y orbitas de S' (circulos) que
actuan en S3. De esta manera, cada punto diferente de la 2-esfera
es mapeado a un circulo maximo diferente de la 3-esfera. En otros
términos: las fibras de la 3-esfera seran entonces circulos, que co-
rresponden a cada punto de la 2-esfera. El objeto que se produce es
un conjunto de fibras en S? que exhibe objetos interesantes, como
nudos; ademas, pueden identificarse objetos como el toro.

Se puede ver que hay un cambio cualitativo de estos trayectos.
Esto es fundamental para comprender que un espacio, desde
un punto de vista topoldgico, nunca es igual a nuestro espacio
desde un punto de vista cualitativo; eso quiere decir que las pro-
piedades a la vez globales y cualitativas de ese espacio pueden
cambiar profundamente.

Otro concepto es el de orientacion, que es también una nocion
global, topologica, que introduce una diferenciacion cualitativa
fundamental en los espacios. Los espacios, en general, se pueden
clasificar en dos categorias desde este punto de vista: los espacios
orientables y los no-orientables. En los primeros se fija un senti-
do de orientacion privilegiada; todas las superficies regulares, los
espacios homogéneos e isotropicos son orientables. La esfera es
orientable, ya sea que fijemos una direccion en el sentido de las
manecillas del reloj, o en sentido inverso. Por ejemplo, un cilin-
dro es orientable, los poliedros son orientables, es decir, que, si
tenemos un observador, éste puede fijar una orientacion privile-
giada, que le dara el sentido por el cual podra realizar todos los
desplazamientos en dicho espacio. Y hay también espacios que
son no-orientables, por ejemplo, la banda de Mobius, la botella
de Klein, el espacio proyectivo complejo y otros espacios alin
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mas complejos, que no mencionaremos aqui, pero hay toda una
clase de espacios que no son orientables (Figs. 27-28).

Figura 27. Fuente: MobiusStrip-01.png Disponible en: https://
commons.wikimedia.org/wiki/File:MobiusStrip-01.png Licencia:
dominio publico.

Figura 28. Fuente: Archivo: Klein bottle.svg Autor: Tttrung Dis-
ponible en: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Klein bott-
le.svg Licencia: CC BY-SA 3.0

Y qué quiere decir que una superficie sea no-orientable?
Que no podemos elegir un sentido privilegiado de orientacion,
significa que, si comenzamos en un punto, no podremos regresar
exactamente a €l después de haber recorrido, digamos, una curva
en este espacio. Para tomar el ejemplo de la cinta de Mdbius:
se trata de una superficie monolateral que, a diferencia de todos
los espacios orientables, esta hecha de una sola superficie, y si
tomamos un punto sobre esta superficie y recorremos un camino,
no volveremos al mismo punto, sino que regresaremos a €I, pero
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con el sentido de orientacion invertido. ;Por qué pasa eso? Por-
que este espacio tiene la caracteristica de tener una torsion; esta
torsion modifica, invierte el sentido de la orientacion. Es decir,
introduce una pluralidad de orientaciones posibles.

ARC —Podemos arrojar flechas y explorar el espacio de la
cinta.

LB —Exactamente, si quieres podemos verlo a partir de la no-
cion, por ejemplo, de fibrado: si el angulo es siempre tangente al
fibrado, por ejemplo, un disco, significa que el espacio es orien-
table. Si, por el contrario, el plano tangente en un momento dado
cambia y ya no es tangente a la curvatura, es que el sentido de la
orientacion ha cambiado en el curso de la curva. Este es un con-
cepto cualitativo, ya que cambia la posicion del observador en
este espacio e introduce nuevos grados de libertad para observar
los fenomenos. Eso significa que no hay un sentido privilegiado,
por ejemplo, un solo grado de libertad (Fig. 29).

Figura 29. Imagen: Arturo Romero Contreras. Licencia: CC BY-
SA 3.0. Banda de Moebius con un fibrado de rectas tangentes a un
circulo central. Aqui solamente se representan cinco lineas para
ver el cambio de direccion de las flechas, lo que indica que este
objeto topoldgico es no-orientable.
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ARC —Por hablar, por ejemplo, del paso continuo del interior
al exterior.

LB —Asi es, podriamos movernos del interior al exterior. Uno
podria imaginar que, si tomamos, por ejemplo, la botella de
Klein, donde uno va del exterior al interior, en esta operacion,
el sentido de la orientacion puede cambiar. Pero lo importante
es que esta no-orientabilidad del espacio proviene de una propie-
dad geométrica intrinseca del espacio, que es la torsion. Una tor-
sion es a lo que se llama una doble curvatura; como Gauss ya
lo demostrod, un espacio puede caracterizarse por una curvatura
intrinseca. Una curvatura es una cantidad interna a la superficie
que permite caracterizar su desviacion, su distancia con respec-
to a la geometria euclidiana. Cuanto més se curve un espacio,
mas se alejara, se desviara de su caracter euclidiano. No obstante,
la torsion agrega algo nuevo a la curvatura, porque el espacio,
digamos, experimenta un cambio de fase. Esto es, la tension se
realiza siempre sobre un angulo y eso se traduce en una media
vuelta que puede repetirse hasta convertirse en un giro, en varios
giros, etc. Asi que, entre mas torsiones de medio giro se efectuen
alrededor de su eje central, vertical u otro eje, mas torcido sera
el objeto.

Un objeto torcido tiene una geometria cualitativamente dife-
rente en relacién con un objeto que no lo esta. Por ejemplo, si
tomamos, para ir a otro campo, la arquitectura, una columna no-
torcida, entones una columna lineal, vertical no posee la misma
geometria, la misma estructura que aquella. La torsion modifica
la distancia entre las lineas, entre los puntos, cambia el aspecto
de las curvas generadoras de la torsion (Figs. 30-33).
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Figura 30. Fuente: Archivo Twisted columns of Orvieto Cathedral.
jpg Autor: Wittylama. Disponible en: https://commons.wikimedia.
org/wiki/FileTwisted columns_of Orvieto Cathedral.jpg Licen-

cia;: CC BY-SA 4.0

Figura 31. Fuente: Archivo Aix Cathedral Cloister Twisting Co-
lumn.jpg Disponible en: https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Aix_Cathedral Cloister Twisting Column.jpg Licencia:
dominio publico.
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Figura 32. Archivo Santo Domingo de silos, columna curiosa.JPG
Disponible en: https:/commons.wikimedia.org/wiki/File:Sto_Do-
mingo de silos,columna_curiosa.JPG Licencia: dominio publico.

Figura 33. Fuente: Archivo StSeverinPillar.jpg Autor: Stephen
Lea. Disponible en: https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:StSeverinPillarjpg Licencia: CC BY-SA 3.0. En la imagen
podemos apreciar varios ejemplos de columnas con torsion.

Asi, estas tres propiedades que he mencionado [conec-
tividad, orientabilidad y torsion] son cualitativas, es decir,
cambian la estructura cualitativa del espacio y su forma glo-
bal, cualitativa, lo que quiere decir que es la forma global del
espacio la que cambia. Porque si introduzco un borde, cambio
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la forma global del espacio. Cuando estudio un espacio no-
orientable es su forma la que, mientras tanto, ha cambiado, su
forma global. Por ejemplo, la botella de Klein no es orientable,
porque no puede ser sumergida en R* sino en R*, de tal modo
que en R? habria una singularidad, un nudo que aparece, que
surgiria y que impediria la visualizacion de su inmersion en
R3, es decir, podriamos hacerlo y obtendriamos un espacio con
una singularidad.

Para mi esta vision de la topologia, que se ha desarrollado
sobre todo en el seno de la topologia algebraica y de la topolo-
gia diferencial, es fundamental porque modifica completamente
nuestra vision del espacio, en el sentido de que podemos pasar
de un cierto espacio, con cierto tipo de propiedades globales
cualitativas a otro espacio que tiene propiedades cualitativas
diferentes. Es como si, de alguna manera, pudiéramos mostrar
que un espacio no es Unicamente un objeto que puede ser cuan-
tificado, medido, definido en términos de una entidad geomé-
trica local, sino que también puede ser definido, caracterizado,
en términos de propiedades globales, propiedades cualitativas
internas de su forma. Y la forma es algo que cambia radical-
mente nuestra vision y perspectiva del espacio. Ningun filésofo,
en realidad, se interesé por la forma del espacio, la forma global
del espacio, al menos en el siglo x1x, incluso en el siglo xx. No
se ha reflexionado sobre la importancia filosofica, hasta donde
yo s€, que puede tener este concepto de formas cualitativas,
de forma global, desde un punto de vista filosofico. El interés
filosofico es multiple, en este contexto topolodgico. El primer
interés reside en que podemos vivir en un espacio en el cual las
propiedades métricas permanecen iguales, pero en el cual las
propiedades cualitativas cambian; y eso, evidentemente, tiene
consecuencias, por ejemplo, en la fenomenologia del espacio,
en la percepcion del espacio.

Un espacio con borde no se percibe del mismo modo que uno
sin borde; un espacio no-orientable no se percibe, no se realiza
en nuestra experiencia de la misma manera que cuando inte-
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gramos un espacio orientable. La nocién de no-orientabilidad
introduce un nuevo nivel de articulacién en nuestra relacion
fenomenologica concreta con el espacio, porque nos lleva, de
alglin modo, a encontrar nuevas orientaciones posibles, nos
hace conscientes de que este espacio ha conocido un cambio
cualitativo, nos hace darnos cuenta de que este espacio ha sufri-
do un cambio de estado, y sobre todo, nos hace tomar concien-
cia de que estas transformaciones cualitativas del espacio son
el resultado de un proceso dinamico, es decir algo que implica
una operacion dindmica, no una operacion formal. Cierta-
mente, después se puede traducir en un lenguaje formal, pero
el interés no reside en la operacion formal en si misma, sino
en ver qué hay detras de ésta, lo cual es una operacion dina-
mica en cuestion que siempre implica una deformacion, una
transformacion, un cambio, como dijimos, de conectividad, de
orientabilidad, etcétera.

Filosoficamente esto es muy importante, porque nos permite
darnos cuenta de que podemos pasar de un espacio orientable
a un espacio no-orientable y que podemos movernos, digamos,
en nuestra existencia, de un espacio simplemente conexo a
un espacio multiconexo y que no hay contradicciones en ese
pasaje. Es decir, la existencia humana también puede desarro-
llarse tanto en un espacio simplemente conexo, como de una
manera mucho maés rica y compleja, desde un punto de vista
perceptual, cognitivo y estético, de cierta manera, en un es-
pacio multiconexo. Es en esta nocion de topologia en la que,
en mi opinidn, los fildsofos tendrian el interés de profundizar,
porque también nos permite relacionar las ciencias sociales o
la arquitectura, con el arte.

En la arquitectura podemos concebir ciertos espacios como
multiconexos. Imaginemos una ciudad: si la estructura de
una ciudad es perfectamente ortogonal, si todas las calles
de una ciudad son perfectamente ortogonales entre si, se tiene
una estructura cartesiana relativamente simple. Si en una ciu-
dad tenemos, digamos, caminos que siempre se repiten, no
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es muy interesante desde el punto de vista de la exploracion
de la ciudad. Si en una ciudad tenemos espacios siempre
acabados sin creacion de nuevos subespacios en ellos, es que
evidentemente hay una falta de creatividad, de imaginacion en
esta ciudad, creatividad de nuevos espacios, de nuevos lugares,
de nuevas articulaciones, nuevas interacciones. Entonces creo
que las nociones de topologia cualitativa son muy importantes
para repensar la nocion, por ejemplo, del espacio habitado de
una ciudad o en otro lugar o en otra dimension (Fig. 34).
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Figura 34. Reproduccion de cuatro ejemplos de diagramas sobre
la forma de algunas ciudades importantes del mundo, segun Geoff
Boeing. International Journal of Information Management. Dispo-
nible en: https://doi.org/10.1016/}.ijinfomgt.2019.09.009

ARC —Permanezcamos en el ejemplo de la ciudad; me pare-
ce muy interesante y muy sorprendente, ya que, de hecho, la
estructura de la ciudad esta ligada a la experiencia vivida y a
la forma de habitar en general, pero ;hay algo asi como agu-
jeros en una ciudad? Una nocion que me parece de especial
importancia en tu trabajo es la limitacion (contrainte); esto es,
has hablado del papel fundamental que juega un agujero en un
espacio, eso significa que se vuelve mucho mas rico, mas inte-
resante, porque los posibles caminos en éste nos dan un mayor
grado de libertad, pues es mads complejo y por lo tanto mas
rico. Uno podria pensar, uno podria imaginar, que un agujero
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es como un obstaculo, una restriccion, uno no puede ir mas
alla o recorrerlo, pero, por otro lado, esta imposibilidad hace
posible mads caminos. En la ciudad hay monumentos, centros
que no estan directamente habitados, pero que desemperian
el papel de un lugar alrededor del cual uno se desplaza. Eso
significa que hay restricciones en la ciudad, pero que no
deben ser consideradas como imposibilidades en un sentido
negativo, sino positivo. Asi que, ;podrias hablarnos un poco
acerca de esta nocion de restriccion relacionada o no con la
ciudad?

LB —Si, esta articulacion es absolutamente fundamental para
comprender el vinculo entre la vision topologica cualitativa del
espacio y la vision cualitativa en la fenomenologia del espacio
habitado o vivido. La idea en topologia es la siguiente: si tene-
mos una superficie de Riemann, que es un objeto geométrico
complejo, muy rico, maravilloso, sorprendente también, por
sus diferentes propiedades, la idea basica es que cuantos mas
agujeros se introducen en esta superficie, mas rica y compleja
se vuelve. Particularmente, la multiconexidad de la superficie
hace a este objeto, que es un espacio, mas complejo. No es so6lo
el grado de complejidad que ha aumentado, sino la caracteriza-
cion cualitativa de esta complejidad. Es la complejidad intrinseca
del espacio la que ha cambiado. Entonces, el agujero en realidad
no es un obstaculo, no es en absoluto lo que podriamos llamar
una obstruccion topologica; esta obstruccion topoldgica, en lugar
de tener el papel de evitar, de obstaculo, de hecho, se convierte
en una restriccion virtual, es decir, comporta nuevas propiedades
en el espacio mismo (Fig. 35-37).
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Figura 36. Figura 37.

Figura 35. Fuente: Konigsberg bridges.png Autor: Bogdan. Dispo-
nible en: https:/commons.wikimedia.org/wiki/File:Konigsberg
bridges.png Licencia: CC BY-SA 3.0.

Figura 36. Fuente: 7 bridges.svg Autor: Chris-Martin. Disponi-
ble en: https:/commons.wikimedia.org/wiki/File:7 bridges.svg
Licencia: CC BY-SA 3.0.

Figura 37. Fuente: Konigsberg graph.svg Autor: Riojajar~-
commonswiki Disponible en: https:/commons.wikimedia.org/
wiki/File:K%C3%B6nigsberg graph.svg Licencia: CC BY-SA
3.0. Aqui se representa el problema de los siete puentes de Ko-
nigsberg, resuelto por Euler y que dio origen a la teoria de grafos,
una parte de la topologia. La pregunta es la siguiente: ;se puede
recorrer toda la ciudad (cuatro segmentos de tierra) pasando una
sola vez por cada puente y regresando al mismo punto de inicio?
La respuesta puede formularse por medio de un grafo que asigna
un punto (vértices) a cada pedazo de tierra y una linea (arista) a
cada puente. Se muestra asi la conectividad de la ciudad. Resulta
que, si el nimero de aristas que unen los vértices es impar, enton-
ces no es posible realizar ciclos, es decir, recorridos circulares,
como pide el problema. Como puede verse, en este problema no
hay métrica, no se trata de un asunto de distancias, sino de la
conectividad del espacio y los trayectos que éste permite.

Hemos visto que la conectividad es una nocion fundamental
de la topologia cualitativa, que permite caracterizar globalmen-
te un espacio por su relacion con otro. Asi que este agujero, de
hecho, permite un conjunto de operaciones muy importantes, y
sabemos bien que a partir de este agujero se puede, por ejemplo,
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introducir nociones como las que mencioné anteriormente: la de
suma conexa, la de adjuncion, la de conexidad, etcétera. No hay
que olvidar que el nimero de agujeros esta directamente relacio-
nado con el nimero de pardmetros y con el nimero de estados
posibles de un fenémeno fisico. Si, por ejemplo, tomamos un
sistema dindmico y esta todo definido a partir de este espacio,
un sistema dinamico que pudiera trazar varios tipos de orbita,
este espacio, seria un sistema dindmico con propiedades mucho
mas ricas que, por ejemplo, una pirinola, que trazaria un unico
modo simple de movimiento (Figs. 38-39).

Espacio real Espacio de fase

ANNANNY

Orbita

Posicion

Velocidad

Figura 38. Fuente: Simple Harmonic Motion Orbit.gif Disponible
en: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Simple Harmonic
Motion_ Orbit.gif Licencia: dominio publico. La imagen muestra,
a la izquierda, un objeto cuadrado que pende de un resorte, y que
se mueve de arriba abajo (como si rebotara), todo ello en nuestro
espacio ambiente usual (euclidiano, de tres dimensiones). El mo-
vimiento va de arriba abajo y presenta momentos de aceleracion
y desaceleracion. A la derecha se encuentra el diagrama de su
espacio de fase como sistema dinamico. El espacio de fase incluye
todos los estados posibles del sistema. El circulo en el diagrama
representa el movimiento periddico del objeto cuadrado: subir y
bajar (posicion en el eje vertical) y el cambio de velocidad (en el
eje horizontal). El circulo constituye la 6rbita del sistema.



230 Arturo Romero Contreras

Figura 39. Fuente: Attractor Poisson Saturne.jpg Autor: Nicolas
Desprez. Disponible en: https://creativecommons.org/licenses/
by-sa/3.0/deed.en Licencia: CC BY-SA 3.0. Imagen de un sistema
con un atractor extrafio. Los atractores extrafios estan presentes
en la teoria de los sistemas dinamicos y muestran los puntos o
regiones hacia las cuales tienden dichos sistemas en largos pe-
riodos de tiempo. Los sistemas cadticos no son predecibles (para
nosotros) de manera mecanica, determinista, pero a largo plazo
exhiben comportamientos estadisticamente regulares que pueden
ser representados muchas veces por espacios topologicos.

Pero la articulacion debe también hacerse con el espacio de
una ciudad, un espacio habitado, en el cual estan involucradas
nuevas dimensiones, como la fisiologica, psiquica, cogniti-
va, estética y de otro tipo. ;A que podria equivaler el agujero
de una superficie de Riemann en una ciudad? ;Cémo pensar-
lo, como conceptualizarlo? Imaginemos una ciudad en la que
hubiera muy pocas plazas, jardines y fuentes en esas plazas o
espacios verdes, parques, monumentos, museos, etcétera. Pero
tomemos sobre todo las plazas y los espacios verdes. Una ciu-
dad con muy pocos espacios verdes y muy pocas plazas seria
un objeto, una superficie de Riemann, un objeto geométrico,
topolodgico, relativamente simple, relativamente lineal, mono-
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tono y poco rico en términos de experiencia humana. Ahora,
imaginemos que en esta ciudad hay muchas plazas; por cierto,
antiguamente se pensaba que la plaza era un lugar donde tenia
lugar la vida real de los hombres, donde se desarrollaba la
complejidad de la vida humana, porque es donde se interac-
tuaba, hablaba, discutia, en donde se conocia a otras personas,
etcétera. Ahora bien, se introducen muchas plazas y muchos espa-
cios verdes en la ciudad, es como si asimilaramos estos espacios
verdes, este espacio, al agujero. Entonces, dichos espacios, estos
lugares, no serian obstaculos, sino son espacios especificos
que enriquecen la ciudad con una geometria y una topologia
cualitativamente mas mas rica y mucho mas compleja en com-
paracion con una ciudad en la que no las hubiera. Si tomamos,
por ejemplo, una ciudad en donde las calles se organizan, se
estructuran de una manera perfectamente perpendicular, for-
mando una especie de reticula ortogonal, es poco interesante.
Si tomamos, en cambio, una ciudad en la que hubiera varios
tipos de orientacion en las calles, en los pequefios caminos, en
las callejuelas, y varias orientaciones, al mismo tiempo, en un
subespacio de esta ciudad y, al mismo tiempo, en cada una de
estas callejuelas, imaginemos, habria una plaza, un espacio
verde, un centro cultural, un lugar de juego, etcétera, es obvio
que esta estructura de la ciudad, que esta organizacion geomé-
trica de la ciudad, adquiere una topologia cualitativa muy importante
desde el punto de vista de la fenomenologia, desde el punto
de vista de la vida de las personas. Es decir, que la riqueza y
la complejidad topologica en la organizacion de la ciudad, se
traduciria inmediatamente en una riqueza y complejidad en la
vida de las personas y en los vinculos entre los modos de vida.

Pienso que una ciudad debe alejarse de una geometria pura-
mente cuantitativa, es decir, donde so6lo estamos interesados en
la definicion de las distancias entre puntos o en la optimizacion
de los tiempos de viaje, olvidando todo lo demas. EI modo de
orden en esta geometria seria el de una optimizacion del tiempo
y las distancias y de los caminos por recorrer.
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Esto, en el fondo, traeria consigo un empobrecimiento im-
portante de la vida y de la dimension fenomenoldgica en esta
ciudad. Lo que hay que hacer es introducir singularidades,
como esos lugares de los que hemos hablado: plazas, jardines
y centros culturales, lugares de arte, monumentos, que, al sin-
gularizar topologicamente la ciudad, al introducir una mul-
tiplicidad de lugares diferentes, se contribuiria a crear una
multiplicidad de modos de vida, de percepciones, de puntos de
vista y de relaciones. Las ciudades mas pobres son aquellas en
las que el espacio no es esencial para la vida de las personas,
donde el espacio es siempre igual a si mismo, donde los cafés
son siempre iguales a si mismos, donde los jardines se hacen
de la misma manera, donde los lugares son rectangulares, eu-
clidianos, circulares, donde no hay ninguna singularizacion en
el nivel geométrico, topologico, y, por lo tanto, fenomenologico.
Asi pues, la riqueza y la complejidad de la existencia humana, y
la posibilidad de entrelazar esas experiencias, proviene precisa-
mente, de la riqueza topoldgica de la ciudad, en la articulacion y
la capacidad de introducir singularidades en esta estructura. Por
ello, creo que tenemos que volver a una concepcion multiple, rica
y plural de la ciudad, en la que se reinventa el espacio, se rein-
venta completamente la concepcion geométrica que subyace a su
arquitectura para multiplicar, enriquecer y pluralizar los modos
de vida, los modos de existencia, y asi enriquecer la experiencia
humana en esta ciudad.
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