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Abstract
In this work, we study the geometry of 2 X 2 order matrix curves with real coefficients. We use the Gram-
Schmidt orthogonalization process to generate a convenient moving benchmark. Thus, we obtain the Frenet-
Serret formulas. We present a version of the fundamental theorem of 2 X 2 matrix curves.
Keywords. Matrix curves, Gram-Schmidt orthogonalization process, Frenet-Serret formulas, fundamental theo-
rem of curves.

Resumen
En este trabajo, estudiamos la geometria de las curvas matriciales de orden 2 x 2 con coeficientes reales.
Usamos el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt para generar un referencial mévil conveniente.
Asi, obtenemos las formulas de Frenet-Serret. Presentamos una version del teorema fundamental de las
curvas matriciales de orden 2 x 2.
Palabras clave. Curvas matriciales, proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt, férmulas de Frenet-Serret,
teorema fundamental de las curvas.

1. Introduccién. Fundamentalmente, la geometria diferencial cldsica de curvas es el estudio de las
propiedades locales de las curvas en el plano y en el espacio. Para ser mas especifico, las propiedades loca-
les determinan el comportamiento de una curva en una vecindad de un punto. Podemos pensar en una curva
como un camino que marca el camino que un objeto hace al viajar en el espacio. La estructura principal
de la curva que queremos considerar es su forma. Pueden surgir preguntas de la siguiente naturaleza: ;La
curva en consideracion es recta o doblada?, ;Cuan doblada es su curvatura? ;Ellas pueden ser estudiadas en
dimensiones superiores?. Esenciales para el estudio de las curvas espaciales son las ecuaciones de Frenet,
que en el caso tridimensional usan curvatura y torsién para expresar las derivadas de los tres campos vecto-
riales {¢,n,b} que componen el cuadro de Frenet en términos de los propios campos vectoriales. Podemos
hacer un estudio andlogo para dimension cuatro. Existen varias perspectivas a partir de las cuales una curva
del espacio puede ser estudiada. Imagine el rastro que un ciclista puede dejar para atrds en una estrada lo-
dosa. Podemos llamar ese camino de curva en dos dimensiones. Mas coloquialmente, una curva puede ser
pensada como un viaje hecho por una particula en movimiento. Las formas mas comunes de parametrizar
tal viaje seria en funcion del tiempo o de la distancia recorrida. Para nuestros propdsitos, es conveniente
estudiar curvas mediante el lente de la longitud de arco. Y, una vez que estamos apenas preocupados en
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analizar la forma de la curva del espacio, podemos dejar de considerar la velocidad de la particula a la
medida que ella completa su camino. Para simplificar, podemos felizmente forzar la particula a moverse
a lo largo de su camino en velocidad unitaria. A pesar de que inicialmente podamos imaginar una curva
semejante a las marcaciones que hacemos con un lapiz en una hoja de papel plana, tal plano no es la inica
superficie donde residen las curvas. Las particulas pueden moverse y formar curvas en practicamente cual-
quier superficie. En verdad, si nuestro ciclista en nuestra ilustracién pedale6 una distancia significativa, la
curva resultante del rastro formado en el lodo seria mas identificable con una curva esférica, una vez que
nuestro planeta es esférico. Curvas en superficies variadas pueden ser caracterizadas y sus comportamientos
resultantes estudiados.

En este trabajo estudiamos la geometria de las curvas en el conjunto de matrices 2 X 2 con coeficientes
reales aprovechando el producto interno de Frobenius y llevando en consideracién el isomorfismo entre
R* y el espacio de las matrices 2 x 2 con coeficientes reales. Mas especificamente, definimos una nocién
de regularidad (ver Subseccién 3.1) la cual nos ayuda a utilizar el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt para generar un referencial mévil conveniente (ver Subseccion 3.2). Asi, obtenemos las férmulas
de Frenet-Serret (ver Teorema 3.1). Finalizamos, presentando una versién del teorema fundamental de las
curvas matriciales de orden 2 x 2 (ver Teorema 3.3).

2. Preliminares.

2.1. Nociones de espacios con producto interno.

Definicion 2.1. Sea V' un espacio vectorial real. Un producto interno en V' es una funcion que asocia,
para cada par ordenado de vectores z y y en V, un nimero real, denotado por (z,y), tal que para todo
x, Yy, 2 € Vytodo A € R, se verifica lo siguiente:

@ (z+ z,9) = (z,y) + (2,9), ) (A\z,y) = Mz, y),

© (z,y) = (y,2), (d) (z,2) £ 0siz #0.
Ejemplo 2.1. Sea V' = R™"*" y definamos

(A, BY = tr(B'A)

para todo A, B € V. Es facil ver que (-,-) define un producto interno en V. Este producto interno es
llamado producto interno de Frobenius.

Un espacio vectorial real V' con un producto interno especifico es llamado espacio con producto
interno.

Teorema 2.1 (Teorema 6.1 en [4]). Sea V' un espacio con producto interno. Entonces paraz, y, z € V
y A € R, las siguientes afirmaciones son satisfechas:

@ (z,y +2) = (z,y) + (. 2), (b) (z, Ay) = Mz, y),
(©) (z,0) = (0,z) =0, (d) (x,x) =0si, ysélosi, z =0.
(e) Si (x,y) = (x, z) paratodo x € V entonces y = z.

Definicion 2.2. Sea V' un espacio con producto interno. Para x, y € V, definimos la norma o longitud

de z por ||z|| = v/(z, z) y la distancia entre x y y por ||z — y||.
Ejemplo 2.2. Sea V = R"*". Si A € V, entonces

[A]l = Vu(ArA) =

>

ij=1

es un norma en R”*" llamada norma de Frobenius.

Teorema 2.2 (Teorema 6.2 en [4]). Sea V' un espacio con producto interno. Entonces para todo x, y €
V' y A € R, se verifican las siguientes afirmaciones:

@ [[Az]| = [A] - [|]]-

(b) ||z|| = 0si, y sélo si, z = 0. En cualquier caso, ||z|| > 0.

© [z, )| < |lz| - |ly|| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

(d) ||z +y| < |lz| + |ly|| (Desigualdad triangular).

Definicion 2.3. Sea V' un espacio con producto interno. Dos vectores z,y € V son ortogonales si
(z,y) = 0. Un subconjunto S de V' es ortogonal si para cualesquier dos vectores distintos en S ellos son
ortogonales. Un vector € V' es un vector unitario si ||z|| = 1. Finalmente, un subconjunto S de V' es
ortonormal si S es ortogonal y consiste enteramente de vectores unitarios.
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Teorema 2.3 (Teorema 6.3 en [4]). Sea V un espacio con producto interno y S = {v1, va,..., v} un
subconjunto ortogonal de V' consistiendo de vectores no nulos. Siy € (S), entonces

k
Z <1/va
loall

i=1

Corolario 2.1 (Corolario 1 del Teorema 6.3 en [4]). Con las hipétesis del Teorema 2.3, si S es
ortonormal y y € (S, entonces

k
Yy= Z<ya Ui>vi-
i=1
Teorema 2.4 (Teorema 6.4 en [4]). Sea V' un espacio con producto interno y S = {wy, wa, ..., w,}
un subconjunto linealmente independiente de V. Defina S” = {vy, vs,...,v,}, donde v1 = wy y
k—1 (g, v;)
U :wk—z ik 2tv;, parak =2,3,...,n.
2 oyl
Entonces S’ es un conjunto ortogonal de vectores no nulos tal que (S’) = (S). La construccién de
{v1,v2,...,v,} usada en la demostracién del Teorema 2.4 es llamada proceso de ortogonalizacion de

Gram-Schmidt.

2.2. Nociones de calculo matricial. Denotemos
Imm ={(i,j) eNxN; 1<i<my 1<j<n}
Una funcién definida en un intervalo J C R con valores en R™*" es llamada funcién matricial

o: J — R

a11(t)  a2(t) ... aiu(t)
toe ®() = a21.(t) a22.(t) .. GQTT(t) — [ay; (1))-
(lml(t) am?2 (t) .. Amn, (t)

En virtud del isomorfismo de R™*™ y R™" cualquier funcién matricial pode ser observada como una curva
en R™"

®: J — R™

t o~ (a11(t),a12(t), ..., a10(t), ..., @m1(t), ama(t), ..., amn(t)).

Asi, dada una funcién matricial ®(t) = [a;;(t)] € R™" queda autométicamente determinada una coleccién
de mn funciones reales de variable real a;; llamadas funciones coordenadas de ®. Observe que a;; :
J — R paratodo (4,5) € I, . Las propiedades comunes a estas funciones coordenadas, caracterizan las
propiedades de la funcién matricial ®.

Sean f : I — R una funcién real y ®, ¥ : [ — R™*" funciones matriciales definidas en un intervalo
entonces ® + U, f&y (P, V) (aqui m = n) son funciones definidas de la forma usual, es decir, para todo

tel
)+ U(t);
t

o (D+T)(t)=d(¢
o (fO)(t) = f(t)@(D);
o (O U)(t) = (P(t),¥(t)) (cuando m = n) donde (-, -) denota el producto interno de Frobenius.
Definicién 2.4. Sea ¢ : J — R™*" una funcién matricial tal que ®(t) = [a,;(¢)], paratodo ¢t € J. Si
to € J, decimos que la matriz A = [a;;] € R™*™ es el limite de ®(¢) cuando ¢ tiende a t(, que denotamos
por
thl?o ®(t) = A si, y sélosi, thl?o a;;(t) = a;;, paratodo (i,7) € L n.

Las reglas usuales del dlgebra de limites se satisfacen para funciones matriciales, ver ejercicio 21 en [1].
La continuidad de funciones matriciales se definen también en relacién a sus funciones coordenadas.
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Definicién 2.5. Sea @ : J — R™*" una funcién matricial tal que ®(¢) = [a;;(t)], para todo t € J.
Decimos que ® es continua en ty € J si, y solo si, cada a;; es continua en ¢y para todo (i,5) € L.

Definicion 2.6. Sea ® : J — R donde J es un intervalo abierto. Decimos que ® es diferenciable
enty € J si, y solo si, existe el siguiente limite:

[@(1) — @(to)]-

1um
t—to t — to

En caso afirmativo, denotamos por &’ (¢¢) al limite anterior.

Proposicion 2.1 (Proposicion 1.4.1 en [1]). Sea ® : J — R™*" donde J es un intervalo abierto tal
que ®(t) = [a;;(t)], paratodo ¢t € J. ® es diferenciable en ty € J si, y sélo si, a;; es diferenciable en ¢,
para todo (i, j) € I ». En caso afirmativo, se satisface que ®'(to) = [a;;(t0)]-

Decimos que la funcién matricial ® : J — R™*™ es de clase C"* en intervalo J si, y sélo si, ¢ es
diferenciable en J y la funcién derivada ®’ es continua en .J. Procediendo por induccién, decimos que ®
es de clase O (k > 1) en el intervalo J si, y s6lo si, ®(k=1) eg diferenciable en J y la funcién derivada
k-ésima ®(*) es continua en .J. Una funcién matricial ® es llamada diferenciable de clase C'® si existen
las derivadas de todos los ordenes de ®.

Si f : I — R es una funcidn diferenciable y ®, ¥ : I — R™*™ funciones matriciales diferenciables
definidas en un intervalo entonces ® + ¥, f®y (P, ¥) (aqui m = n) son funciones diferenciables y

o (D+W)(t) = P'(t) + W' (t);

o (f®)'(t) = f(1)®'(t) + f'(t)D(t);

o (O W) (t) = (D'(t), U(t))+(D(t), ¥'(t)) (cuando m = n) donde (-, -) denota el producto interno
de Frobenius.

Sea @ : I — R una funcién matricial diferenciable y f : J — I funcion real diferenciable. Entonces
la funcién compuesta (@ o f)(¢) = ®(f(t)) es diferenciable en J y

(®o f)'(t) =" (F()f(1).

Definicién 2.7. Sea @ : [a,b] — R™*" una funcién matricial tal que ®(¢t) = [a;;(t)], para todo
t € [a,b]. Decimos que ® es integrable en [a,b] si, y s6lo si, cada a;; es integrable en [a, b]. En caso

afirmativo, se tiene que
b b

Naturalmente muchas de las reglas del calculo diferencial e integral que conocemos pueden ser extendidas
al calculo matricial.

2.3. Nociones de curvas en R>.

Definicion 2.8. Una curva parametrizada diferenciable de R3 es una aplicacién diferenciable «, de
clase C*°, de un intervalo abierto I C R en R3. La variable ¢t € I es el parametro de la curva, y el
subconjunto de R3 de los puntos «(t), t € I, es llamado trazo de la curva.

Observacion 2.1. Una curva parametrizada diferenciable de R® es una aplicacién o : I — R3 que para
cada t asocia a(t) = (x(t),y(t), 2(t)), donde las funciones z, y, z son diferenciables de clase C'*°.

Definicién 2.9. Una curva parametrizada diferenciable o : I — R? es llamada regular si o/ (t) # 0,
vt el

Definicién 2.10. Una curva regular o : I — R3 estd parametrizada por la longitud de arco si
o/ (t)] =1,Vt e I.

Definicién 2.11. Sea o : I — R? una curva regular parametrizada por la longitud de arco, entonces la
curvatura de a en s € I es el nimero real

k(s) = [la” (s)]

Es conocido, que si « : I — R? es una curva regular, parametrizada por la longitud de arco, y tal que
k(s) > 0 para todo s € I, entonces el conjunto {t(s), n(s), b(s)}, donde
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es un referencial ortonormal llamado triedro de Frenet el cual satisface las denominadas formulas de
Frenet:

t'(s) = k(s)n(s),

n'(s) = —k(s)t(s) —7(s)b(s),
7(s)n(s),

=y
~
—
VA
~
|

donde 7(s) = (b'(s),n(s)) llamada torsién.
A seguir enunciamos uno de los resultados mas importantes de la teorfa de curvas en R? la cual nos
dice que la curvatura y la torsién determinan la geometria de una curva.
Teorema 2.5 (Teorema fundamental das curvas, Teorema 6.15 en [6]).
(a) Dadas dos funciones diferenciables, k(s) > 0y 7(s), s € I C R, existe una curva regular «(s)
parametrizada por la longitud de arco, tal que k(s) es la curvatura y 7(s) es la torsién de « en s.
(b) La curva «(s) es tnica si fijamos un punto a(sg) = po, &’ (so) = v1, &”(s9) = k(so)ve, donde vq
y vy son vectores ortonormales de R?.
(c) Sidos curvas a(s) y 3(s) tienen la misma curvatura y torsién (a menos del signo), entonces oy 8
son congruentes.

3. Curvas matriciales de orden 2 x 2.

3.1. Curvas regulares de orden m.

Definicién 3.1. Una curva parametrizada diferenciable de R?*? es una funcién matricial o, de clase
C°, de un intervalo abierto I C R en R?*2. La variable ¢ € I es llamada parametro de la curva, y el
subconjunto de R2%2 de los puntos «(t), t € I, es llamado trazo de la curva.

Observacion 3.1. Una curva parametrizada diferenciable de R?*?2 es una aplicacién o : I — R2?*2
que para cada t € I asocia una matriz 2 x 2 de la forma «(t) = [a;;(¢)], donde las componentes
a1, 12, (a1, (iog son funciones diferenciables de clase C'™°.

Anélogo a las rectas en R™ de la forma «(t) = P + tQ, tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 (Recta). La aplicacién

11 12
(%) +t0¢11 g +t0412

a(t) teR,

Oé%l + taoy 04(2)2 + tas

donde o, + a3, + a3; + a3, # 0 es una curva parametrizada diferenciable de R?*2, cuyo trazo es una

ol al?
s » « - @11 (12
linea recta” pasando por el punto y “paralela” al vector de coordenadas
o o
91 99 21 Q22
s Qo

a11(t)  aia(t) . ) . 2%2
Sea a(t) = ,t € I C R, una curva parametrizada diferenciable de R-*~. El vector

21 (t) 22 (t)
tangente a v en ¢t € [ es definido como siendo el vector

Definicién 3.2. Una curva parametrizada diferenciable o de R?*2 es llamada regular de orden m si
el conjunto de m-vectores {o/(t), a”(t), . ..,a(™ (t)} son linealmente independientes para todo ¢ € 1.

Sean I, J C R intervalos abiertos, o : I — R?X2y 3 : J — R?*2 curvas parametrizadas diferen-
ciables. Decimos que 'y 3 son equivalentes si existe una biyecciéon h : J — I diferenciable C*°, con
h'(s) # 0 paratodo s € J y tal que 3 = « o h. En estas condiciones, decimos que 3 es una reparametri-
zacion de « por h. La funcién h es llamada cambio de parametro.

Observe que, si § es una reparametrizacion de « por h, entonces « es una reparametrizacioén de 3 por
h~!.Laorientacién de una curva regular « es el sentido del recorrido del trazo de «v. Una reparametrizacién
« de 3 tiene orientacion igual (resp. opuesta) a la de « si el cambio de parametro es estrictamente creciente
(resp. decreciente).
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Sea o : I — R?*? una curva regular de orden m (m > 1). Para dos puntos to < t; de I fijos, la
longitud del arco de la curva o de ¢y a ¢; es dado por

ty
[ e @a,
to

donde || - || denota la norma de Frobenius. La funcién longitud de arco de la curva « a partir de ¢ es

t
s(t):/ o/ ()| ds, ¢ > to.
to

Una curva regular de orden m (m > 1) o : I — R?*2 es llamada parametrizada por la longitud del
arco si el vector tangente es unitario, es decir, ||o/(s)|| = 1 para todo s € I.

Proposicion 3.1. Sean o : I — R?*? una curva regular de orden m (m > 1)y s : I — s(I) C R
la funcién longitud de arco de « a partir de ty. Entonces, existe la funcién inversa h de s, definida en el
intervalo abierto J = s(I), y 8 = « o h es una reparametrizacién de «, donde (3 estd parametrizada por la
longitud del arco.

Demostracion: Como « es una curva regular de orden m > 1 entonces o/(t) # 0 para todo ¢t € I.

Luego s'(t) = ||&/(t)|| > 0, es decir, s es una funcién estrictamente creciente. De ahi existe una funcién
inversa de s, h : J — I. Ahora como h(s(t)) = ¢ tenemos que
1 1
B(s(t) = ——==——>0.
s'(t) (@)l
Concluimos que 8 = « o h es una reparametrizacion de 'y
o'(t)
IO = o) 0l = | 20k =1
lle/ ()]l

Por lo tanto, 3 esta parametrizada por la longitud del arco. ]

La aplicacién 3 de la Proposicién 3.1 es llamada reparametrizacion de o por la longitud de arco.

La Proposicién 3.1 nos dice que toda curva regular de R?*?2 puede ser reparametrizada por la longitud
de arco, fijando un ¢y € I. Por lo tanto, podemos suponer que una curva regular estd parametrizada por la
longitud de arco para fines de estudios geométricos.

Definicién 3.3. Sea « : I — R?*2 una curva regular de orden m (m > 1) parametrizada por la longitud
de arco. La primera curvatura de o en s € I es el niimero real k; (s) definido por

ki (s) = [ (s)]]-

Proposicién 3.2. Sea « : I — R?*2 una curva regular de orden m (m > 1) parametrizada por la
longitud de arco. Entonces, «(I) es un “segmento de recta” si, y s6lo si, k1 (s) = 0 paratodo s € I.

Demostracion: Supongamos que «(I) es un “segmento de recta” parametrizada por la longitud de
arco, entonces a/(s) = P + sAg, donde P € R?*2 y A es un vector unitario de R?*2. Por lo tanto,

d(s)=A4y y a'(s)=0

para todo s € I. Se sigue que k1(s) = ||a”(s)|| = 0. Reciprocamente, si ||a’(s)|| = 0 paratodo s € I,
entonces o/ (s) = O para todo s € I, de ahi integrando dos veces en relacién a s y considerando que o/ (¢)
sea unitario, tenemos que existen dos matrices constantes Ag, P € R?*? tal que a(s) = P + sAy, donde
Ay es una matriz unitaria. |

Definicion 3.4. Sea « : I — R?*2 una curva regular de orden m (m > 1) parametrizada por la longitud
de arco tal que k1 (s) > 0. El vector

_ a//(s)
k1(s)

es denominado vector normal a « en s. Denotando por #(s) = o/(s), el denominado vector tangente a o
en s, tenemos que ¢(s) y n(s) son vectores ortonormales y

t'(s) = ki(s)n(s). (3.1)

Proposicion 3.3. Sea « : I — R?*2 una curva regular de orden m (m > 1) de curvatura k; no nula.
Si « es una curva plana (contenida en un subespacio de dimensidn dos), entonces « estd contenida en un
plano generado por t(s) y n(s).

n(s)
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Demostracion: Podemos suponer a(s) parametrizada por la longitud de arco. Como « es una curva
plana, entonces existe un plano de R2*? que contiene (). Sean vy, vy vectores constantes, linealmente
independientes y ortogonales a este plano. Probaremos que v y v son ortogonales a ¢(s) y n(s) para todo
s € I. Fijando sy € I, entonces paratodos € I,yi = 1,2,

(a(s) = a(so), vi) = 0,
Derivando, tenemos
<al(5)a Ui> =0, <O//<S>,’UZ-> =0,
por lo tanto,
(t(s),vi) =0, ki(s){n(s),v;) = 0.

Como k1 (s) > 0, concluimos que el plano generado por ¢(s) y n(s) no depende de s y contiene a(I). [

3.2. Férmulas de Frenet-Serret. A seguir definiremos una base ortonormal en R2%2 Para esto, debe-
mos suponer primeramente que la curva o : I — R?*2 es regular de orden 4. Motivados por la base mévil
de Frenet-Serret para vectores en el espacio euclidiano (ver Capitulo 2 en [3]) la cual es obtenida usando el
proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt (ver Teorema 2.4) en los vectores o’ (s), o' (s), o”'(s)y

(iv) ( )
a'™(s).

Definicién 3.5. Sea o : I — R?*2 una curva regular de orden 4. El conjunto {t(s),n(s),b1(s), b2(s)},
donde

_ a’'(s) — (a'(s),t(s))t(s) — (" (s),n(s))n(s)
a(s) — {a(5), {s))E(S)

bi(s) (3.2)

[
—~
Q\
—~
»
~—
3
—~
@
~—
~
S
—~
V)
~—

_ _al(s) = (a)(s), 1(s))t(s) — (@) (), n(s))n(s) — (@) (5), b (s))ba(s)
la?) () = (al)(s),t(s))t(s) — (@) (s), n(s))n(s) — (al®)(s), bi(s))br(s)]]

es llamada base mévil de Frenet-Serret de oo en R?*2. Los vectores by y by son llamados vector binormal
y vector trinormal respectivamente.

El siguiente teorema nos da las expresiones de las derivadas de la base mévil en funcion de la propia
base construida arriba.

Teorema 3.1. Sea o : I — R?*2 una curva regular de orden 4 parametrizada por la longitud de
arco, entonces los elementos de la base movil de Frenet-Serret satisfacen las denominadas féormulas de
Frenet-Serret:

bQ(S)

t'(s) = ki(s)n(s),

n'(s) = —ki(s)t(s) + ka(s)bi(s),
bi(s) = —ka(s)n(s) + ks(s)ba(s),
by(s) = —ks(s)bi(s),

donde k1, ko, k3 son llamadas primera, segunda y tercera curvatura respectivamente, y son dadas por k; =
<t/»n> = ”O‘””v ko = <nlvb1> y ks = <b/17b2>'
Demostracion: Como o’ (s) = kq(s)n(s) derivando obtenemos

n'(s) = T n(s). (3.3)

N
5
_~
—~
V)
~

Q

Por otro lado, de (3.2) tenemos que
a’(s) = 0(s)bi(s) + (a(s), t(s))t(s) + (" (s),n(s))n(s), (3.4)
donde
0(s) = [l (s) = (" (s),t(s))t(s) — (@ (s),n(s))n(s)]|.
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Note que de (3.3) y (3.4) verificamos que n’(s) es independiente del vector trinormal by (s). En seguida,
mostraremos también que n'(s) no depende del vector normal n(s). En efecto, derivando la identidad
k%(s) = || (s)||? en relacién a s, tenemos

(@"(s),n(s)) = Ki(s),

luego, de (3.3), concluimos que la componente normal de n'(s) es nula. Siendo o’ (s) perpendicular a ¢(s),
tenemos que

(@ (s),t(s)) = —(a"(5),t'(s)) = —k3(s),
luego, de (3.3), la componente tangencial de n/(s) es —k1(s). Asi, n'(s) puede ser escrito como,
n'(s) = —ki(s)t(s) + ka(s)bi1(s). (3.5)
Como b (s) es combinacién lineal de t(s), n(s), b1 (s), b2(s) y por el Corolario 2.1 tenemos que

b1(s) = (b1(s), (s))t(s) + (B (5),n(s))n(s) + (bi(s), br(s))bi(s) + (B (5), ba(s))ba(s).

Abhora por (3.1), (3.5) y por el hecho de que {t(s), n(s), b1(s), b2(s)} ser una base ortonormal se tiene

(b1(s), br(s)) = 0,

luego
bi(s) = —ka(s)n(s) + ka(s)ba(s). (3.6)
Como b)(s) es combinacién lineal de t(s), n(s), b1(s), b2(s) y por el Corolario 2.1 tenemos que

by(s) = (by(s), t(s))t(s) + (V(s), n(s))n(s) + (by(s), br(s))bi(s) + (b (s), ba(s))ba(s).
Ahora por (3.1), (3.5), (3.6) y por el hecho de que {t(s), n(s), b1(s), b2(s)} ser una base ortonormal se tiene

(by(s), b2(s)) = 0,
(b5(5), t(s)) = —(ba(s), t'(5)) = —=(b2(s), k1 (s)n(s)) = O,

(b(5), m(s)) = —(ba(s), 7 (s)) = —(ba(s), —k1(s)t(s) + ka(s)b1(s)) =0,
por lo tanto, b} (s) = —k3(s)b1(s). O

Observe que en el teorema anterior, por construccion de la base, las curvaturas k1, ko y k3 son no nulas.
Ejemplo 3.2. Consideremos la curva parametrizada por la longitud de arco

as as
COS —] Sen y———————
(\/a2—|—b2> (\/a2+b2>

a(s) = , seR,

bs bs
cos | —— sen | —————

donde 0 < b < a. Denotemos ¢z = Va2 + b2, ¢y = vVa* + b*y cg = vab + b8. Calculando las derivadas
podemos obtener la base movil de Frenet-Serret y las curvaturas:

as as B as B as
—asen | — acos | — —a“cos | — —a“sen | —
C2 C2 C2 C2
bs bs
—b%cos | = —b?sen | —
C2 C2
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bsen <as> —bcos (as)
C2 Co

cq ab(a? — b?) ab
k =, k = — k =_,
1(5) C%’ 2(3) C4C% y 3(3) ca

3.3. Isometrias en R?*2,
Definicién 3.6. Una aplicacion F : R?*2 — R?*? es una isometria de R?2*? si F preserva distancias,
es decir, para cualesquiera P, () € R2x2,

I1E(P) = F@) =P - @,

donde || - || es 1a norma de Frobenius.
Ejemplo 3.3.
(a) La transformacién identidad de R%2*? es una isometria.
(b) Sea A un punto fijo de R?2*2. La aplicacién T' : R?*2 — R2*2 que, para cada P € R?*?, asocia
T(P) = A+ P es una isometria de R?*2, denominada traslacién por A.

x
(c) Consideremos la aplicaciéon F' que, a cada punto Y , asocia
z w
P Ty xcost —ysenf xsenf + ycosb
zZ w ZCOS7y —wseny zsenvy + wcosy 7

donde 0 < @,y < 27 son fijos. Entonces, F' es una isometria de R2*2,

L . Yy -z -y . . .
(d) La aplicacién definida por F’ = es una isometria de R?*2, denomi-

nada aplicacion antipoda.

Proposicion 3.4.

(a) Si F'y G son isometrias de R?*2, entonces F o G es una isometria.

(b) Si F'y G son traslaciones, entonces F' o G = G o F' es una traslacion.

(c) SiT es una traslacién por A, entonces 7! es invertible y T~ es una traslacién por —A.

(d) Dados dos puntos A 'y B de R?*2, existe una dnica traslacién T tal que T'(A) = B.

Demostracion: La prueba es idéntica a la Proposicion 6.3 en [6]. ]

Definicién 3.7. Una transformacién ortogonal de R?*? es una aplicacién lineal C' : R?*2 — R2%2
que preserva el producto interno, es decir,

(C(P),C(Q) = (P,Q), YP,Q € R**%.

Note que el Ejemplo 3.3 (a), (¢) y (d) son transformaciones ortogonales.
Observacién 3.2. Una transformacién ortogonal C' de R?*2, siendo una aplicacién linear, satisface las
siguientes propiedades:
e C(O)=0.
e ( es diferenciable y la diferencial de C en cualquier punto P € R2*2 coincide con C, es decir,
dCp(V)=C(V).
Proposicion 3.5. Toda transformacién ortogonal es un isomorfismo y una isometria.
Demostracion: Sea C': R?*? — R?*2 una transformaci6n ortogonal. Sea P € Nu(F') de ahf tenemos
que

0=(C(P),C(P)) = (P, P)

entonces P = 0. Concluimos que C' es inyectiva y por el Teorema 2.5 en [4] tenemos que C' es un
isomorfismo. Ahora mostremos que C' es una isometria. Como C' es una aplicacion lineal y preserva el
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producto interno, tenemos que, V P, Q € R2*2,

IC(P) = C@I?* =lC(P-QIF =(C(P-Q).C(P-Q))

=(P-Q,P-Q)=|P-Q|*

Concluimos que ||C(P) — C(Q)|| = ||P — Q|| es decir, C es una isometria. O
Proposicién 3.6. Si F' : R?*2 — R?X2 es una isometria tal que F(O) = O, entonces F' es una
transformacién ortogonal.
Demostracién: Primeramente, mostremos que F' preserva el producto interno. Sean P, Q € R2*2,
Como consecuencia de las propiedades de producto interno y el hecho que F' es una isometria con F/(O) =
O, tenemos que

(F(P), F(Q)) = %[IIF(P)II2 +HIF@)I? = [F(P) = F(Q)II]

= SUPIE+ Q12 ~ 1P - @117 = (P, @)
Resta mostrar que F' es una aplicacion lineal, es decir,
F(aP +bQ) = aF(P) + bF(Q),
Va,b € Ry P,Q € R?*2. Como F preserva el producto interno, tenemos que

[F(aP +bQ) — aF(P) = bF(Q)|* =[laP + bQ|* + a*||P||* + b*(|Q|* — 2a({aP + bQ, P)
—2b(aP + bQ, Q) + 2ab(P, Q)
=[|aP 4+ bQ — aP — bQ|]* = 0.

|
Teorema 3.2. Si F' : R2X2 — R2*2 eg una isometria, entonces, existe una tnica traslacién T’ y una
unica transformacion ortogonal C, talque ' =T o C.
Demostracion: Existencia: Sea T' una traslacién por F(O), entonces por la Proposicién 3.4 tenemos
que T ! es la traslacién por —F(O) y la aplicacién compuesta 7! o F' es una isometria. Como

(I~ o F)(0) =T7(F(0)) = F(O) - F(0) = 0,
por la Proposicién 3.6, T~! o F es una transformacién ortogonal que denotamos por C. Por lo tanto,
F=To(T ™ 'oF)=ToC.

Unicidad: Sean Ty T traslaciones, C'y C transformaciones ortogonales tales que F = T o C = T o C.

Entonces, C = (T"1oT) o Cy como C(O) = C(O) = O tenemos que T~* o T)(O) = O. Se sigue de

la Proposicion 3.4 que T-1 0T es la traslacién por O, es decir, T-1 0T = identidad, luego T =T.Porlo

tanto, T o C' = T o C. Consecuentemente C' = C. O
Ejemplo 3.4.

(a) La aplicacion

T Yy 142 24y T

F — c R2 X2
z w -z 34w z w
. . . L2 .
esunaisometriay F' = ToC, donde T es una traslacion por y C' es una transformacion
0 3
x x
ortogonal C' Y= Y
z W -2z w
(b) La aplicacién
V3
7 Ty _ 5T — 522 4—y Ty c R2%?
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es unaisometriay F' = T'oC, donde T es una traslacién por y C' es una transformacién
1 V3
ortogonal C =\ &
z w 7‘396 + %z w

Observe que, si ' : R2X2 — R2X2 es una funcién diferenciable, entonces, para cada P € R?*2, la
diferencial de F en P es una aplicacién lineal dFp : R2%? — R2*2 definida por

AFR(V) = 5 (PP +17))|

Proposicion 3.7. Con la notacién anterior, sea /' = T o C una isometria de R2%2_ entonces F' es
diferenciable y VP € R?2*2y V € R?*2 dFp(V) = C(V).

Demostracion: Como T'y C son diferenciables entonces F' es diferenciable. Si T es una traslacion por
A, entonces

F(P+tV)=(ToC)(P+tV)=A+C(p+tV)=A+C(P)+tC(V).

Por lo tanto,

= o).

dFp(V) = % (A +O(P) + tO(V)) »

O
Corolario 3.1. Si F es una isometria de R?*2, entonces VP € R2*2, dFp preserva el producto interno,
es decir,

<dFP(V)’dFP(W>> = <‘/a W)? v MW € RQXZ-

Proposicién 3.8. Sean A y B puntos de R2*2, V}, V5, Vs, Vi y Wi, Wy, Ws, W, referenciales orto-
normales de R?*2, Entonces, existe una tinica isometria F' de R?*? tal que F'(A) = By dFa(V;) = W;
i=1,2,3,4.

Demostracion: Existencia: Por el Teorema 2.6 em [4], existe C' : R2X2 — R2%2 aplicacion lineal, tal
que C(V;) = W;, i = 1,2,3,4. Sean P,Q € R?*2, como {Vi, Va, V3, V4 } es una base de R?*2 existen
ai,as,as, as, by, b, bz, by € R tales que

4 4
P=>"aVi y Q=Y bV
i=1 j=1

Abhora, usando el hecho de que {V1, Vo, V3, Vi } y {Wq, Wa, W3, W4} son bases ortonormales tenemos que

4 4
(cp),c@) = <Z aiC(Vi)aZbJC(Vj)> = Z a;b; (C(V;),C(V;))
4 = 4

4
=Y abi (W, Wy) = aibjdiy = ) aiby(Vi, V)

i,5=1 i,j=1 i,j=1

= Zaz‘VquJVj> =(P,Q).

i=1 j=1

Concluimos que C' preserva el producto interno. Por lo tanto, C' es una transformacion ortogonal. Sea T’ la
traslacion por B — C'(A). Entonces, la isometria F' = T o (' satisface las condiciones exigidas. En efecto,

F(A) = (ToC)(A) =T(C(A)) = C(A) + (B -C(4)) = B,
y por la Proposicién 3.7, tenemos
dFEA (V) =C(V;) =W,;, i =1,2,3,4.
Unicidad: Supongamos que F =T o C'y F = T o C satisfacen las condiciones de la proposicién, es decir,

F(A)=TF(A)= B y dFa(Vi) = dFa(Vi) = W,
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De la tltima relacion obtenemos que C(V;) = C(V;) = Wi;. Por el Corolario del Teorema 2.6 en [4],
tenemos que C' = C. Por lo tanto, T'o C(A) = T'o C(A) = B, es decir, T'y T" son traslaciones que llevan
C(A) en B. Concluimos de la Proposicién 3.4 que T' = T', por lo cual F' = F. ]

Definicién 3.8. Dos curvas regulares de orden 4, o, $ : I — R3 son congruentes si existe una
isometria F de R?*2 tal que 8 = F o a..

Proposicién 3.9. Sean a : I — R2*2 una curva regular de orden 4 parametrizada por la longitud de
arco con ki(s) > 0, Vs € I y F una isometria de R**?. Entonces la funcion @ = Foa : I — R?*? es
una curva regular de orden 4 parametrizada por la longitud de arco con curvaturas k1, ko, k3 y base mévil
{t, 7, b1, by} dadas por

k1(s) = ki(s), ka(s) = ka(s), k3(s) = ks(s),

f(s) = dFa(s) (t(s))a ﬁ(s) = dFa(a)(n(s))v 51(8) = dFoe(a)(bl (3))a 52(3) = dFa(s) (62(8)),

donde k1, ka, ks y {t,n, b1, b2} son las curvaturas y base mévil de «, respectivamente.
Demostracion: Como I’y a son diferenciables tenemos que @ es diferenciable. Ademas, tenemos que

@D (s) = dF,5)(aD(s)), i =1,2,3,4. 3.7

~vidd P~

Luego, por la inyectividad de dF, ) y el Teorema 3.1 em [5], obtenemos que {@'(s),a@”(s), @ (s), a™(s)}
es un conjunto linealmente independiente. Por la ortogonalidade de la transformacion dF, ), tenemos

[ ()l = [|dFas) (@' ()] = I/ (s)]| = 1.
Por lo tanto, @ es parametrizada por la longitud de arco. De (3.7) tenemos que

E(S) = dFa(s) (t(S))

Como dFys) es linear, preserva el producto interno y por (3.7), obtenemos que

E1(s) = [[@"(s)l| = ldFacs) (@ ()]l = [la” (s)]| = ka(s),

a’(s) _ dFags(a”(s)) _ a(s)
kis)  Fals) ‘dFa“)( )

7oy (s (@"(5)) = (@ (s), 1(s))dFa(s) (E(s)) — (@™(5), n(s))dFa(s) (n(s))

ba(e) [0 () — @ (s). £(3))t(s) — (@ (s), n(s))n(s)]
:dFa(S)(bl(s))7
Fa(s) = (7 (5). Ba(5)) = (dF (o) (0 (), APy (b (s))) = (0 (), bu(s)) = k().
Eg(s) = dFa(S)(bg(s)),
finalmente,

Fa(s) = (B1(5),ba(s)) = (dFa(s) (05(5)), dFags) (ba(s))) = (B (5), ba(s)) = ks(s).
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3.4. Teorema fundamental de las curvas en R%*2,

Teorema 3.3. [Teorema Fundamental de las curvas en R2%?]

(a) Si ky,ka,ks : I — R son tres funciones de clase C* con k1(s), k2(s), k3(s) > 0, para todo
s € I, existe una curva « : I — R?**2 parametrizada por la longitud de arco, tal que k1 (s) es la
primera curvatura, ko (s) es la segunda curvatura y ks(s) es a tercera curvatura de « en s para todo
sel.

(b) Lacurva « delitem (a) es tnica si fijamos un punto Py € R?*? y vectores ortonormales V;, Vs, Vs, V4
con las siguientes condiciones,

a(sg) = Py, &/(s0) = Vi, a”(s0) = k1(s0)Va,
o (s0) = —k3(s0)V1 + ki (s0)Va + k1(s0)k2(s0) V3,
al™)(s9) = =3k (s0)k1 (s0)Vi + (=K (s0) + k7 (s0) — k1(s0)k3(50)) Vo
+(2k1(s0)k2(s0) + k1(s0)k3(50)) V3 + k1(s0)k2(s0) k3 (s0) V-

(c) Sidos curvas a, 3 : I — R2?*? parametrizadas por la longitud de arco tienen la misma primera

curvatura, segunda curvatura y tercera curvatura, entonces « y 3 son congruentes.

Demostracion: Vamos iniciar probando (c). La idea es considerar una isometria F' conveniente y la
curva @ = F o a que es congruente a «, en seguida probar que @ = (. Fijemos sy € I. Usaremos los
indices o y (3 para indicar la curva a la cual se refiere la primera curvatura, segunda curvatura, etc. Por la
Proposicion 3.8 existe F isometria de R%*? tal que F'(a(sg)) = B(s0) y

dFa(So)(ta(SO)) = tﬁ(SO)v dFa(So)(na(SO)) = ”6(30)7

dFa(so)(bla(SO)) = blB(30)7 dFa(so)(an(SO)) = bQ,B(SO)'

Sea @ = F o «, denotemos por El, ko, etc, la primera curvatura, segunda curvatura, etc, relativos a la curva
«. Se sigue de la Proposicién 3.9 y de la I escogida que

a(so) = B(s0), t(so) =ts(s0), k1 =kia=kig, T(s0) =np(s0), k2= koo = kap,

bi(so) = big(so), ks =kso =ksg, ba(so) = bag(so).

Para probar que @ = f3, basta mostrar que ¢ = ¢g, pues en este caso tendremos @(s) — 3(s) constante y,
como a(sg) = B(so), podremos concluir que @(s) = 5(s), Vs € I. Consideremos la funcién f : I — R,
que a cada s € [ asocia

F(s) = l[t(s) = ta(s)lI” + [(s) — np(s)1* + [[b1(s) — bra(s)|* + [[ba(s) — bag(s)II*.

Entonces,
Fi(s) =20 (s) = t(5),1(s) — tp(s)) +2(0'(s) — njs(s),n(s) — np(s))

U

+2(5,(5) = bils(5),b1(5) = big(s)) + 2(By(s) — bafy(s), ba(s) — bas(s))

= 2k1(7i(s) — np(s), 1(s) — ta(s)) — 2k1(E(s) — ts(s),m(s) — np(s))
+2ko(by(s) — big(s),n(s) —ng(s)) — 2ka(n(s) —ng(s),bi(s) — bis(s))
—|—2E3<62(8) — bQ,@(S),Bl (S) — blﬂ(8)> - 2%3 <51(S) — blﬁ(s),gg(s) — b26(8)>

=0.

Por lo tanto, f es constante. Como f(sg) = 0, tenemos f = 0y, consecuentemente, ¢ = tg.
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Ahora mostremos (a). Para probar la existencia de o mostraremos primero que existe un referencial

ortonormal {t(s), n(s), b1(s), b2(s)} que satisface las férmulas de Frenet-Serret.

Por el Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales lineales (ver Teo-
rema 6 de la Seccién 7 del Capitulo 6 en [2] o ver Teorema 4.2.3 en [1]) tenemos que, fijados

(s0) = t11(s0) t12(so)  n(so) = n11(so) n12(so) |
t21(s0) t22(so0) na1(so)  maz(so)
b (s0) = (b1)11(s0)  (b1)12(s0) v ba(so) = (b2)11(s0)  (b2)12(s0) |
(br)21(s0)  (br)22(s0) (b2)21(s0)  (b2)22(s0)

el sistema de dieciséis ecuaciones diferenciales, 7,5 = 1,2

tii(s) = ki(s)n(s),

nii(s) = —ki(s)tij(s) + ka(s)(b1)i;(s), 58
(01)i;(s) = —ka(s)nij(s) + ka(s)(b2)i;(s),
(b2)§j(5) = k3(5)(b1) i(s),

posee una unica solucién con las condiciones iniciales dadas. En particular, existe una tnica solucién
tij,nij, (b1)i5, (b2)ij, 4,7 = 1,2 del sistema (3.8) cuando fijamos

0 0 0
t(sg) = , n(sop) = , bi(sg) = y ba(sg) = . (39
0 0 1 0 0 1

Vamos probar ahora que la solucién {t(s),n(s),b1(s),b2(s)} es una base ortonormal de R?*? para todo
s € 1. Para esto, consideremos las funciones

(t(s),t(s)), (n(s);n(s)), (b1(s),b1(s)), (ba(s),ba(s)), (t(s),n(s)),

(t(s),b1(s)), (t(s),b2(s)), (n(s),br(s)), (n(s),ba(s)), (bi(s),ba(s)),
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que satisfacen el sistema de diez ecuaciones diferenciales:

25\t t(s)) = 2ki(s)(t(s), n(s)),

%(n(S), n(s)) = —2ki1(s){t(s),n(s)) + 2ka(s)(n(s), bi(s)),
%a)l(s)v bi(s)) = —2ka(s)(n(s),bi(s)) + 2k3(s)(b1(s), ba(s)),
d
75 (02(5),02(5)) = —2ks(s)(ba(s), ba(s)),

d

S (t(s),n(s)) = —ki(s)(t(s),t(s)) + ki(s)(n(s),n(s)) + k2(s)(t(s), br(s)),

2 (88)ba(s)) = ku(s)(n(s), ba(s)) — ka(s){t(s), n(s)) + ka(s)(t(s), ba(s)),

2 (8(8) b2(s)) = ku(s){n(s), ba(s)) — ks(s)(t(s), ba(s)),

25 8),01(5)) = —ki(s)(t(s), bu(s)) + k2(s5)(b1(5), ba(s)) — ka(s){n(s), n(s)) + ks(s)(n(s), b2(s)),
75 1(8),02(5)) = —ka(s)(t(5), b2(s)) + ka(5)(b1(5), ba(s)) — ks(s)(n(s), ba(s)),

%(bl(é’%bz(s)) = —ka(s)(n(s), ba(s)) + k3(s)(b2(s), b2(s)) — ks (s)(b1(s), b1(s)),
con condicidn inicial:
(t(s0),t(s0)) = (n(s0),n(s0)) = (b1(50),b1(50)) = (b2(s0),b2(s0)) = 1,
y

(t(s0),n(s0)) = (t(s0),b1(50)) = (t(50), b2(80)) = (n(s0), b1(50)) = (n(s0),b2(s0)) = (b1(s0),b2(s0)) = 0.

La solucién para ese sistema de ecuaciones diferenciables es tnica y es dada por las funciones:

(t(s),t(s)) = (n(s),n(s)) = (br(s),b1(s)) = (ba(s), ba(s)) = 1,

(t(s),n(s)) = (t(5), br(s)) = (t(s), ba(s)) = (n(s),b1(s)) = (n(s),ba(s)) = (br(s),ba(s)) = 0.

En efecto, basta substituir estas funciones en el sistema de arriba para verificar que forman una solucién del
sistema.

Por lo tanto, la solucion de (3.8) con la condicion inicial (3.9) forma un referencial ortonormal. Defini-
mos la curva o : I — R?*2 por

ols) = [ :t<f>d£.

Como o/(s) = t(s), entonces « es una curva parametrizada por la longitud de arco s.
Afirmacion 3.4. « es una curva regular de orden 4.
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De hecho, primero observe que

a'(s) = #(s),
a’(s) = ki(s)n(s),
a(s) = —ki(s)t(s) + ki (s)n(s) + kr(s)ka2(s)ba(s),
al®(s) = =3ki(s)ki(s)t(s) + (=KD (s) + kY (5) — ku(s)k3(s))n(s)

+(2k1(8)ka(s) + kr(s)ks(s))br(s) + K1 (s)ka(s)ks(s)ba(s)-

Como {t(s),n(s),bi(s),b2(s)} es un conjunto ortonormal, y siendo k1, ko y ks no nulos, tenemos que el
conjunto {/(s),a”(s),a”(s),al™)(s)} es linealmente independiente para todo s € I.
También, se tiene

(k2)a(s) = (n4(s), (b1)a(s)) = (n'(s), br(s)) = ka(s),
analogo al cdlculo de by (s), puede ser mostrado que

_ ©k()k)bs) _,
02)e(9) = e ks o) ~ 2

asi,

(ks)a(s) = ((b1)a(s), (b2)a(s)) = (Vi (5), b2(s)) = ks(s)-

Finalmente, mostremos (b). Unicidad: Sean «, 3 : I — R2*2 dos curvas parametrizadas por la longitud de
arco tales que

(k1)a = (k1)g = k1, (k2)a = (k2)p = k2, (k3)a = (k3)p = ks,
a(so) = B(s0) = Po, a'(s0) = B'(s0) = V1, " (s0) = " (s0) = k1(s0) V2,
o (s0) = 8" (s50) = —k3(s0) V1 + ki (s0)Va + k1 (s0)k2(s0) Vs,
al)(s9) = BU)(s0) = —3k1(s0) K1 (s0)Vi + (—k$(s0) + k7 (50) — K1 (50)k3 (50)) V2
+ (2K (s0)k2(s0) + k1(s0)k5(s0))Va + k1(s0)k2(s0)k3(s0)Va.

Entonces, na(so) = ng(so) = V2, (b1)a(s0) = (b1)s(s0) = Vz'y (b2)a(s0) = (b2)s(s0) = Vi. Co-
mo {ta, Na, (b1)a, (b2)a}t y {ts,ns, (b1)s, (b2)s} son soluciones del sistema (3.8) con condicién inicial
{V1, Va, V3, V4}, tenemos que oo = 3.

Existencia: Dados Py € R?*2 y V, Va, V3, Vy vectores ortonormales, el sistema (3.8) tiene una tinica
solucién {t(s),n(s), b1(s), b2(s)} con condicidn inicial ¢(sg) = V1, n(sg) = Va, b1(so) = V3 y ba(so) =
V4. Note que

a(s) = [ s+
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es una curva parametrizada por la longitud de arco, con

a(so) = Po, ta(s) = t(s), na(s) = n(s), (br)als) = b1(s), (b2)a(s) = ba(s)

(F1)a(s) = k1(s), (k2)a(s) = ka(s) vy (ks)a(s) = ks(s),

para todo s € I. ]
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4. Conclusiones. Este trabajo estudio la geometria de las curvas matriciales de orden 2 x 2 con coefi-
cientes reales. Usamos el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para generar un referencial moévil
conveniente. Asi, obtenemos las formulas de Frenet-Serret. Finalmente, probamos una version del teorema
fundamental de las curvas matriciales de orden 2 x 2.
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