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Abstract
In several previous works, different predation models have been modified by considering the use of prey
refuges, for which a partial analysis of their dynamics is done.

In some of them, it is stated that the use of refuge has a stabilizing effect on the predator-prey inter-
action. One of the purposes of this paper is to show that some of these new systems, derived from the
Lotka-Volterra model, this assertion is not fulfilled.

In this work, several of the models studied have more than one positive equilibrium point, and the
behavior of the solutions is highly dependent on the initial conditions.

Keywords. Predator-prey model, refuge, stability, bifurcations, limit cycles, separatrix curves

Resumen
En diversos trabajos anteriores se han modificado diferentes modelos de depredacion considerando el uso
de refugio de presas, para lo cual se efectiia un andlisis parcial de su dindmica.

En algunos de ellos se afirma que el uso de refugio tiene un efecto estabilizador en la interaccion
depredador-presa. Uno de los propdsitos de este trabajo es mostrar que en algunos de estos nuevos siste-
mas, derivados del modelo de Lotka-Volterra, no se cumple tal afirmacion.

Varios de los modelos estudiados tienen mds de un punto de equilibrio positivo, y el comportamiento
de las soluciones son altamente dependientes de las condiciones iniciales.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, refugio, estabilidad, bifurcaciones, ciclos limites, curvas separatrices.

1. Introduccion. La incorporacién de las complejidades naturales y el realismo al marco formal bési-
co de los modelos de depredacidn, desarrollados desde la primera mitad del siglo XX a partir de los trabajos
publicados por Alfred Lotka por una parte y Vito Volterra en 1926 [31], han permitido profundizar en los
estudios sobre Ecologia de poblaciones y especificamente la teoria depredador-presa [3].

Poco a poco se han ido agregando nuevos aspectos a ese elemental y primal modelo [3]. El analisis de
nuevos modelos sencillos, en los que se incorporan algunos fenémenos ecolégicos, arroja luz y abre nuevas
perspectivas sobre esta interesante interrelacion entre especies [13].

En las etapas iniciales se incluyeron efectos dependientes de la densidad sobre la dindmica endégena
de depredadores y presas, proponiendo funciones no-lineales para el consumo de presas por parte de los
depredadores, las llamadas respuestas funcionales o funciones de consumo [4].
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De esta forma, el comportamiento de los depredadores fue considerado explicitamente en los modelos
depredador-presa. Posteriormente se ha trabajado e incorporado a la teoria de la depredacion el comporta-
miento de las presas o de los depredadores y sus consecuencias a nivel poblacional.

Hay variados factores ecoldgicos que cambian el comportamiento dindmico de un ecosistema [29]
como la migracion, la cosecha o captura de una o ambas especies, la agregacion [29], el miedo, las enfer-
medades, etc.

Ademéds, cualquier estrategia que utilice la poblacién de presas para disminuir el riesgo de depredacion
[28], es un comportamiento antidepredador (APB); algunas de estas conductas son: la reduccién de la
actividad de las presas, la agrupacion de presas [29], reduccién de la visibilidad de las presas, tamafio
del cuerpo de la presa demasiado grande o demasiado pequefio para las capacidades del depredador, la
migracion vertical [26], el desarrollo de defensas quimicas y morfolégicas, etc.

Sin embargo, no todos ellos pueden ser modelados por simples expresiones matematicas [17, 26].

Uno de los comportamientos més relevantes afectando la depredacion es el uso de refugios espaciales
o madrigueras o guaridas por parte de las presas.

En algunos articulos publicados anteriormente, se ha afirmado que el uso de refugios por parte de una
fraccion de la poblacién de presas tendria un efecto estabilizador en las interacciones presa-depredador [25].
Pero esta afirmacién es discutible, atin desde el punto de vista tedrico, como mostraremos en este articulo.

Por un efecto estabilizador se entiende que: la proporcion de presas en los refugios debe: (1) disminuir
con el aumento de la densidad de presas, o (2) aumentar tanto con el aumento de la densidad de depredadores
como con el aumento de la presion de depredacion [28].

El objetivo principal de este trabajo es el andlisis de modelos depredador-presa tiempo continuo deri-
vados del conocido modelo de Lotka-Volterra [30], considerando el uso de refugio por las presas, descrito
con distintas expresiones matemdticas.

La caracteristica esencial de estos modelos es que son modelos compartimentados, siendo casos parti-
culares del modelo de tipo Gause [9, 10]; la funcién de consumo de los depredadores en todos los ejemplos
sera la respuesta funcional lineal [4, 22].

En los modelos que estudiaremos se supone que una fraccién de la poblacién de presas z,. utiliza un
refugio, es decir, un lugar fisico en el que las presas viven o se esconden temporalmente [18, 20].

1.1. Uso de refugio por una fraccion de la poblacion de presas. Segin Robert M. Taylor [29], los
diferentes tipos de refugios se pueden clasificar en tres tipos:
a) aquellos que brindan proteccién espacial permanente para pequefios subconjuntos de la poblacién
de presas,
b) las que brindan proteccion espacial temporal, y
¢) aquellos que brindan un refugio temporal en nimero, es decir, disminuyen el riesgo de depredacion
al aumentar la abundancia de presas vulnerables.
La mayoria de los modelos existentes solo han considerado principalmente un nimero constante o una
proporcién constante de presas seguras en los refugios [13, 17, 28].
Sin embargo, el uso de refugio por una fraccién de la poblacién de presas x, puede ser especificado
por diferentes funciones [17] tales como:
1. z, = Bz, proporcional a la cantidad de poblacién total [23],
2. z, = o0, una cantidad fija de lugares utilizada para esconderse [23],
3. x, = ey, proporcional a la cantidad de depredadores presentes en el entorno, si se incrementa la
cantidad de depredadores aumenta el uso de refugios por parte de las presas [27],
4. x, = dxy, proporcional a la cantidad de encuentros entre ambas especies [16, 17],

5 x, = i—xa una cantidad creciente de presas que evaden la depredacion pero saturada [1, 2, 18],
2
6. z, = xi%wz, una cantidad creciente de presas evadiendo la depredacion pero muy pocas al princi-

pio (funcién sigmoidea) [1].

Aunque todas estas formas para describir la cantidad de presas no expuestas a la depredacion, tienen
una adecuada justificacién ecoldgica [17], pensamos que el uso de refugio de presas debe pagar alguna
penalizacion por esta proteccion [17, 26]; por ejemplo, el tiempo pasado en los refugios puede implicar una
disminucién de las tasas de alimentacion o reproduccidn de las presas [28], lo que motiva otra modificacio-
nes a los modelos que aqui no serdn consideradas.

Esta variedad de funciones para la cantidad de presas refugiadas, dard lugar a varias versiones diferentes
del modelo de Lotka-Volterra. Cada variante requerira un analisis local por separado.

1.2. Areas marinas protegidas. La estabilidad de las especies que interactian es un problema impor-
tante en el manejo de poblaciones explotadas y es importante que el modelo matematico de una interaccion
natural sometida a explotacién pronostique las condiciones que modifican la estabilidad del sistema que
representa la interaccion [7].
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Particularmente, este requisito es fundamental en pesquerias donde muchas poblaciones de peces han
sido sobreexplotadas a través de la captura realizadas por empresas a cargo de seres humanos; basados en
este motivo, estimamos que los modelos deben estar bien planteados [4] y analizados para su aplicacién en
el manejo de recursos [7].

La creacion de reservas marinas o dreas marinas protegidas (AMP) o dreas de no-pesca para la preser-
vacion de variadas especies marinas [14], pueden ser consideradas como pseudo-refugios”; son modelos
de refugio para la sustentabilidad de los recursos marinos renovables.

Este manejo se puede lograr dividiendo la poblacién en dos subconjuntos espacialmente distribuidos,
de modo que uno de ellos prospere en una drea protegida, mientras que el otro crece en una zona de libre
acceso [14].

De todas estas consideraciones, es evidente que los efectos del refugio de una fraccion de las presas en
las interacciones de depredacion bien puede ser un tema bastante complicado. Por eso nos parece necesario,
desmitificar la repetida frase que asegura: .° refugio usado por una parte de la poblacién de presas es
estabilizante de la interaccién”.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2 describiremos las implicaciones
del uso de refugio de presas en el modelo Lotka.Volterra. En la seccion 3, exhibiremos otros modelos que
incorporan refugio considerando un andlisis basico. Las implicaciones ecoldgicas de nuestros resultados
analiticos se discuten en la Seccién 4.

2. Modelo de Lotka-Volterra con refugio. El modelo depredador-presa mds elemental en que se han
considerado los efectos de refugio por parte de la poblacién de presas, se propone en [23]. Efectuando
una modificacién al conocido modelo depredador-presa de Lotka-Volterra [22, 30]; se obtiene el siguiente
sistema auténomo de ecuaciones diferenciales no lineales:

de  _ il —
X (z,y) : jt re=—q@=-ar)y 2.1
T = E-2.)—c)y,

donde z (t) e y (t) son los tamafios de las poblaciones de presas y depredadores en el tiempo ¢ > 0,
respectivamente (como se considerara en todo el resto del trabajo).
Siempre se debe cumplir que x > =z, , para que el sistema exprese un modelo de depredacién. Los
pardmetros son positivos y sus significados ecoldgicos, en este y los siguientes modelos, son:
e 1 es la tasa de crecimiento intrinseco de las presas,
e ¢ indica la tasa de consumo de los depredadores
e p es la tasa de conversion de biomasa de presas en el nacimiento de nuevos depredadores,
e cexpresa la mortalidad de los depredadores en ausencia de presas.
Considerando las diferentes alternativas descritas anteriormente para representar la fraccioén z,. de la
poblacién de presas en un refugio tenemos los siguientes seis modelos.

Caso I

Suponiendo z,, = Bz propuesto en [23].

Claramente, la respuesta funcional lineal es h (z) = ¢ (1 — 8) =, con 0 < 8 < 1; el vector de pardme-
troses u = (r,q,p, ¢, ) € Ri % ]0, 1[. El sistema obtenido es del tipo Kolmogorov [9, 11], pues los ejes
coordenados son conjuntos positivamente invariantes.

El modelo resultante es topolégicamente (cualitativamente) equivalente al modelo original de Lotka-
Volterra, en el cual todas sus 6rbitas o trayectorias son ciclos que rodean la tinica singularidad positiva.

En este caso, tal inico punto de equilibrio positivo en el primer cuadrante es P, = (ﬁ, ﬁ),
con 0 < B < 1. Este punto siempre existe en el primer cuadrante y estd desplazado con respecto al
equilibrio sin refugio, siendo neutralmente estable. Esto es, todas las trayectorias del sistema son curvas
cerradas alrededor de dicho punto, conformado un conjunto denso de soluciones. Es decir, el punto de
equilibrio P, es un centro.

Por tanto, podemos afirmar, que el refugio proporcional al tamafio de la poblacion de presas, no cambia
la estabilidad del modelo de Lotka-Volterra que describe la interaccion.

Caso II

Suponiendo x,, = o propuesto también en [23].

Esta funcién constante implica que la fraccidon de presas refugiadas puede ocupar un nimero fijo de
lugares para esconderse. Tenemos ahora el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden:
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de  _ ol —
X, (z,y) : ;“ re—ql@=o)y (2.2)
o = -0 -y,

definido en
Q= {(x,y) ERZz >0,y > 0},conp = (r,q,p,c,0) € R}.
El sistema no es del tipo Kolmogorov, ya que el eje vertical no es un conjunto positivamente invariante.
Ademés, se debe cumplir que x — o > 0, para que represente un modelo de depredacion.
Las isoclinas son
plx—0o) —c=0yrz—q(x—0o)y=0.
Entonces, se tiene

T c+po
p .

Y= qa—) Y e = 75

c+po  r(ctpo)
p

El sistema tiene un tnico punto de equilibrio positivo ( T eq ) , ademads del punto de equilibrio

(0,0). Luego, tenemos:

Proposicion 2.1. Naturaleza de los puntos de equilibrio caso Il
a) El punto de equilibrio (0, 0) es silla hiperbdlica.
ct+po  r(ctpo)
p 7 cq

Demostracion: Es inmediata evaluando la matriz Jacobiana, la cual es:

r—qy —q(x—o)

DXP ($7 y) = ’
Py pbr —po—c

a) Evaluando en el punto (0, 0) se tiene que

b) El vinico punto de equilibrio positivo < ) es global asintoticamente estable.

r qo
DX,(0,0) = ,

0 —po—c
detDX,(0,0) = —r (c+po) < 0.
Y el punto (0, 0) es silla hiperbélica.

b) La evaluacién de la matriz Jacobiana en el punto (CJF%’ r(%qpav es

Dx, (s, et e T4
P p cq - + ’
prrCc(I;U O

Luego,
detDX, (z,y) =cr+pr >0y
trDX, (z,y) = —prZ <0.
Por tanto, el punto es local asintéticamente estable en el plano de fase.
Como es el tinico punto de equilibrio atractor, aplicando el Teorema de Poincaré-Bendixson, el equili-
brio es global asintéticamente estable (gae). ]

Observacion 2.1. 1. Este resultado ha llevado a muchos investigadores a afirmar que el uso de refu-
gios por parte de una fraccion de la poblacion de presas tiene un efecto estabilizador en la interaccion
depredador-presa [19, 23]. Pero como veremos en los siguientes modelos, los efectos del refugio depen-
den dindmicamente de la forma matemdtica que se utilice para representar la fraccion de la poblacion de
presas a cubierto.

2. Para demostrar la estabilidad global se puede construir ademds, una funcion de Lyapunov adecuada
[11, 19] y usar el Criterio de Dulac [7] para probar la inexistencia de ciclos.

Caso III

Sea z,, = ey propuesto en [27].

Esta funcién expresa que la fraccion de la poblacion de presas en refugio es proporcional a la poblacién
de depredadores en el medio ambiente [27]. Esto es, cuando mds grande es el tamaifio de la poblacién de
depredadores, lo més probable es que un individuo presa perciba el peligro y tome acciones para reducir su
riesgo de captura [27].

El sistema que no es del tipo Kolmogorov y que describe este comportamiento es

Xp(zy) i T re=q(@ =)y 2.3)

o = E-e) -9y,
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con m = (r,q,p,c,€) € Ry x — ey > 0, definido en
Q={(z,y) €RE : 2z >0,y > 0}.
Los puntos de equilibrio son (0,0) y los determinados por la interseccion de las isoclinas, las cuales
son:
Dre—q(z—ey)y=0,0qey*> — quy +rx =0,0
2
el cual existe si qy — r > 0.
Dplz—ey) —c=0,y= é(px—c),ox: %(c—&—pye).
Sustituyendo y en la primera ecuacién tenemos
Tm—q(x—ﬁ(p%(px—d)) p%(px—c)zo,o
_ca Ca_ —
(7‘ P 6) T+ pPe 0,0z = p(cq—pre)”
Sustituyendo z en la primera ecuacién se obtiene
qey® — qy; (c+pye)y + 15 (c+pye) = 0,0
_ cr
Y= cq—pre’
La matriz Jacobiana del sistema (2,3) es

r—qy —q(x—2ey)

xTr =

DXy (z,y) =
Py  pT —cC— 2pey

Proposicion 2.2. Naturaleza de los puntos de equilibrio caso III
I) El punto de equilibrio (0, 0) es silla hiperbdlica para todo valor de pardmetros.
2
P LS cr
p(cg—pre)’ cq—pre

II) El dnico punto de equilibrio ( ) existe, si solo si, cq — pre > 0, y es global

asintoticamente estable.
Demostracién: T) Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (0, 0) se tiene

r 0
0 —c
Luego, detD X (0,0) = —rc < 0.

Y por tanto, (0, 0) es silla hiperbélica.
II) La matriz Jacobiana es

DX, (0,0) =

c—pey
r—qy —q<P
DX, (z,y) = Y P ,
py —bye

Luego,
detDX,; (x,y) =y (cq —pre) >0,y

trDXw(xay>=7“—y(q+p6)=T—(C : )(q+pe)=—pre et <,

cq—pre cq—pre

qc2 cr
p(cq—pre)’ cq—pre
Como es el tnico punto de equilibrio atractor en el plano de fase, aplicando el Teorema de Poincaré-
Bendixson, el equilibrio es global asintéticamente estable (gae). ]

Luego, el punto de equilibrio ( ) es local asint6ticamente estable.

Caso IV

Supuesto z,. = §zy propuesto en [16, 17].

Ahora se considera que el uso de refugio por parte de una fraccioén de la poblacion de presas para evitar
la depredacion es proporcional a los encuentros entre presas y depredadores, es decir, x,. = dzy [16, 17] El
nuevo sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden es del tipo Kolmogorov [9, 11] dado por:

de  _ (1 —
X, (z,y): ;“ re =gl = dy)ay (2.4)
T = (p(l-dy)z —c)y.

definido en
Q={(z,y) €R3 : > 0,y > 0},con = (r,q,p,c,0) € R}
Ademds, debe cumplirse que 1 — dy > 0,i.e.,y < %.
Los puntos de equilibrio son O = (0,0), y Q. = (z¢, Ye ), donde y,. satisface la ecuacién polinomial

P(y) = q0y® —qy +r=0.

Sea A, = ¢ — 4qrd. Las soluciones son:
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i) dos reales positivas, si y sélo si, A, > 0, las cuales son:
Y1 = 345 (qf Q(qf4r5)),ey2 = 553 (q+ \/‘J(Q*47’5))’

con0 < y; < yo.
ii) una tnica raiz real positiva, si y sélo si, A, = 0, dada por
— 1.1
. Yx = 25345 .
iii) no tiene raices reales, si y solo si, Au < 0.

De la segunda isoclina p (1 — 0y) x — ¢ = 0, se tiene que p (1 — dy) x — ¢ = —pady + (px — ¢)

_ pz—c
Luego, y = 5z
Esta es una funcién saturada pues

r—C

Como x = p(TCﬁy) la abscisa de los interceptos de las isoclinas son:

_ - _ q _
o= p(l—éﬁ(q—c\/ﬁ%qr&)) B 20p(q+\/q2—4q7“6) B
_ _ q _
2= 17(1—5ﬁ(q-~f q2—4qr5)) B 2Cp(q—\/q2—4q7”5) B

Las gréficas de las isoclinas se muestran en la figura 2.1

B

o (q —Valg— 47“5)),
o8 (q+ \/q(q—4r6)>.

N[ =
|

N[ =

y_ ________________

I + f t f t } t f

X

Figura 2.1: Grafico de las isoclinas; en rojo la curva saturada y = 25—, y en verde la ecuacién qdy® —qy+

r = 0, cuando g > 476; en azul la ecuacién ¢dy? — qy + r = 0, cuando ¢ = 476

Luego,
A) existen dos puntos de equilibrio positivos (z1,¥y1) ¥ (22,y2), si y s6lo si, g > 4r0.

B) existe un punto de equilibrio positivo (., ¥« ), si y sélo si, ¢ = 4r9.
C) no existen puntos de equilibrio positivos, si y s6lo si, ¢ < 4r6.

La matriz Jacobiana es
r—qy+qdy®  qz(2y6 —1)

—py(yd —1) px—c—2pryd
Nétese que DX, (z,y),, =1 — qy + q0y? = P (y).

DX/J (%y) =

Proposicion 2.3. Naturaleza de los puntos de equilibrio caso IV
a) El equilibrio (0,0) es una silla hiperbdlica.
b) Supongamos que q — 4ré > 0. Entonces,
bl) El punto de equilibrio positivo (1, 1) es local asintéticamente estable.
b2) El punto de equilibrio positivo (x2,y2) es es una silla hiperbdlica.
1 c

¢) Supongamos que q — 4r§ = 0. Entonces, el punto de equilibrio (x,y.) = (2 17‘15, %) es una

silla-nodo no-hiperbdlica atractor.
5)

d) Siq—4rd < 0, no existen puntos de equilibrio positivos y las trayectorias tienden al punto (oo7 5)
Demostracion: a) La evaluacién de la matriz Jacobiana en (0, 0) es

r 0

DX, (0,0) =
0 —c
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Luego, detD X, (0,0) = —rc < 0, y el equilibrio (0, 0) es una silla hiperbélica.
b) La matriz Jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio positivo es
DX/L (:177y) = (I*; y*)
I) Comop (1l —dy)x —c=0,0pr— c=pdzy; reemplazando se tiene
DX, (z,Y)qy = péxy — 2pdxy = —pdxy.
1) Como —py (dy — 1) ¢0y* —qy=q (3y* —y) +r= (09> —y) = — L.
Claramente DX, (x,y),, = .

q
Por lo tanto, la matriz Jacobiana en los puntos de equilibrio positivo es

0 (20y—1)qx
DX/A (I7y) =

=[3

—poxy
En consecuencia,
detDX,, (z,y) = - (1 — 26y) gz,
el cual depende del 51gno del factor T (y) = 1 — 2dy.
Evaluando este factor en los puntos (z1,y1) y (x2,y2) se tiene:

X1,
bl) T(y)=1—20y=1— (L&( e f4qr5>):5s/q274qr5>0.
Es decir, detD X, (x1,y1) >

Luego, la naturaleza del equlhbrlo (21, y1) depende del signo de la traza.
Se tiene que trD X, (x1,y1) = —pdz1y1 < 0,y el punto es local asintéticamente estable.

b2) T (y2) =1—20y=1—2§ (ﬁ (q—i— V¢ —4qr(5)) = —%\/qz — 4qré < 0.

Es decir, detDX,, (z2,y2) < 0,y el punto (z2,y2) es una silla hiperbélica.
¢) El factor T evaluado en el punto de equilibrio (x4, y.) es T = 0, y la traza de la matriz Jacobiana es
trDX,, (x,y) = —pda.y. <0,
y el punto (z., y.) es una silla-nodo no-hiperbélica atractora.
d) Cuando g — 41§ < 0, no existen puntos de equilibrio positivos. Como (0, 0) es punto silla para todo
valor de pardmetros, por Teorema de Poincaré-Bendixson las trayectorias deben tener un w — limite.
Es claro que la isoclina de las presas no influye en la estabilidad de las soluciones.
pr—c

Dado que la isoclina de los depredadores es la tnica que influye y lim,_, ( 52 ) = £, entonces las
trayectorias tienden al punto (oo, %). |

Observacion 2.2. 1. Es claro que la existencia de un punto de equilibrio localmente estable no implica
la estabilidad global de dicho punto. El hecho que (x2,ys) sea una silla hiperbdlica (caso b2), es un
resultado bastante interesante; como el conjunto ) es la region positivamente invariante, entonces hay
tamarios de poblacion iniciales para los cuales, a largo plazo, las poblaciones tienden a ( 0, g )

Existen curvas separatrices determinadas por las variedades estables Wi, (z2,y2) y W3, (72, y2)
del punto (x2,ys), dividiendo el comportamiento de las trayectorias en el espacio de fase.

2. La incorporacion del uso de refugio de presas proporcional al encuentro entre ambas especies puede
implicar el aumento de la poblacion de presas a un gran tamario, mientras que el tamario de la poblacion
de depredadores tiende a la cantidad fija §

Lo mismo sucede en el caso que no existen equilibrios positivos.

Caso V

Supongamos =, = ffa propuesto en [1, 18].

Esta funcion expresa que la fraccion de presas en los refugios es una funcién saturada. Esto significa
que las presas se esconden rapidamente pero los lugares para ocupar se completan en un tamafio £.

El modelo es descrito por el sistema de tipo Kolmogorov [9, 11] dado por:

L = ra—q(a-L5)y

b - (o))
definido en

Q={(z,y) €RE : 2 > 0,y > 0},conb = (r,q,a, 3,p,c) € RY.
Para simplificar los calculos hacemos un cambio de variables y un reescalamiento del tiempo dado por
la funcién
¢ :R%2 xR — R% x R, de modo que ¢ (u,v,7) = (ﬁu Ly, L (u—i— ) ) = (x,y,t).
Reemplazando, factorizando y simplificando se tiene

Xo (w,y) (2.5)
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du 8
G = ru—q(l Bu+a)uv

B () )

% = ru(l—(u—l—g—l)wnv)
s = pa((urg 1) dpu s )
w _ dudr _ du_r dv _ dvdr _ dv _ 7

_ T 4. du
Sea T = u+%t’ luego, G = Grar = @r wtrs Yat T drdt — drout

Reemplazando y factorizando se obtiene

‘;—Z = u(u+%—(u+ﬂ 1 v)

dv  __ el c a
e (G R G

Definimos nuevos parametros por B = %, A= % yC = ﬁ.

Entonces, el sistema (2,5) es topolégicamente a

Up (u,v) :

U (u,v) :

= .
B

Vo (u,v) :

du  _ _ _
Yo (o) d u(u+A—(u+A—-1)v) 2.6)
v = B(lu+A-1)u —C(u+A))v

conp = (A,B,C) € Ri. Se debe cumplir que v + A — 1 > 0, para que el sistema represente un
modelo de depredacion.
Las isoclinas son

v=gywt+A-1u —C(u+A)=0.
Los puntos de equilibrio son O = (0,0), y (u.,ve), donde u, satisface la ecuacién polinomial

Pu)=u*+(A-C—-1)u—AC =0,

la cual tiene una Unica raiz positiva dada por
up = 1 (—(A—Cfl)Jrﬁ),

conV =(A—C—1)>+4AC.

De la primera ecuacién se obtiene la isoclina v = ufﬁ;f I
(u+A—1D)u
—

De la segunda isoclina se tiene que (v + A) =
v = (u+A—-1)u

Luego, lurA—DC = G-puestoqueu + A —1> 0.
La matriz Jacobiana es
(1-2u—A)v+ (A4 2u) —u(A+u—1)

DY, (u,v) =
! Bu(A—C+2u—1) (C—A+1)u—u?+AC

Proposicion 2.4. Naturaleza de los puntos de equilibrio en el caso V
a) El punto de equilibrio (0,0) es punto silla hiperbdlico.
b) El punto de equilibrio (uz,v2) es
bl) atractor localmente estable, siy sélo si, C > AA_H,
b2) repulsor, rodeado de un ciclo limite atractor; si y sélo si, C' < AA_H,
b3) Un foco débil, siy sélo si, C' = Aiﬂ.
Demostracion: a) La matriz jacobiana evaluada en (0, 0) es

A 0

by, 0.00=1 "o _pac |

y (0,0) es punto silla, pues detDY, (0,0) = —BA%*C < 0.

b) Las primera componente de la matriz Jacobiana evaluada en (us, v2) es
2
D}/p (UQ,UQ) — (1 — oy — A) % + (A + ZU) — —2u +(2CEA+1)M+AC.
Como u? + (A — C — 1) u — AC = 0, reemplazando se tiene:
—2u?+ (2C — A+ 1) u+ AC = — (u+ AC — Au).
Por lo tanto, la matriz Jacobiana evaluada en (uz, v2) es
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DY, (u2,v2) =
14 ( 2 2) B%ﬁ 0

Entonces,

detDY, (ug,v2) = B%N(A +uz —1) > 0.
Luego, la naturaleza del punto de equilibrio depende de la traza, y

tI'DYp (Ug,l}g) = % ((A — 1) U — AC)
Puesto que el factor T = (A — 1) ug — AC = uy — (u2)® = ug (1 — uy).
El signo de trDY), (u2,v2) depende del factor T = 1 — us.

Como ug = % (— (A-C-1)+ ﬁ),reemplazando en el factor 1" se tiene
T:lfugzlf%(f(AfC’—l)+ﬁ) :%<A*C*ﬁ+1).

Supongamos que A — C' —/V +1 =0,
es decir,
A-CH+1=VV,
(A—C+1)>=V=(A-C—-1)°+4AC,
(A—C+1)? - ((A—C—1)2+4AC) —0.
O sea,
—4(-A+C+ AC) =0,
—A+C+AC=(A+1)C—-A=0.
Luego,
trDY,, (uz,v2) < 0,siy sélosi, C > A5,
trDY), (ug2,v2) > 0, siy sélosi, C' < Aiﬂ,
trDY), (uz, v2) = 0, siy sélosi, C = .
Por lo tanto, el punto (us, v2) es
I) atractor localmente estable, si y sélo si, C' > AA_H,
I) repulsor, rodeado de un ciclo limite atractor, si y sélo si, C' < Ai-&-l’

1) Un foco débil, si y sélo si, C' = 445

]

Observacion 2.3. Nuevamente se tiene un modelo en el cual no se cumple que el refugio de parte de
las presas tiene un efecto estabilizante en la interaccion, debido en este caso, a la existencia de un ciclo
limite estable. Cuando C' > ALH, los tamarios poblacionales de presas y depredadores oscilan alrededor
del vinico punto de equilibrio positivo.

Caso VI
Suponiendo que la fraccion de presas en los refugios es dada por la funcién sigmoidea saturada x, =

2
ﬁﬁa Esta funcién expresa el hecho que las presas se esconden rapidamente después que han considerado

que la cantidad de depredadores presentes es alta, pero disponen de una cantidad maxima S de los lugares
a ocupar. El modelo es descrito por el sistema del tipo Kolmogorov [9, 11, 19].

2
X, (2,y) : @ = ”’q(x*fgﬁ)y @7
v ,Y) - dy _ (p(l_ﬂiaj)x—c) .
di wita? g

definido en
Q= {(x,y) ERI : 2 >0,y > O},conv = (r,q,a, 8,p,c) € RY.
De nuevo, para simplificar los cdlculos haremos un cambio de variables y un reescalamento del tiempo.
Seax = fu,y = gv,yt: % <u+%>7.
Omititiremos los detalles que son similares al caso anterior, tenemos que el siguiente sistema topologi-
camente equivalente al sistema (2,7).

du 2 2 _ (.2 2
Zo(uv):d T u(u? 4+ A% — (u? 4+ A% —u) v) 28
g—: = B((u2+A2—u)u—C(u2+A2))v,

definido en
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Q={(z,y) €RF : v > 0, v > 0},cond = (B, A,C) € RY.
Se debe cumplir que u? + A2 — u > 0, para que el sistema represente un modelo de depredacién. Las
isoclinas son .
v = my (u2+A2—u)u —C(u2+A2) = 0. Ademds, v = &.
Los puntos de equilibrio son (0,0), y (e, v.), donde u, satisface la ecuacién polinomial

P(u) =u® — (C+ 1) u?® 4+ A%u — AC = 0.

Usando la regla de signos de Descartes se deduce que el polinomio P (u) puede tener hasta tres raices
reales positivas, una o dos, una de ellas con multiplicidad dos.

Sea u = H, laraiz que siempre existe.

Dividiendo P (u) por u — H, se tiene

WCo(CHNH AT AN 2 (O~ H 4 1wt (A2 — H (C — H +1)) = Py (u).

El polinomio P; (u) es un factor del polinomio P (). El resto de la divisién es
R(H)=H®—-(C+1)H?+ A2H — A’C =0.

SeaA=(C—H+1)>—4(A2—H(C - H+1)).

La ecuacién

Pi(u)=u*—(C—-H+1)u+ (A>—H(C—-H+1)) =0,

tiene:
I) dos raices reales positivas, si y sélo si, Ag > 0, dadas por: Uz = % (C’ -H+1- JTS) y
us =1 (C— H+1+Ag),
con ug < Uy.
1) una raiz real positiva, si y s6lo si, Ag = 0, dada por:
Ui = 5 (C— H+1),
III) ninguna raiz real positiva, siy sélo si, Ag < 0.
Lamentablemente no podemos establecer la relcién entre uq, us y H, por lo que haremos la siguiente
suposicion:
uz < uyg < H.

La matriz Jacobiana es
DYy (u,0) = (2u — 3u? — A%) v + (A% + 3u?) —u (A% +u? —u) ,
B (A% = 2Cu — 2u + 3u?) v —B (A2C — A%u+ Cu? + u? — u?)

2.1. Naturaleza de los puntos de equilibrio en el caso VI. La estabilidad de los puntos de equilibrio
del modelo VI satisface las siguentes propiedades:
Proposicion 2.5. El equilibrio (0,0) es punto silla hiperbdlico.

Demostracion:
La matriz Jacobiana evaluada en (0, 0) es
A2 0
DYy (0,0) = )
0(0,0) 0 —BA2C

detDY} (0,0) = —A*BC < 0.
Luego, (0, 0) es una silla hiperbdlica. O

La matriz Jacobiana evaluada en un equilibrio positivo (u., ve) es
(2ue — 3u? — A2) Yo 4 (A2 + 3u§) —ue (A% +u? — ue)

DY0 (u67 ve) = B
B (A? = 2Cue — 2ue + 3u?) % 0
detDYy (ue, ve) = Bu2 (—ue + u2 + A?) 72“"/’26”2;1*3“3%42 ’

cuyo signo depende del numerador
ng (ue) = 3u? —2(C + 1) u, + A2
Comou? = (C— H+1)u— (A* — H(C — H + 1)), entonces
nag(ue) =3((C—H+1)u.— (A2—H(C—H+1))) —2(C+1)uc + A?
=(C—3H+1)uc+ (3H (C — H+1) — 24?).
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La traza es
trDYp (e, ve) = (2ue —3u? — A2) &+ (A2 + 3u§)
_ —3ul+(3C+2)ul—A%u.+A%C

bl

cuyo signo depende de
nt (ue) = —3u? + (3C + 2) u? — A%u, + A%C.
Como u? — (C' + 1) u? + A%u — A2C =0,
entonces, se llega nr (u.) = u? (2C — 2u, + 1).
Luego, nr (u.) depende del factor nyp (u.) = 2C — 2u, + 1.

Proposicion 2.6. Supongamos que existe un tinico punto de equilibrio positivo (H , %), y
a) ng (H) > 0, entonces este equilibrio es°h
al) atractor local, si 'y sélo si, H > C' + %
a2) repulsor, rodeado de un ciclo limite atractor, siy sélo si, H < C' + L
a3) Un foco débil, siy sélo si, H = C + %
b) ng (H) < 0, entonces este equilibrio es una silla hiperbdlica.
¢) nqg (H) = 0, entonces una silla-nodo no-hiperbdlica
Demostracion: Evaluando el factor ng (u.) para ue = H, se tiene
ng(H)=(C—3H+1)H+ (3H (C — H+1) — 24?)
=-2(3H*-2(C+1)H + A?).
Esta es una parabola respecto a H, abierta hacia arriba.
Sea Ag = (2(C +1))° — 1242,
i) Si A4 > 0, existen dos soluciones positivas para ng (H),
Hi=1@2C+1)-VA)yH,=3%(2(C+1)+VAg),
con Hy < Ho.
ii) Si Ay = 0, existen una solucién positiva para ng (H),
H, =3 (C+1)
i) Si Ay < 0, no existen soluciones positivas para ng (H),
Luego,
I. Sing (H) > 0, entonces 3H? — 2 (C + 1) H + A% < 0, esto es, para todo H tal que H; < H <
Hs.
Luego, la naturaleza del punto depende de la traza, la cual depende del factor
ny (H) = H? (2C — 2H +1).
Considerando el signo del factor nypr (H) = 2C — 2H + 1 se tiene la tesis.
1. Sing(H) < 0, entonces 3H? — 2 (C + 1) H + A% > 0, esto es, para todo H tal que H < H; y
Hs < H.
Luego, (H , %) es una silla hiperbdlica.
III. Sing(H) =0, entonces 3H? —2(C + 1) H + A? = 0, esto es, para todo H tal que H = H; o
H = H,.
Luego, (H, £) es una silla-nodo no-hiperbélica.
|

Proposicion 2.7. Naturaleza de los puntos de equilibrio positivos nuiltiples en el caso VI

a) Supongamos que existen tres puntos de equilibrio positivos (H , %), (us,v3) y (u4,v4), de modo
que uz < ug < H, entonces: (ug,vs) es un nodo o foco, (ug,v4) es un punto silla'y (H, %) es
nodo o foco.

b) Supongamos que existen dos puntos de equilibrio positivos (H, %) Y (Usns Vsx )y CON U =
1(C-H+1),
entonces el punto (U, Vix ) €S
bl) silla no-hiperbolica, siy sélo si, H3 < H < Hy.

Su naturaleza depende de la traza,

b2) siysolosi, H< Hs o Hy < H, o bien,
b3) 5i3H2 = 2(C+ 1) H + (164 = 5(C +1)*) > 0.

Demostracion: a) Evaluando el factor ng (u.) = (C' —3H + 1)u. + (3H (C — H +1) — 24?) en

(us,v3) y (ug,04), se tiene:

na(us) = (C —3H + 1) uz + (3H (C — H + 1) — 2A4%)
= (C—3H+1) <; (C—H+1—J§S)) + (BH (C — H +1) — 242)

;%(w*m“) As+ (3H2=2(C+ ) H+ (147 = (C+1)))) .
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ng (ug) = (C —3H + 1) ug + (3H (C — H + 1) — 24%)

(C—3H+1) (; (C—H+1+\/Fs)) + (3H (C — H +1) — 24?)

—% (3~ ¢~ 1) VAs+ (352~ 2(C+ 1) H + (447 - (€ + 1)) ).

Como no es posible determinar el signo de estos factores consideramos la Teorfa del indice (ver Joshua M.
Epstein pp 169 y siguientes [8]). Supondremos que (u4,v4) es punto silla y que ng (us) > 0.
Entonces, la naturaleza del equilibrio (u3,v3) depende de la traza, en particular del factor nr g (ue ).
Evaluando el factor nrp (ue) = 2C — 2 (ue) + 1, parauy = 5 (C — H + 1+ y/Ag), se tiene que :
nrp (ug) =20 -2 (3 (C—H+1+VAg)) +1
= C + H — \/Ag, cuyo signo debe ser determinado.
Si nrr (ug) > 0, el punto (ug,vs) es repulsor.
Sinpp (uq) > 0, el punto (us,v3) es atractor.
Sinrr (ug) = 0, el punto (ug,vs) es foco débil.
Noétese que estos comportamientos de los puntos de equilibrio (H , %), (u3,v3) y (u4,v4), cambian si
uz < H < ug,0 H < uz < ug,
b) Como u,, > 0, debe cumplirse que H < 1+ C.
El numerador del determinante ng (u.) evaluado para u.. y después de factorizaciones es

na () =+ (302 =2(C+ 1) H + (1642 =5 (C +1)°) ).

Sea
Ase = (2(C+1))* —4(3) (1642 = 5(C +1)°)

— 64 (3A2 —(C+ 1)2).
Luego, el signo de ng (u..) depende de las soluciones del factor
nap (use) = 3H? — 2(C + 1) H + (16A2 —5(C+ 1)2),
que es una pardbola abierta hacia arriba.
bl) SiAg. > 0, existen dos soluciones positivas para ngg (U )
H3 =3 (2(C+1)—VAg.)y Hy = § (2(C+1) +As.),
con H; < Hy.
b2) Ag, = 0 existe una solucidn positiva
b3) No existen soluciones reales, si y s6lo si, Ag, < 0.
Por lo tanto, el punto (w.,vss) €s
b3a) silla no-hiperbolica, siy sélo si, H3 < H < Hy.
b3b) su naturaleza depende de la traza, siy sélo si, H < Hs3 0 Hy < H.
Es decir, depende del factor
nrp (U) =2C —2u, +1=2C-2(3(C-H+1)) +1
=C+H>0.
Luego, el punto (v« ) s repulsor.
b3c) si Ag. < 0 entonces ngp (U ) €8 positivo, y su naturaleza depende de la traza.
Andlogamente, nrp (us) = C + H > 0,y el punto (., v, ) es repulsor.
Estos dos ultimos casos, la naturaleza de (u..,v..) deberd ser compatible con la naturaleza del punto
(H, £), que se estableci6 en la Proposicién anterior. O

Observacion 2.4. Nuevamente los tamariios poblacionales de presas y depredadores oscilan alrededor
del uinico punto de un equilibrio positivo, para cierto subconjunto de pardmetros. En el modelo VI no se
cumple que el refugio de parte de las presas tiene un efecto estabilizante en la interaccion, debido en este
caso, a la existencia de un ciclo limite estable.

3. Otros modelos incorporando refugio. En esta Seccién mostraremos algunos modelos en que se
ha incorporado el uso de refugios, indicando al menos un avance en el andlisis del respectivo sistema de
EDO.

1. El modelo de Volterra con refugio

El modelo de depredacién de Volterra se diferencia del modelo de Lotka-Volterra porque considera
autorregulacion en la funcién de crecimiento de las presas [30], es decir, considera la funcién de crecimiento
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logistica. Incorporando z, = ffa, fue estudiado parcialmente en [18], estableciendo naturaleza de los

puntos de equilibrio. Los casos pendientes serdn analizados en un futuro trabajo.

2. El modelo de Leslie-Gower con refugio
El modelo del tipo Leslie-Gower considerando refugio x, es descrito por el sistema

Xo(oy) 4 @ = r-R)e-a@—e)y 3.1)
% = s (1 - n(zgmr)) Y,

conw = (r,K,q,s,n) € R‘j_ y los pardmetros tienen diferentes significados ecolégicos [5].
El sistema est4 definido en
Q={(z,y) eR?z > 0,y > 0} =R" xR{.

Cuando se asume que x,, = [z, el modelo fue estudiado por Fengde Chen & al. [5]. Después de su
analisis, los autores concluyen que: .¢' refugio de presas no tiene influencia en la propiedad persistente de las
especies de depredadores y presas. Pero el refugio de presas podria influir en gran medida en las densidades
de las especies de presas y depredadores”[5].

3. El modelo de May-Holling-Tanner con refugio

Considerando que la fraccion poblacion de presas en refugio dispone de una cantidad constante, esto
es x, = o, el modelo propuesto fue estudiado en L. Chen et al. [6].

Los resultados obtenidos y ejemplos mostrados indican que el comportamiento dindmico del modelo
depende en gran medida del parametro de refugio de las presa; aumentando la cantidad de refugio podria
aumentar las densidades de presas y provocar brotes de poblacién.

4. El modelo de Rosenzweig-McArthur con refugio Este modelo se expresa mediante el sistema
auténomo de ecuaciones diferenciales bidimensionales no lineales siguiente

de  _ T g(z—z,) y
dat T(l_F) ~ (z—z, a)x

Xy(@y):q o T (3.2)
@ = ((a;—;87~)+u - C) Y-

El estudio de las consecuencias del uso de refugio por una fraccién de la poblacién de presas en el
modelo de Rosenzweig-McArthur [30] fue estudiado por Gonzalez-Olivares y Ramos-Jiliberto en [12, 15],
considerando z,, = Bz y z, = o (Casos I y II). Se probd que en el primer caso, el modelo con refugio por
una parte de las presas, tiene la misma dindmica que el modelo original. Para el segundo caso, en que el
modelo no es del tipo Kolmogorov [9, 11, 19], se demostré la estabilidad local del equilibrio positivo y la
existencia de un ciclo limite.

Posteriormente en Z Ma et al. [21], se complementaron algunos resultados teniendo en cuenta las
mismas expresiones para describir la cantidad de presas en refugio.

En dicho modelo fue estudiado ademas, el impacto de refugio saturado =, = ‘fﬁ por E. Almanza-
Vasquez [1].

Observacion 3.1. Tumbién el uso refugio por parte de las presas ha sido incorporado en modelos de
depredacion, considerando respuestas funcionales dependientes de ambas poblaciones, como son la razon-

dependientes hiperbdlica y sigmoidea, descritas por h (x) = ocffw

de Beddington-DeAngelis, Crowley-Martin, o Hassel-Varley.

2
_ _gqz .
Ly h(z) = T2 azy Tespectivamente, la

4. Conclusiones. En este trabajo hemos incluido diferentes funciones mateméticas en el modelo de
Lotka-Volterra para expresar la fraccion de la poblacion de presas que usa refugio, evitando la depredacion.

Es claro que una proporcidn constante de presas en el refugio x,, = Sz no tiene efecto sobre la estabi-
lidad de las interacciones en los modelos depredador-presa derivados del modelo de Lotka-Volterra.

Por el contrario, un niimero constante de presas en los refugios puede tener efectos importantes pues
implica una proporcién decreciente en el refugio a medida que aumenta la densidad de presas. Esto acontece
en el caso estudiado por J. Maynard Smith [23], que considera una cantidad fija o de refugios fisicos, en el
cual un punto de equilibro positivo, que es un centro en el modelo original, se transforma en un punto de
equilibrio global asintéticamente estable (gae). Esta propiedad se puede probar construyendo una funcién
de Lyapunov adecuada [11, 19]. Esto es, z,, = o tiene un efecto estabilizador porque causa una mortalidad
de las presas dependiente de la densidad [28].



300 Gonzilez-Olivares E, Lopez-Cruz R, Rojas-Palma A.- Selecciones Matematicas. 2022; Vol. 9(2): 287-301

Otro modelo que se ajusta a la vision tradicional de lo que hace un refugio en una interacciéon depredador-
presa es el caso en que la fraccidn de poblacion de presas en refugio es proporcional a la cantidad de depre-
dadores, esto es, x,, = €y. En este caso se puede afirmar que el refugio ejerce una influencia estabilizadora
sobre el punto de equilibrio y reduce o elimina la tendencia oscilatoria de las poblaciones [24].

Sorprendentemente, la incorporacién de uso de refugios en el modelo Lotka-Volterra origina compor-
tamiento asintdticos, que son més diversos de lo que se ha expuesto en otros articulos anteriormente. Los
modelos que estudiamos aqui exhiben dindmicas mas novedosas, en comparacién con los formas de refugio
analizados en gran parte de los estudios anteriores.

Particularmente, dependiendo de los valores de los parametros, el modelo IV exhibe uno o dos estados
estables. En el caso de exhibir dos estados estables alternativos, las trayectorias de poblacién de presas y
depredadores se aproximan a un estado final bajo o alto, dependiendo de las condiciones iniciales y las
fuerzas estocdsticas que podrian cambiar las trayectorias a otra cuenca de atraccion.

Después del andlisis de cada modelo derivado, podemos concluir en general que .* uso de refugio por
parte de las presas no implica la estabilidad de la interaccién”.

Nuestras conclusiones concuerdan con los obtenidos por J. M. McNair [24] quien afirmé ”Que varios
tipos de refugios pueden ejercer un efecto localmente desestabilizador y crear oscilaciones estables de gran
amplitud que se amortiguarian si no hubiera refugio presente.”

Entonces, afirmamos que no es posible predecir las consecuencias del uso de refugio por una fraccién
de la poblacién de presas, y queda abierta la pregunta: ;Cuédles son los efectos de los refugios por parte de
las presas en las interacciones de depredacion?

Sin embargo, los resultados deben ser compatibles con la evidencia empirica existente, para el compor-
tamiento de las presas que hacen uso de refugio, temporal o permanentemente.

Por otra parte, las conclusiones obtenidas también pueden ser extendidas a modelos en que la poblacién
de presas exhibe un crecimiento autorregulado, es decir, el crecimiento de las presas se describe mediante
la ecuacién logistica (modelo de Lotka-Volterra con autorregulacién o también llamado modelo de Volterra
[30D.
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