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Resumen:
							                           
En este artículo se determinan algunas propiedades de homologías de Hochschild de productos cruzados de Hopf a partir de la relativización del funtor Tor. El funtor de homología de Hochschild de un producto cruzado satisface las propiedades de un satélite izquierdo relativo a una clase proyectiva asociada de epimorfismos de un funtor aditivo.
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Abstract:
						                           
In this article, from the relativization of the functor Tor some properties of Hochschild homologies of crossed products of Hopf are determined. The Hochschild homology functor of a product crossed satisfies the properties of a left satellite relative to an associated projective class of epimorphisms of an additive functor.



Keywords: Derived functors, natural equivalence of bifunctors, relative projective resolution, horseshoe lemma, Hochschild homologies.
                                








1. Introducción


En 2010, G.Carboni, J.A.Guccione y J.J.Guccione, han obtenido en [1] un complejo mixto, más simple que el canónico que da homología de Hochschild, cíclica, negativa y periódica de un producto cruzado 
[image: 603774916032_gi83.png]
, donde H es una álgebra de Hopf arbitraria y f es un cociclo invertible por convolución con valores en una K−álgebra
A. Según [1, página 849], la homología de Hochschild de E es la homología de  
[image: 603774916032_gi82.png]
, donde 
[image: 603774916032_gi84.png]
  es una resolución proyectiva relativa de E.

Los bifuntores 
[image: 603774916032_gi85.png]
 y 
[image: 603774916032_gi86.png]
 se introdujeron en [2, III.8]. Se desea mostrar que la técnica utilizada para demostrar que los bifuntores 
[image: 603774916032_gi87.png]
 y 
[image: 603774916032_gi88.png]
 son naturalmente equivalentes (ver [2, IV.8]), es aplicable a los correspondientes bifuntores 
[image: 603774916032_gi90.png]
 para demostrar su equivalencia natural.

En la sección [2, IV.11] se describió brevemente el bifuntor 
[image: 603774916032_gi91.png]
 para 
[image: 603774916032_gi92.png]
, y se mencionó que 
[image: 603774916032_gi93.png]
 es balanceado. Dado 
[image: 603774916032_gi94.png]
  un morfismo de anillos unitarios y C un Λ’-módulo derecho. En la sección [2, IX.4] se introdujo el símbolo 
[image: 603774916032_gi95.png]
 para denotar los funtores [image: 603774916032_gi104.png]
derivados izquierdos del funtor 
[image: 603774916032_gi109.png]
.

En el artículo [3, § 2] fueron tratados los funtores relativos Tor y Ext como análogos a los funtores “Tor” y “Ext” de Cartan-Eilenberg [4], a partir de un subanillo S de un anillo R utilizando resoluciones (R, S)-proyectivas (o inyectivas) de R-módulos.

El propósito de este artículo es establecer las propiedades de homologías de Hochschild de productos cruzados de Hopf a partir de las nociones del funtor derivado relativo Tor. Se establecen como resultados principales Teorema 4.1, Teorema 4.2, Teorema 5.1 y Teorema 5.2. La presentación de este trabajo se hace en cinco secciones.

En la segunda sección, usando clase proyectiva de epimorfismos se aborda los funtores derivados relativos izquierdos de un funtor aditivo, y el lema de herradura.

En la tercera sección, usando los  Λ-módulos derechos proyectivos y los Λ-módulos izquierdos proyectivos se desarrolla la equivalencia natural de los bifuntores 
[image: 603774916032_gi98.png]
 y 
[image: 603774916032_gi260.png]
.

En la cuarta sección, dado un morfismo de anillos unitarios γ: R→S se adapta una teoría relativa para la equivalencia natural de los bifuntores relativos 
[image: 603774916032_gi101.png]
 y 
[image: 603774916032_gi100.png]
.

Algunas características de Tor relativo desarrolladas en [3] son reproducidas utilizando como herramienta principal la existencia de una clase proyectiva de epimorfismos en la categoría abeliana de S-módulos (Teorema 4.1) puesto que a un subanillo R de un anillo S se le puede asociar un morfismo de anillos unitarios γ: R→S tal que 
[image: 603774916032_gi113.png]
.

En la quinta sección, se determinan propiedades de homología de Hochschild de productos cruzados.





2. Clase Proyectiva de Epimorfismos


Para abordar la relativización de la equivalencia natural necesitaremos algunas nociones de funtores derivados relativos izquierdos de un funtor aditivo de una categoría abeliana dotada de una clase proyectiva en una categoría abeliana.

Las ideas de las demostraciones del teorema, de la proposición y del lema de esta sección se puede encontrar en [5].


Funtores
[image: 603774916032_gi114.png]
Derivados Izquierdos. Sean 
[image: 603774916032_gi227.png]
 una categoría abeliana y [image: 603774916032_gi117.png] una clase de epimorfismos en 
[image: 603774916032_gi118.png]
.

T
eorema 2.1.
 [2, T IX. 1.3] Sean [image: 603774916032_gi120.png] y [image: 603774916032_gi121.png] dos complejos de cadenas en
[image: 603774916032_gi122.png]
. Si [image: 603774916032_gi124.png] es[image: 603774916032_gi125.png]proyectivo y[image: 603774916032_gi126.png] es[image: 603774916032_gi127.png]acíclico, entonces cada morfismo [image: 603774916032_gi130.png] induce un morfismo de complejos de cadenas [image: 603774916032_gi131.png]. Además, dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por α son homotópicos.



Definición 2.1.
 Una clase cerrada [image: 603774916032_gi132.png] de epimorfismos de 
[image: 603774916032_gi133.png]
 es proyectiva si para cada objeto A de 
[image: 603774916032_gi134.png]
 existe un epimorfismo ε: P→A en [image: 603774916032_gi135.png], donde P es [image: 603774916032_gi136.png]proyectivo.



Proposición 2.1.
 Si [image: 603774916032_gi137.png] es una clase proyectiva, entonces cada objeto de 
[image: 603774916032_gi139.png]
 posee una resolución [image: 603774916032_gi140.png]proyectiva.



Definición 2.2.
 Sea [image: 603774916032_gi141.png] un funtor covariante aditivo entre categorías abelianas, donde [image: 603774916032_gi142.png] es una clase proyectiva en
[image: 603774916032_gi143.png]
. Dado A ∈[image: 603774916032_gi144.png], sea P una resolución [image: 603774916032_gi145.png]proyectiva de 
[image: 603774916032_gi146.png]
 y



[image: 603774916032_ee4.png]




un complejo de cadenas sobre 
[image: 603774916032_gi147.png]
. Se define [image: 603774916032_gi148.png]




Definición 2.3.
 Dado [image: 603774916032_gi149.png]y P’ una resolución [image: 603774916032_gi151.png]proyectiva de A’, se define la aplicación [image: 603774916032_gi152.png] por [image: 603774916032_gi153.png], donde 
[image: 603774916032_gi154.png]
 : P→P’ es un morfismo de complejos de cadenas inducido por α .

El teorema 2.1 garantiza que están bien dadas las dos definiciones anteriores. Así, queda definido el n-ésimo funtor [image: 603774916032_gi156.png]derivado izquierdo de T denotado por [image: 603774916032_gi157.png] para n=0, 1, ... .

La herramienta para obtener una sucesión exacta larga que involucra los funtores [image: 603774916032_gi155.png]derivados izquierdos es el resultado siguiente.



Lema 2.1 
(Lema de Herradura). Sea [image: 603774916032_gi158.png] una clase proyectiva en una categoría abeliana 
[image: 603774916032_gi159.png]
 y 0→A’→A→A’’ →0 una sucesión [image: 603774916032_gi160.png]exacta corta en
[image: 603774916032_gi161.png]
.

Si [image: 603774916032_gi162.png] y [image: 603774916032_gi163.png] son resoluciones [image: 603774916032_gi164.png]proyectivas de A’ y A’’, respectivamente; entonces existe una resolución [image: 603774916032_gi165.png]proyectiva P de A tal que P’↣P↠P’’ es una sucesión [image: 603774916032_gi166.png]exacta corta de complejos de cadenas donde P=P’⊕P’’ y tal que el diagrama siguiente es conmutativo



[image: 603774916032_ee2.png][2.1]





Proposición 2.2.
 Sea [image: 603774916032_gi167.png] un funtor covariante aditivo entre categorías abelianas, donde [image: 603774916032_gi168.png] es una clase proyectiva en 
[image: 603774916032_gi169.png]
, entonces[image: 603774916032_gi170.png] para n = 0,1,2,
...
 es un funtor covariante aditivo.


Demostración: Primero probemos que [image: 603774916032_gi171.png] es un funtor covariante.

Dado un objeto A en[image: 603774916032_gi172.png], se obtiene un objeto [image: 603774916032_gi173.png] en
[image: 603774916032_gi174.png]
.

Dado un morfismo α : A→A’ en [image: 603774916032_gi175.png], se obtiene un morfismo [image: 603774916032_gi176.png] en 
[image: 603774916032_gi177.png]
 tal que [image: 603774916032_gi178.png].

Claramente [image: 603774916032_gi179.png] satisface los dos axiomas de funtores:


FUN1. [image: 603774916032_gi180.png] para todo A ∈ [image: 603774916032_gi181.png].


FUN 2. [image: 603774916032_gi183.png] para todo los morfismos α: A→A’ y β: A’→A’’ en [image: 603774916032_gi182.png].

Finalmente probemos que el funtor [image: 603774916032_gi184.png] es aditivo verificando la igualdad [image: 603774916032_gi186.png] para A y B objetos de [image: 603774916032_gi187.png].

Por [2, P IX. 1.2] se sabe que 0→A→A⊕B→B→0 es una sucesión [image: 603774916032_gi188.png]exacta corta en 
[image: 603774916032_gi192.png]
. Aplicando Proposición 2.1 y Lema 2.1 se obtiene una resolución [image: 603774916032_gi193.png]proyectiva P de A⊕B tal que P=P’⊕P’’.

Como el funtor T es aditivo TPn=TP’n⊕TP’’n para n≥0, modo que TP=TP’⊕TP’’.

Puesto que el n-ésimo funtor de Homología Hn es aditivo, se sigue que 




3. Equivalencia Natural de Bifuntores

En esta sección, teniendo en cuenta [6, Corolario 1] se omite la demostración de algunas proposiciones ya que en la sección siguiente aparece ideas de la demostración o las demostraciones correspondientes usando la estructura homológica llamada clase proyectiva de epimorfismos en una categoría abeliana.



3.1. Los Bifuntores TorΛ
n



 Usando los Λ-módulos derechos proyectivos es posible mostrar la existencia de los bifuntores 
[image: 603774916032_gi195.png]
 para n = 1,2,...; que son covariantes en la primera variable y covariantes en la segunda variable (ver [2, IV.11]).



Proposición 3.1.
 Si B es un Λ-módulo izquierdo, entonces 
[image: 603774916032_gi196.png]
 es un funtor covariante aditivo.


Proposición 3.2. Sea B un Λ-módulo izquierdo, entonces el funtor 
[image: 603774916032_gi197.png]
 es exacto derecho.


Demostración: Sea [image: 603774916032_gi198.png] una sucesión exacta de Λ-módulos derechos, entonces debemos probar que



[image: 603774916032_ee3.png][3.1]



es una sucesión exacta.

La sucesión (3.1) es exacta en A’’ ⊗Λ B; es decir, g∗ es sobreyectiva.

La sucesión (3.1) es exacta en A ⊗Λ B; es decir, Im(f∗) = Ker(g∗) .

El hecho que g∗f∗ = (gf)∗ = 0 implica que Im(f∗) ⊆ Ker(g∗).



[image: 603774916032_ee5.png]






[image: 603774916032_ee6.png]




Ahora, podemos definir los funtores derivados izquierdos de (−) ⊗Λ B.



Definición 3.1.
 El funtor 
[image: 603774916032_gi199.png]
 se define como



[image: 603774916032_ee7.png]




Esto significa que el grupo abeliano 
[image: 603774916032_gi200.png]
 es calculado eligiendo una resolución proyectiva P de A y tomando la n-ésima homología del complejo de cadenas P⊗ΛB.



Proposición 3.3.
  Si P es un Λ-módulo derecho proyectivo y Q es un Λ−módulo izquierdo proyectivo, entonces 
[image: 603774916032_gi201.png]
 para n=1, 2, ..

Dado A un ∆-módulo derecho y B’↣B↠B’’ una sucesión exacta corta de Λ-módulos izquierdos, obtenemos la Tor-sucesión exacta larga en la segunda variable



[image: 603774916032_ee8.png](3.2)



Dada una sucesión exacta corta [image: 603774916032_gi202.png] de complejos de cadenas de Λ-módulos. La definición de ωn : Hn(C) → Hn−1(A) se puede hacer explícitamente, como sigue:

Sea [c] ∈ Hn(C), luego c ∈ Zn(C) = Ker∂ ⊆ Cn



[image: 603774916032_ee9.png]




Como ψ es sobreyectiva, ψ(b) = c para algún b ∈ Bn.

Del hecho que c ∈ Ker∂ se tiene ψ∂b = ∂ψ(b) = ∂c = 0, así ∂b ∈ Kerψ = Im
[image: 603774916032_gi203.png]
 y 
[image: 603774916032_gi204.png]
a = ∂b para algún a ∈ An−1. Aplicando el operador ∂ a esta igualdad:



[image: 603774916032_ee10.png]




Luego 
[image: 603774916032_gi205.png]
(∂a) = 0, siendo 
[image: 603774916032_gi206.png]
 monomorfismo ∂a = 0. Esto significa que a ∈ Zn−1(A) y por lo tanto determina [a] ∈ Hn−1(A), de manera que ωn es definido por ωn[c] = [a].



Proposición 3.4.
 Si damos un diagrama conmutativo de complejos de cadenas de Λ-módulos con filas sucesiones exactas cortas



[image: 603774916032_ee11.png]




entonces el diagrama de homologías



[image: 603774916032_ee12.png](3.3)



es conmutativo.


Demostración: Como el n-ésimo funtor de homología Hn(−) es covariante, basta verificar que el diagrama



[image: 603774916032_ee13.png]




conmuta.

Sea [c] ∈ Hn(C), entonces ωn[c] = [a], donde a ∈ Ker∂n−1, 
[image: 603774916032_gi207.png]

n−1a = ∂nb y ψnb = c.



[image: 603774916032_ee14.png]




Por otro lado, γ∗[c]∈ Hn(C’) y ω’n γ∗[c]= ω’[γnc].

Utilizando los diagramas conmutativos siguientes



[image: 603774916032_ee15.png]




se obtiene que γnc= ψ’n(βnb), βn-1

[image: 603774916032_gi208.png]

n-1a= 
[image: 603774916032_gi209.png]
’n-1αn-1a. Pero 
[image: 603774916032_gi210.png]

n−1a = ∂nb, luego βn-1

[image: 603774916032_gi211.png]

n-1a= βn-1∂nb= ∂’nβnb. Así, 
[image: 603774916032_gi212.png]
’n-1(αn-1a)= ∂’n(βnb). Puesto que αn-1a ∈ Ker∂’n-1, por definición ω’n[γnc]= [αn-1a]; de modo que ω’n γ∗[c]= [αn-1a]. Por lo tanto α∗ωn= ω’n γ∗.

La sucesión (3.2) es natural con respecto a la primera variable y a la sucesión exacta corta en la segunda variable.



Proposición 3.5.
  Sea α : A → A’ un morfismo de Λ-módulos derechos y sea



[image: 603774916032_ee16.png](3.4)



un diagrama conmutativo de Λ-módulos izquierdos con filas sucesiones exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes son conmutativos:



[image: 603774916032_ee17.png](3.5)





[image: 603774916032_ee18.png](3.6)



La prueba de la proposición siguiente proviene de [2, P IV.5.5].



Proposición 3.6.
 Sea



[image: 603774916032_ee19.png]




una resolución proyectiva de un Λ-módulo derecho A, entonces la sucesión



[image: 603774916032_ee20.png]




Sean [image: 603774916032_gi213.png] y [image: 603774916032_gi214.png] categorías. Sea F: [image: 603774916032_gi215.png]×[image: 603774916032_gi216.png]→
[image: 603774916032_gi278.png]
un funtor de la categoría producto [image: 603774916032_gi218.png]×[image: 603774916032_gi219.png] en la categoría 
[image: 603774916032_gi220.png]
. Entonces F se llama bifuntor.



Proposiciòn 3.7
. Sea F:[image: 603774916032_gi240.png]

[image: 603774916032_gi241.png]

[image: 603774916032_gi242.png]→
[image: 603774916032_gi243.png]
; dado C1

[image: 603774916032_gi252.png]
 |[image: 603774916032_gi251.png]|, F determina un funtor 
[image: 603774916032_gi247.png]
: [image: 603774916032_gi249.png]

[image: 603774916032_gi250.png]
; dado C2

[image: 603774916032_gi253.png]
 |[image: 603774916032_gi254.png]|, F determina un funtor 
[image: 603774916032_gi255.png]
 :[image: 603774916032_gi256.png]→
[image: 603774916032_gi257.png]
. Si 
[image: 603774916032_gi258.png]

1: C1→C’1, 
[image: 603774916032_gi259.png]

2: C2→C’2 son morfismo, entonces el diagrama siguiente conmuta



[image: 603774916032_ee21.png](3.7)




Demostración:


 Puesto que F es un bifuntor, se definen 
[image: 603774916032_gi432.png]
, 
[image: 603774916032_gi433.png]
, 
[image: 603774916032_gi272.png]
 y 
[image: 603774916032_gi273.png]
. Entonces 
[image: 603774916032_gi274.png]
 y 
[image: 603774916032_gi275.png]
 son funtores determinados por F 

El diagrama (3.7) conmuta pues 
[image: 603774916032_gi276.png]
.



Proposición 3.8.
 Si 
[image: 603774916032_gi279.png]
: [image: 603774916032_gi280.png]→
[image: 603774916032_gi281.png]
, 
[image: 603774916032_gi284.png]
: [image: 603774916032_gi283.png]→
[image: 603774916032_gi282.png]
 son funtores cuyos subíndices son objetos de las categorías [image: 603774916032_gi285.png], [image: 603774916032_gi287.png], respectivamente, tales que 
[image: 603774916032_gi288.png]
 y el diagrama (3.7) conmuta, entonces estas familias de funtores “determinan el bifuntor” (ver [2, E II.2.7]) G: [image: 603774916032_gi289.png]×[image: 603774916032_gi290.png]→
[image: 603774916032_gi291.png]
 tal que 
[image: 603774916032_gi292.png]
 y 
[image: 603774916032_gi293.png]
.



Proposición 3.9
. 
[image: 603774916032_gi294.png]
 es un bifuntor para n = 1,2,....


Demostración: Se deja al lector.





3.2. Los Bifuntores Torn
Λ



Usando los Λ-módulos izquierdos proyectivos es posible mostrar la existencia de los bifuntores 
[image: 603774916032_gi295.png]
 para . n= 1,2,...; que son covariantes en la primera variable y covariantes en la segunda variable.



Proposición 3.10.
 Si A es un Λ-módulo derecho, entonces 
[image: 603774916032_gi296.png]
 es un funtor covariante aditivo.



Proposición 3.11.
 Sea A un Λ-módulo derecho, entonces el funtor 
[image: 603774916032_gi297.png]
 es exacto derecho.

Ahora, podemos definir los funtores derivados izquierdos de A ⊗Λ (−).



Definición 3.2.
 El funtor 
[image: 603774916032_gi298.png]
 se define como



[image: 603774916032_ee22.png]




Esto significa que el grupo abeliano 
[image: 603774916032_gi299.png]
 es calculado eligiendo una resolución proyectiva Q de B y tomando la n-ésima homología del complejo de cadenas A⊗ΛQ.



Proposición 3.12.
 Si P es un Λ-módulo derecho proyectivo y Q es un Λ-módulo izquierdo proyectivo, entonces 
[image: 603774916032_gi300.png]
, para n = 1,2, ....

Dado A un Λ-módulo derecho y B’↣B↠B’’ una sucesión exacta corta de Λ-módulos izquierdos, obtenemos la 
[image: 603774916032_gi301.png]
-sucesión exacta larga en la segunda variable



[image: 603774916032_ee23.png](3.8)





Proposición 3.13.
 Sea α: A→A’ un morfismo de Λ-módulos derechos y sea (3.4) un diagrama conmutativo de Λ-modulos izquierdos con filas sucesiones exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes son conmutativos:



[image: 603774916032_ee24.png](3.9)





[image: 603774916032_ee25.png](3.10)





Proposición 3.14.


[image: 603774916032_gi302.png]
 es un bifuntor para n = 1,2,....


Demostración: Se realiza como en Proposición 4.14.



Proposición 3.15.


[image: 603774916032_gi303.png]
 es un bifuntor.


Demostración: Probaremos esta proposición con los cuatro siguientes ítems i), ii),iii) y iv) :

i) Sea 
[image: 603774916032_gi305.png]
 dado por FA = A⊗Λ(−), entonces por Proposición 3.10 FA es un funtor covariante tal que FA(B) = A ⊗ΛB.

ii) Sea 
[image: 603774916032_gi306.png]
 dado por FB = (−)⊗ΛB, entonces por Proposición 3.1 FB es un funtor covariante tal que FB(A) = A ⊗ΛB.

iii) Por i) y ii) resulta que FA(B) = FB(A).

Consideremos 
[image: 603774916032_gi307.png]

1=α, 
[image: 603774916032_gi308.png]

2=β, C1=A, C’1=A’, C2=B, C’2=B’, [image: 603774916032_gi309.png]=
[image: 603774916032_gi310.png]
 y [image: 603774916032_gi311.png]=
[image: 603774916032_gi312.png]
 y para obtener el diagrama (3.7)



[image: 603774916032_ee26.png]




iv) Claramente este diagrama conmuta.

Análogamente a la demostración del teorema 4.2; usando las proposiciones 3.3 y 3.12, la conmutatividad de los diagramas (3.5), (3.6), (3.9) y (3.10) se puede demostrar el teorema siguiente.



Teorema 3.1.
 Los bifuntores 
[image: 603774916032_gi314.png]
 y 
[image: 603774916032_gi313.png]
: 
[image: 603774916032_gi315.png]
; n = 0,1,2,... son naturalmente equivalentes.







4. Relativización de la Equivalencia Natural


Dado un morfismo de anillos unitarios γ: R → S, entonces el funtor de cambio de anillos es 
[image: 603774916032_gi316.png]
.

Abreviando la palabra epimorfismo escribiremos simplemente epi.



T

eorema 4.1. [
2, E IX.1.5] Sea [image: 603774916032_gi317.png]={ϵ’: B→C epi en 
[image: 603774916032_gi318.png]
 | Uε' : UB → UC se descompone en 
[image: 603774916032_gi319.png]
}, entonces [image: 603774916032_gi327.png] es una clase proyectiva.


Demostración: Sea 
[image: 603774916032_gi323.png]
, 
[image: 603774916032_gi324.png]
 y [image: 603774916032_gi325.png] la clase proyectiva de epimorfismos de R-módulos izquierdos que se descomponen. Puesto que el funtor U es fiel, tiene adjunto izquierdo y preserva epimorfismos, por [2, T IX.4.1] deducimos que [image: 603774916032_gi328.png]= U-1([image: 603774916032_gi329.png]) es una clase proyectiva.

Sean Rop, Sop anillos opuestos de los anillos R y S, respectivamente. El morfismo inducido de anillos unitarios 
[image: 603774916032_gi332.png]
: Rop → Sop tal que 
[image: 603774916032_gi330.png]
, da origen al funtor de cambio de anillos 
[image: 603774916032_gi333.png]
.

Sea [image: 603774916032_gi334.png]={ϵ’: B→C  epi en 
[image: 603774916032_gi335.png]
 | 
[image: 603774916032_gi336.png]
ϵ’: 
[image: 603774916032_gi337.png]
B → 
[image: 603774916032_gi338.png]
C se descompone en 
[image: 603774916032_gi339.png]
}, entonces por el teorema anterior [image: 603774916032_gi340.png] es una clase proyectiva.

Así, [image: 603774916032_gi341.png] es una clase proyectiva de epimorfismos de S-módulos izquierdos que se descomponen como morfismos de R-módulos izquierdos, y [image: 603774916032_gi342.png] es una clase proyectiva de epimorfismos de S-módulos derechos que se descomponen como morfismos de R-módulos derechos.

Para simplificar la notación, en lugar de [image: 603774916032_gi343.png] y [image: 603774916032_gi344.png] escribiremos [image: 603774916032_gi345.png] y [image: 603774916032_gi346.png] respectivamente.

El objetivo en esta sección es demostrar que los bifuntores 
[image: 603774916032_gi347.png]
 y 
[image: 603774916032_gi348.png]
: (
[image: 603774916032_gi349.png]
,[image: 603774916032_gi350.png]) x (
[image: 603774916032_gi351.png]
,[image: 603774916032_gi352.png]) → 
[image: 603774916032_gi353.png]
b; n=0, 1, 2, …  son naturalmente equivalentes.

Sea ψn: 
[image: 603774916032_gi354.png]
, dado un objeto (A,B) ∈ 
[image: 603774916032_gi355.png]
| debemos obtener un morfismo ψn
A,B: 
[image: 603774916032_gi356.png]
 en 
[image: 603774916032_gi357.png]
b; dado un morfismo (α,β) en 
[image: 603774916032_gi358.png]
, donde α : A → A’, β : B → B’, debemos verificar que el diagrama siguiente



[image: 603774916032_ee27.png](4.1)



conmuta en 
[image: 603774916032_gi359.png]
b, cuyas filas son isomorfismos (ver [2, II.4]).


4.1. Los Bifuntores Torn
γ


Usando los S-módulos derechos [image: 603774916032_gi360.png]-proyectivos se garantiza la existencia de los bifuntores 
[image: 603774916032_gi361.png]
 para n = 1,2,...; que son covariantes en la primera variable y covariantes en la segunda variable (ver [2, IX.4]).



Proposición 4.1.
 Si B es un S-módulo izquierdo, entonces (−) ⊗S B : mrS → Ab es un funtor covariante aditivo.



Proposición 4.2

. Sea B un S-módulo izquierdo, entonces el funtor (−)⊗S B : 
[image: 603774916032_gi362.png]
 es [image: 603774916032_gi363.png]-exacto derecho.


Demostración: Se realiza como en Proposición 4.9.

Puesto que (−) ⊗S B es un funtor covariante aditivo entre categorías abelianas cuyo dominio esta dotado de una clase proyectiva [image: 603774916032_gi364.png], podemos definir los funtores [image: 603774916032_gi365.png]-derivados izquierdos de (−) ⊗S B



Definición 4.1. El funtor 
[image: 603774916032_gi366.png]
 se define como



[image: 603774916032_ee28.png]




Esto significa que el grupo abeliano 
[image: 603774916032_gi367.png]
 es calculado eligiendo una resolución [image: 603774916032_gi368.png]-proyectiva P de A y tomando la n-ésima homología del complejo de cadenas P ⊗S B.



[image: 603774916032_ee29.png]




En general,



[image: 603774916032_ee30.png](4.2)



donde ∂n∗ = ∂n ⊗S B.



Definición 4.2.
 Un S-módulo izquierdo Q es [image: 603774916032_gi375.png]-plano si el funtor (−) ⊗S Q es [image: 603774916032_gi371.png]-exacto.



Proposición 4.3.
 Si Q es un S-módulo izquierdo[image: 603774916032_gi376.png]-proyectivo, entonces 
[image: 603774916032_gi377.png]
 para n = 1,2,....



[image: 603774916032_ee31.png]




Dados un S-módulo derecho A y una sucesión [image: 603774916032_gi378.png]-exacta corta de S-módulos izquierdos B’ ↣ B ↠ B’’. Sea P un S-módulo derecho [image: 603774916032_gi379.png]-proyectivo, por un resultado análogo a [2, P III.7.4] P es un S-módulo [image: 603774916032_gi380.png]-Plano. Así, por la Definición 4.4 la sucesión P⊗SB’ ↣ P⊗SB ↠ P⊗SB’’ es una sucesión exacta corta de grupos abelianos. Para cada S-módulo izquierdo B, el funtor (−) ⊗S B : 
[image: 603774916032_gi381.png]
 es covariante y aditivo.

Las sucesiones de funtores aditivos y transformaciones naturales (−) ⊗S B’ → (−) ⊗S B → (−) ⊗S B’’ es exacta sobre [image: 603774916032_gi382.png]-proyectivos.  Si P es una resolución [image: 603774916032_gi383.png]-proyectiva de A, entonces P⊗SB’ ↣ P⊗SB ↠ P⊗SB’’ es una sucesión exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando [2, T IV.2.1] obtenemos la Tor-sucesión exacta larga en la segunda variable



[image: 603774916032_ee32.png](4.3)



Esta sucesión es natural con respecto a la primera variable y a la sucesión exacta corta en la segunda variable.



Proposición 4.4.
  Sea α: A → A’ un morfismo de S-módulos derechos y sea



[image: 603774916032_ee33.png](4.4)



un diagrama conmutativo de S-módulos izquierdos con filas [image: 603774916032_gi384.png]-exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes son conmutativos:



[image: 603774916032_ee34.png](4.5)





[image: 603774916032_ee35.png](4.6)




Demostración: Se realiza como en Proposición 4.12.

Dado B un S-módulo izquierdo y A’ ↣ A ↠ A’’ una sucesión [image: 603774916032_gi385.png]-exacta corta de S-módulos derechos. Por el Lema 2.1 podemos considerar P’, P y P’’ como resoluciones [image: 603774916032_gi386.png]-proyectivas de A’, A y A’’, respectivamente, donde P = P’ ⊕ P’’ tales que P’ ↣ P ↠ P’’ es una sucesión [image: 603774916032_gi387.png]-exacta corta de complejos de cadenas. Del hecho que el funtor (−) ⊗S B es aditivo y covariante, sabemos que P’⊗SB ↣ P⊗SB ↠ P’’⊗SB es una sucesión exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando [2, T IV.2.1] obtenemos la Tor-sucesión exacta larga en la primera variable





[image: 603774916032_ee36.png](4.7)



Esta sucesión es natural con respecto a la segunda variable y a la sucesión exacta corta en la primera variable.



Proposición 4.5. 
Sea β: B → B’ un morfismo de S-módulos izquierdos y sea (4.4) un diagrama conmutativo de S-módulos derechos con filas sucesiones [image: 603774916032_gi388.png]-exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes son conmutativos:



[image: 603774916032_ee37.png](4.8)





[image: 603774916032_ee38.png](4.9)




Demostración: Se realiza como en Proposición 4.11.

La prueba de la proposición siguiente se deja al lector,



Proposición 4.6.
  Sea



[image: 603774916032_ee40.png]




una resolución [image: 603774916032_gi389.png]-proyectiva de un S-módulo derecho A, entonces la sucesión



[image: 603774916032_ee41.png]




es exacta para n ≥ 1.



Proposición 4.7.


[image: 603774916032_gi390.png]
 es un bifuntor para n = 1,2,....


Demostración: Se realiza como en Proposición 4.14.




4.2. Los Bifuntores Torn
γ.

Usando los S-módulos izquierdos [image: 603774916032_gi391.png]-proyectivos se garantiza la existencia de los bifuntores 
[image: 603774916032_gi392.png]
 para n = 1,2,...; que son covariantes en la primera variable y covariantes en la segunda variable.



Proposición 4.8.
 Si A es un S-módulo derecho, entonces 
[image: 603774916032_gi393.png]
 es un funtor covariante aditivo.

La proposición siguiente es una versión relativa de la parte (ii) de [2, P III.7.3].



Proposición 4.9.
 Sea A un S-módulo derecho, entonces el funtor 
[image: 603774916032_gi394.png]
 es [image: 603774916032_gi395.png]-exacto derecho.


Demostración: Sea 
[image: 603774916032_gi396.png]
 una sucesión [image: 603774916032_gi397.png]-exacta de S-módulos izquierdos, entonces debemos probar que



[image: 603774916032_ee42.png](4.10)



es una sucesión exacta.

En efecto, el funtor 
[image: 603774916032_gi398.png]
 es adjunto izquierdo del funtor HomZ(A,−): 
[image: 603774916032_gi399.png]
 (ver [2, P III.7.2]). Puesto que g ∈ [image: 603774916032_gi400.png], g es un epimorfismo de la categoría abeliana 
[image: 603774916032_gi401.png]
.

Pero A ⊗S (−) tiene adjunto derecho, luego g∗ = A ⊗S g es un epimorfismo en 
[image: 603774916032_gi402.png]
. Si k = ker(g), coker(k) = coker(ker(g)) = g. Como A⊗S (−) tiene adjunto derecho, el morfismo A⊗S g es el conúcleo k∗ = A⊗S
k. Esto equivale a que la sucesión A ⊗S
Ker(g) 

[image: 603774916032_gi403.png]
 A ⊗S B 
[image: 603774916032_gi404.png]
 A ⊗S B’’ → 0 es exacta en 
[image: 603774916032_gi405.png]
.

Supongamos que en la categoría abeliana 
[image: 603774916032_gi406.png]
, f = µε donde ε ∈ [image: 603774916032_gi407.png] . Aplicando el funtor A ⊗S (−) obtenemos que A ⊗S f = (A ⊗S µ)(A ⊗S ε) donde A ⊗S ε es un epimorfismo. Como Im(f) = Ker(g), µ = k; de modo que Im(f∗) = Im(A ⊗S
f) = Im(A ⊗S
k) = Ker(g∗). Por lo tanto, la sucesión



[image: 603774916032_ee43.png]




es exacta.

Puesto que A ⊗S (−) es un funtor covariante aditivo entre categorías abelianas cuyo dominio está dotado de una clase proyectiva [image: 603774916032_gi408.png], podemos definir los funtores [image: 603774916032_gi409.png] -derivados izquierdos de A ⊗S (−).

Definición 4.3. El funtor 
[image: 603774916032_gi410.png]
(A,−) : (
[image: 603774916032_gi411.png]
,[image: 603774916032_gi412.png]) → 
[image: 603774916032_gi413.png]
 se define como



[image: 603774916032_ee44.png]




Esto significa que el grupo abeliano 
[image: 603774916032_gi414.png]
(A, B) es calculado eligiendo una resolución [image: 603774916032_gi415.png]-proyectiva Q de B y tomando la n-ésima homología del complejo de cadenas A ⊗S Q. Sea 
[image: 603774916032_gi416.png]
, entonces 
[image: 603774916032_gi417.png]
 es un complejo de cadenas.

Puesto que el funtor A ⊗S (−) es[image: 603774916032_gi420.png]-exacto derecho y Q1 → Q0 → B → 0 es una sucesión [image: 603774916032_gi421.png]- exacta, se sigue que A ⊗S Q1 → A ⊗S Q0 → A ⊗S B → 0 es una sucesión exacta. 

Entonces 
[image: 603774916032_gi422.png]
(A, B)= A ⊗SB.

Consideremos las presentaciones [image: 603774916032_gi423.png]-proyectivas [image: 603774916032_gi2.png]  de B; [image: 603774916032_gi3.png]  de K1
; [image: 603774916032_gi4.png]  de K2
. Puesto que A ⊗S (−) es [image: 603774916032_gi424.png]-exacto derecho, vemos que [image: 603774916032_gi5.png]  , [image: 603774916032_gi6.png]  y [image: 603774916032_gi7.png] son sucesiones exactas, donde ∂1∗ = µ1∗ε1∗ y ∂2∗ = µ2∗ε2∗.

En general,



[image: 603774916032_ee45.png](4.11)



donde ∂n∗ = A ⊗S ∂n.



Definición 4.4.
 Un S-módulo derecho P es [image: 603774916032_gi426.png]-plano si el funtor P ⊗S (−) es [image: 603774916032_gi427.png]-exacto.



Proposición 4.10. 
Si Q es un S-módulo izquierdo [image: 603774916032_gi428.png]-proyectivo, entonces



[image: 603774916032_ee46.png]




Demostración:     Puesto que 
[image: 603774916032_gi429.png]
 donde Q0 = Q, es una resolución [image: 603774916032_gi430.png]-proyectiva de Q, por (4.11) para n ≥ 1 y B = Q se sigue qué 
[image: 603774916032_gi431.png]
.

Sea A un S-módulo derecho y f: M → M' un morfismo de S-módulos izquierdos. Sean R y R' resoluciones [image: 603774916032_gi434.png]-proyectivas de M y M', respectivamente. Por el teorema 2.1, existe una aplicación de cadenas f: R → R'. Puesto que A ⊗S (−) es un funtor covariante, A ⊗S f: A ⊗S R → A ⊗S R' es una aplicación de cadenas. Tomando la n-ésima homología obtenemos el morfismo 



[image: 603774916032_ee47.png](4.12)



Dado A un S-módulo derecho y [image: 603774916032_gi435.png]  una sucesión [image: 603774916032_gi436.png]-exacta corta de S-módulos izquierdos. Por el Lema 2.1 podemos considerar Q', Q y Q'' como resoluciones [image: 603774916032_gi437.png]-proyectivas de B', B y B'', respectivamente, donde Q = Q' ⊕ Q'' y tal que [image: 603774916032_gi438.png] es una sucesión [image: 603774916032_gi439.png]-exacta corta de complejos de cadenas. Del hecho que el funtor A ⊗S (−) es aditivo y covariante, sabemos que [image: 603774916032_gi440.png]  es una sucesión exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando [2, T IV.2.1] obtenemos la Tor-sucesión exacta larga en la segunda variable



[image: 603774916032_ee48.png](4.13)



La proposición siguiente afirma que sucesión (4.13) es natural con respecto a la primera variable y a la sucesión exacta corta en la segunda variable.



Proposición 4.11.
 Sea α: A → A’ un morfismo de S-módulos derechos y sea (3.4) un diagrama conmutativo de S-módulos izquierdos con filas sucesiones [image: 603774916032_gi441.png]-exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes son conmutativos:



[image: 603774916032_ee49.png](4.14)





[image: 603774916032_ee50.png](4.15)




Demostración: Sabemos que A ⊗S (−): 
[image: 603774916032_gi442.png]
 es un funtor covariante para cada 
[image: 603774916032_gi443.png]
 fijo. Sea α∗: A ⊗S (−) → A0 ⊗S (−) la transformación natural inducida por el morfismo α: A → A’.

Como [image: 603774916032_gi444.png]  es una sucesión [image: 603774916032_gi445.png]-exacta corta de S-módulos izquierdos, por el Lema 2.1 podemos considerar que Q', Q y Q'' son resoluciones [image: 603774916032_gi446.png]-proyectivas de B', B y B'', respectivamente, donde Q = Q' ⊕ Q'' y tal que [image: 603774916032_gi447.png]  es una sucesión [image: 603774916032_gi448.png]-exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando el funtor covariante aditivo A⊗S (−), obtenemos la sucesión exacta corta de complejos de cadenas [image: 603774916032_gi449.png] para cada S-módulo derecho A. Puesto que α∗ es una transformación natural, el diagrama de complejos de cadenas siguiente es conmutativo y tiene filas sucesiones exactas cortas



[image: 603774916032_ee51.png]




Utilizando la proposición  3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.14).

Por otro lado, del hecho que [image: 603774916032_gi457.png]  es una sucesión [image: 603774916032_gi458.png]-exacta corta de S-módulos izquierdo, como antes podemos obtener una sucesión [image: 603774916032_gi459.png]-exacta corta de complejos de cadenas  donde R = R' ⊕R'' y tales que R', R y R'' son resoluciones [image: 603774916032_gi460.png]-proyectivas de C', C y C'', respectivamente. Luego [image: 603774916032_gi461.png] es una sucesión exacta corta de complejos de cadenas A partir del diagrama conmutativo (3.4) podemos obtener el diagrama conmutativo siguiente de complejos de cadenas



[image: 603774916032_ee52.png]




Pero A ⊗S (−) es un funtor covariante aditivo, luego



[image: 603774916032_ee53.png]




es un diagrama conmutativo de complejos de cadenas con filas sucesiones exactas cortas. Por Proposición 3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.15).

Dado B un S-módulo izquierdo y [image: 603774916032_gi466.png] una sucesión [image: 603774916032_gi468.png]-exacta corta de S-módulos derechos. Sea Q un S-módulo izquierdo [image: 603774916032_gi469.png]-proyectivo, por un resultado análogo a [2, P III.7.4] Q es un S-módulo [image: 603774916032_gi470.png]-plano. Así, la sucesión[image: 603774916032_gi471.png] es una sucesión exacta corta de grupos abelianos.

Para cada S-módulo derecho A, el funtor A ⊗S (−): 
[image: 603774916032_gi472.png]
 es covariante aditivo.

La sucesión de funtores aditivos y transformaciones naturales [image: 603774916032_gi473.png]  es exacta sobre [image: 603774916032_gi474.png]-proyectivos. Si Q es una resolución [image: 603774916032_gi475.png]-proyectiva de B, entonces [image: 603774916032_gi476.png] es una sucesión exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando [2, T IV.2.1] obtenemos la Tor-sucesión exacta larga en la primera variable



[image: 603774916032_ee54.png](4.16)



Esta sucesión es natural respecto a la sucesión exacta corta en la primera variable y a la segunda variable.



Proposición 4.12.
 Sea β: B → B' un morfismo de S-módulos izquierdos y sea (4.4) un diagrama conmutativo de S-módulos derechos con filas sucesiones [image: 603774916032_gi477.png]-exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes son conmutativos:



[image: 603774916032_ee55.png](4.17)





[image: 603774916032_ee56.png](4.18)




Demostración: Sabemos que A ⊗S (−): 
[image: 603774916032_gi478.png]
 es un funtor covariante para cada 
[image: 603774916032_gi479.png]
 fijo.

Sean [image: 603774916032_gi480.png]  y [image: 603774916032_gi481.png]  transformaciones naturales inducidas por α' y α'', entonces por un resultado análogo a [2, P III.7.4] la sucesión [image: 603774916032_gi482.png] es exacta corta para cada S-módulo izquierdo E-proyectivo Q.

Sean Q y Q' resoluciones [image: 603774916032_gi484.png]-proyectivas de B y B', respectivamente. Entonces β: Q → Q' es la aplicación de cadenas inducida por β: B → B'. Utilizando los funtores covariantes A'⊗S(−), A⊗S(−) y A''⊗S(−) se obtiene las aplicaciones de cadenas A'⊗S Q → A'⊗S Q', A⊗S Q → A⊗S Q' y A''⊗S Q → A''⊗S Q'. Puesto que τ' y τ'' son transformaciones naturales, el diagrama de complejos de cadenas siguiente es conmutativo y tiene filas sucesiones exactas cortas



[image: 603774916032_ee57.png]




Aplicando a este diagrama la proposición 3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.17).

A partir del diagrama conmutativo (4.4) podemos obtener



[image: 603774916032_ee58.png]




el cual es un diagrama conmutativo de funtores aditivos y transformaciones naturales tales que las filas son exactas sobre [image: 603774916032_gi485.png]-proyectivos.

Puesto que Q es una resolución [image: 603774916032_gi486.png]-proyectiva de B, el diagrama de complejos de cadenas siguiente es conmutativo con filas sucesiones exactas cortas



[image: 603774916032_ee59.png]




Por la proposición 3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.18).

La prueba de la proposición siguiente se deja al lector



Proposición 4.13
. Sea



[image: 603774916032_ee60.png]




una resolución [image: 603774916032_gi487.png]-proyectiva de un S-módulo izquierdo B, entonces la sucesión



[image: 603774916032_ee61.png]




es exacta para n ≥ 1.



Proposición 4.14
. [image: 603774916032_gi488.png] es un bifuntor para n = 1,2,....


Demostración: Probaremos esta proposición con los cuatro ítems siguientes i), ii),iii) y iv) :

i) Sea FA : 
[image: 603774916032_gi489.png]
 dado por [image: 603774916032_gi490.png]  , entonces por la Definición 4.3 FA es un funtor covariante para n = 1,2,... tal que [image: 603774916032_gi491.png]


 ii) Sea FB : 
[image: 603774916032_gi492.png]
 dado por [image: 603774916032_gi493.png] , entonces FB es un funtor covariante. Esta afirmación probaremos con los cuatro ítems siguientes:

(1) Dado [image: 603774916032_gi494.png] por ser un subgrupo de un grupo abeliano.

(2) Dado [image: 603774916032_gi495.png]  es definido por [image: 603774916032_gi496.png]. Utilizando la proposición  4.13 podemos obtener el diagrama conmutativo siguiente



[image: 603774916032_ee62.png]




Ahora, del hecho que [image: 603774916032_gi497.png]. Pero[image: 603774916032_gi498.png]  , luego [image: ]


 (3) [image: 603774916032_gi500.png]  para todo [image: 603774916032_gi501.png].

En efecto, por (2) para f = 1A y A'=A:



[image: 603774916032_ee63.png]




(4) Si f: A → A', f': A' → A'' son morfismos de S-módulos derechos, entonces



[image: 603774916032_ee64.png]




En efecto, por (2) [image: 603774916032_gi502.png] es tal que



[image: 603774916032_ee65.png]




iii) Por i) y (1) resulta que FA(B) = FB(A).

Consideremos [image: 603774916032_gi503.png]  y  [image: 603774916032_gi504.png] para obtener el diagrama (3.7).



[image: 603774916032_ee66.png](4.19)



iv) Afirmamos que este diagrama conmuta.

Sean Q y Q' resoluciones [image: 603774916032_gi505.png]-proyectivas de B y B', respectivamente. Por el teorema 2.1 existe una aplicación de cadenas β: Q → Q' inducido por β. En virtud de la proposición 4.13 las sucesiones



[image: 603774916032_ee67.png]




son exactas, donde [image: 603774916032_gi506.png] .

Observando el diagrama



[image: 603774916032_ee68.png]




y las igualdades ∂'β∂ = ∂'∂'β = 0, vemos que Ker∂n = Im∂n+1 ⊆ Ker(∂'β). Por lo tanto existe un único morfismo [image: 603774916032_gi507.png]. Así, para [image: 603774916032_gi508.png] . Considerando el diagrama



[image: 603774916032_ee69.png]




vemos que [image: 603774916032_gi509.png].

 Por otro lado [image: 603774916032_gi510.png] . Así, el diagrama (4.19) conmuta.



Teorema 4.2
. Los bifuntores [image: 603774916032_gi511.png]; n = 0,1,2,... son naturalmente equivalentes.


Demostración: Definamos inductivamente la equivalencia natural [image: 603774916032_gi512.png]  i) Si n = 0, probemos que [image: 603774916032_gi513.png] es una equivalencia natural.

Recordemos que [image: 603774916032_gi514.png]  para todo [image: 603774916032_gi515.png]  Sea [image: 603774916032_gi516.png] una presentación [image: 603774916032_gi517.png]-proyectiva de B, entonces obtenemos de (4.3) y (4.13) las sucesiones exactas largas correspondientes:



[image: 603774916032_ee70.png](4.20)





[image: 603774916032_ee71.png](4.21)



Por lo tanto, Ψ

[image: 603774916032_gi518.png]



Claramente Ψ0
 es natural con respecto a la primera variable y a la segunda variable; en consecuencia, Ψ0
 es una equivalencia natural.

Con (4.20) y (4.21), definimos Ψ

[image: 603774916032_gi520.png]
 exigiendo la conmutatividad del diagrama y morfismo núcleo



[image: 603774916032_ee72.png]




Por las proposiciones 4.3 y 4.10 sabemos que [image: 603774916032_gi521.png] para n = 1,2... y para el [image: 603774916032_gi522.png]-proyectivo P.

ii) Hipótesis de inducción. Supongamos que el teorema es cierto para n-1>0.

Con las sucesiones exactas largas (4.20) y (4.21) podemos construir el diagrama siguiente



[image: 603774916032_ee74.png]




Observando este diagrama deducimos que 
[image: 603774916032_gi524.png]
, 
[image: 603774916032_gi523.png]
 son isomorfismos y por hipótesis de inducción, Ψ

[image: 603774916032_gi525.png]
 es un isomorfismo, entonces definimos el isomorfismo Ψ

[image: 603774916032_gi526.png]
  de manera que el diagrama sea conmutativo por



[image: 603774916032_ee75.png](4.22)



(a) Afirmamos que Ψ
n es natural en B para n ≥ 1. Para ello consideramos un morfismo β: B → B', en 
[image: 603774916032_gi527.png]
 y un S-módulo derecho fijo A, y debemos verificar que el diagrama siguiente es conmutativo



[image: 603774916032_ee76.png]




(b) Afirmamos que Ψ
n es natural en A para n ≥ 1. Para ello consideramos un morfismo α: A → A' en 
[image: 603774916032_gi528.png]
 y un S-módulo izquierdo fijo B, y debemos verificar que el diagrama siguiente es conmutativo



[image: 603774916032_ee77.png]




(c) Afirmamos que Ψ
n no depende de la presentación [image: 603774916032_gi529.png]-proyectiva elegida de B para n ≥ 1.

Para probar (a) y (c) consideremos el diagrama conmutativo



[image: 603774916032_ee78.png]




con el cual construimos el diagrama siguiente y debemos verificar que dicho diagrama es



[image: 603774916032_ee79.png]




Probamos la afirmación (a). Considerando (4.22) y, la conmutatividad de los diagramas (4.6) y (4.15) deducimos que su cara izquierda es conmutativa; es decir, [image: ]


Haciendo β = 1B en la afirmación (a) probemos (c).

Para dos presentaciones [image: 603774916032_gi537.png]-proyectivas de [image: 603774916032_gi538.png], haciendo β = 1B en la afirmación (a) obtenemos β∗Ψ
[image: 603774916032_gi539.png]
= Ψ
[image: 603774916032_gi540.png]
β∗, de modo que[image: 603774916032_gi541.png]
[image: 603774916032_gi542.png], donde [image: 603774916032_gi543.png]. Por consiguiente, [image: 603774916032_gi544.png] no depende de la presentación[image: 603774916032_gi545.png]-proyectiva de B.

Probemos la afirmación (b), como sigue:

Del hecho que α: A→ A’ sabemos que [image: 603774916032_gi546.png]. Considerando la presentación [image: 603774916032_gi547.png]-proyectiva de [image: 603774916032_gi548.png], construimos el paralelogramo siguiente



[image: 603774916032_ee80.png]




Considerando (4.22) y, la conmutatividad de los diagramas (4.5) y (4.14) vemos que su cara izquierda es conmutativa.

Usando la conmutatividad de los diagramas (4.6) y (4.15) se puede demostrar la proposición siguiente.



Proposición 4.15
. Para cualquier S-módulo derecho A y cualquier sucesión [image: 603774916032_gi549.png]-exacta corta [image: 603774916032_gi550.png] de S-módulos izquierdos el diagrama siguiente es conmutativo



[image: 603774916032_ee81.png](4.23)



Usando la conmutatividad de los diagramas (4.9) y (4.18) se puede demostrar la proposición siguiente, que nos dice que Ψn es compatible con ω en la primera variable.



Proposición 4.16
. Para cualquier sucesión [image: 603774916032_gi551.png]-exacta corta [image: 603774916032_gi552.png] de S-módulos derechos y cualquier S-módulo izquierdo B el diagrama siguiente es conmutativo



[image: 603774916032_ee82.png](4.24)



Según el teorema 4.2, la proposición 4.15 y la proposición 4.16 usamos la notación Tor aún para calcular 
[image: 603774916032_gi553.png]
(A,B) vía resolución [image: 603774916032_gi554.png]-proyectiva en la segunda variable cuando A es un S-módulo derecho (fijo). Así, en lugar de 
[image: 603774916032_gi555.png]
(A,−) escribiremos 
[image: 603774916032_gi556.png]
(A,−). Entonces, las propiedades básicas de los funtores [image: 603774916032_gi61.png] son dadas en el resultado siguiente.



Teorema 4.3
. Existen grupos abelianos 
[image: 603774916032_gi557.png]
(A,B) para cada S-módulo izquierdo B, junto con los morfismos de conexión [image: 603774916032_gi559.png] para cada sucesión [image: 603774916032_gi558.png]-exacta corta



[image: 603774916032_ee83.png]




tales que se cumplen las propiedades siguientes:

(1) 
[image: 603774916032_gi560.png]
(A,B) = 0 para n < 0.

(2) 
[image: 603774916032_gi561.png]
(A,B) es naturalmente isomorfo a A ⊗S B.

(3) 
[image: 603774916032_gi562.png]
(A,B) = 0 para n > 0 si B es [image: 603774916032_gi563.png]-proyectivo.

(4) La sucesión siguiente es exacta



[image: 603774916032_ee84.png]





Demostración: Se sigue de la definición 4.3, la proposición 4.10 y la sucesión exacta larga (4.13).







 5. Propiedades de HH de Productos Cruzados de Hopf


Sea K un anillo conmutativo unitario. Un K-módulo A es una K-álgebra si A es un anillo y ∀α ∈ K, ∀a,b ∈ A se tiene α(ab) = (αa)b = a(αb). Un morfismo de K-álgebras f: A → B es un morfismo de K-módulos y a su vez morfismo de anillos.


Ejemplo 5.1. AlgK es una categoría, cuyos objetos son las K-álgebras, morfismos son morfismos de K-álgebras y el producto de estos morfismos es la composición de morfismos de K-álgebras. Se verifican los tres axiomas de categoría para AlgK como en el Ejemplo 5.3.



Definición 5.1
. Sea K un anillo conmutativo y A una K-álgebra. Se define el álgebra envolvente de A como Ae:= A ⊗K Aop, donde la multiplicación es dada por (a ⊗ b)(c ⊗ d) = ac ⊗ db.



Proposición 5.1
. Si A es una K-álgebra, entonces :

(1) A es Ae-módulo izquierdo.

(2) A es Ae-módulo derecho.


Demostración:

(1) Puesto que A tiene una estructura de grupo aditivo abeliano, definimos la multiplicación por un escalar mediante (r ⊗ s) · a = ras para r ∈ A, s ∈ A y r ⊗ s ∈ A ⊗ Aop = Ae.

Se cumplen los 4 axiomas de módulo izquierdo:



[image: 603774916032_ee85.png]




Por consiguiente, A es Ae-módulo izquierdo.

(2) Puesto que A tiene una estructura de grupo aditivo abeliano, definimos la multiplicación por un escalar mediante a · (r ⊗ s) = sar para r ∈ A, s ∈ A y r ⊗ s ∈ A ⊗ Aop = Ae.

Se cumplen los 4 axiomas de módulo derecho. Por lo tanto, A es Ae-módulo derecho.



Corolario 5.1
. Si M es un A-bimódulo, entonces M es un Ae-módulo izquierdo.



Ejemplo 5.2
. La aplicación γ : A → Ae dada por γ(r) = r ⊗ 1 es un morfismo de anillos.

Sea K un anillo conmutativo unitario. Sean A una K-álgebra y H una K-álgebra de Hopf.



Definición 5.2
. [8] Dadas una acción débil de H sobre A, σ: H×H → A una aplicación K-bilineal, el K-módulo A ⊗K H provisto de multiplicación dada por



[image: 603774916032_ee86.png](5.1)



se llama producto cruzado (de Hopf) de A por H, y se denota por A#σH, si la multiplicación es asociativa y tiene como elemento unitario 1A ⊗ 1H.



Definición 5.3
. Sean E = A#σH, E' = A'#σ'H'. Un morfismo de productos cruzados de Hopf 
[image: 603774916032_gi565.png]
: E → E' es una aplicación K-lineal 
[image: 603774916032_gi564.png]
= f ⊗ g: A ⊗ H → A' ⊗ H' tal que



[image: 603774916032_ee87.png](5.2)





[image: 603774916032_gi566.png]
(1A ⊗1H) = 1A' ⊗1H’, donde f: A → A’ es un morfismo de K-álgebras, g: H → H’ es un morfismo de K-álgebras de Hopf.



Definición 5.4
. Sean 
[image: 603774916032_gi567.png]
: E → E’, 
[image: 603774916032_gi568.png]
': E' → E'' morfismos de productos cruzados. Se define la composición 
[image: 603774916032_gi569.png]
'
[image: 603774916032_gi570.png]
: E → E'' por 
[image: 603774916032_gi571.png]
’
[image: 603774916032_gi572.png]
 = f'f ⊗ g'g: A ⊗ H → A'' ⊗ H'', donde f'f: A → A'' es un morfismo de K-álgebras, g'g: H → H'' es un morfismo de K-álgebras de Hopf. Es claro que 
[image: 603774916032_gi573.png]
’
[image: 603774916032_gi574.png]
 preserva la multiplicación y el elemento unitario.


Ejemplo 5.3. Cp es una categoría, cuyos objetos son productos cruzados de Hopf, cuyos morfismos son morfismos de productos cruzados y el producto de sus morfismos es la composición de aplicaciones.

Se satisfacen los tres axiomas de categoría para Cp:



[image: 603774916032_ee88.png]




Sea E = A#σH un producto cruzado, entonces vemos que E es una K-álgebra y existe un morfismo de anillos unitarios γ: E → Ee. Sea [image: 603774916032_gi575.png] la clase proyectiva de epimorfismos de Ee-módulos izquierdos que se descomponen como morfismos de E-módulos izquierdos (Teorema 4.1).

Recordando que [image: 603774916032_gi576.png] es un funtor covariante aditivo entre categorías abelianas, podemos definir los funtores [image: 603774916032_gi577.png]-derivados izquierdos de E ⊗Ee(−).

Por [1] la homología de Hochschild de un producto cruzado E es la homología de E⊗Ee (X∗,d∗), donde (X∗,d∗) es una resolución proyectiva relativa de E, considerando [2, p. 319] podemos dar la siguiente.



Definición 5.5
. Sea E un producto cruzado. El n-ésimo funtor de homología de Hochschild de E denotado por [image: 603774916032_gi578.png] se define como



[image: 603774916032_ee89.png]




Si M es un Ee-módulo izquierdo (M es un E-bimódulo ), obtenemos que [image: 603774916032_gi579.png]  . Dado f: M → M' un morfismo de Ee-módulos izquierdos, por (4.12) [image: 603774916032_gi580.png] Las propiedades del funtor de homología de Hochschild de un producto producto cruzado E, H∗(-, E), son dadas mediante el corolario y el teorema siguientes.



Corolario 5.2
. Dados E = A#σH un producto cruzado y N un Ee-módulo izquierdo. Existen grupos abelianos Hn(N,E), los morfismos de conección ωn: Hn(M'',E) → Hn−1(M',E) para cada sucesión [image: 603774916032_gi581.png]-exacta corta [image: 603774916032_gi582.png] en 
[image: 603774916032_gi583.png]
 tales que se cumplen las propiedades siguientes:

(1) Hn(N,E) = 0 para n < 0.

(2) H0(N,E) es naturalmente isomorfo a E ⊗E
e N.

(3) Hn(N,E) = 0 para n > 0 si N es [image: 603774916032_gi584.png]-proyectivo.

(4) La sucesión siguiente es exacta



[image: 603774916032_ee90.png]





Demostración: Se sigue del teorema 4.3.



Teorema 5.1
. H∗(−,E) = {Hn(−,E)} es el [image: 603774916032_gi585.png]-satélite izquierdo del funtor aditivo [image: 603774916032_gi586.png].


Demostración: Por la Definición 5.5, la Definición 4.3, la sucesión exacta larga (4.13), el diagrama conmutativo (4.15) y la proposición 2.2, resulta que {Hn(−,E)} es una sucesión [image: 603774916032_gi587.png]-conectada de funtores de (
[image: 603774916032_gi588.png]
,[image: 603774916032_gi589.png]) en 
[image: 603774916032_gi590.png]
 (ver [2, IX.3]).

Por otro lado, conforme a la proposición 4.9 el funtor [image: 603774916032_gi591.png]  es [image: 603774916032_gi594.png]-exacto derecho. De [2, T IX.2.7] se sigue que los funtores [image: 603774916032_gi592.png]  son naturalmente equivalentes. Luego, podemos escribir [image: 603774916032_gi593.png] .Para que H∗(-,E) sea el [image: 603774916032_gi595.png]-satélite izquierdo de E ⊗E
e(-) debe satisfacer la propiedad universal siguiente.

Para cada sucesión [image: 603774916032_gi598.png]-conectada de funtores, T = {Tn}, de (
[image: 603774916032_gi597.png]
,[image: 603774916032_gi601.png]) en 
[image: 603774916032_gi602.png]
 y cada transformación natural ψ: T0 → H0(-,E) existe un único morfismo de sucesiones E-conectadas denotado por Ψ = {ψn}: T → H∗(-,E) con ψ0 = ψ (ver [2, IX.3]).

Por el corolario 5.2 la transformación natural ψn = 0 para n < 0, ψ0 := ψ. Definimos inductivamente ψn : Tn → Hn(-,E) para n > 0. Supongamos que hemos definido de modo unico ψk para 0 ≤ k ≤ n-1, y conmuta con ωk como en



[image: 603774916032_ee91.png]




para toda sucesión [image: 603774916032_gi604.png]-exacta corta [image: 603774916032_gi603.png] . Procedemos a definir ψn.

Sea [image: 603774916032_gi605.png] una presentación [image: 603774916032_gi606.png]-proyectiva de M. Entonces tenemos el diagrama conmutativo



[image: 603774916032_ee92.png]




con fila inferior exacta. Esto produce un único morfismo ψnM: TnM → Hn(M,E) mediante  ψnM = (ωn)−1ψn−1Kωn.

Debemos probar que ψn es una transformación natural, independiente de la elección de presentación [image: 603774916032_gi607.png]-proyectiva de M (ver en la prueba del teorema 4.2 las partes (a) y (c)).

Consideremos el morfismo de presentaciones [image: 603774916032_gi608.png]-proyectivas



[image: 603774916032_ee93.png]




Entonces el diagrama



[image: 603774916032_ee94.png](5.4)



conmuta.

En efecto, podemos incrustar el diagrama (5.4) en el cubo



[image: 603774916032_ee95.png]




Del hecho que las cinco caras del cubo conmutan, se deduce que la cara izquierda también conmuta. Tomando M = M', se ve que ψn no depende de la presentación [image: 603774916032_gi609.png]-proyectiva de M.

Por la proposición 4.15 para la sucesión [image: 603774916032_gi610.png]-exacta corta [image: 603774916032_gi611.png] de Ee-módulos izquierdos el diagrama siguiente es conmutativo



[image: 603774916032_ee96.png]




Esto completa la prueba.

Dando la definición siguiente.



Definición 5.6
. Sea E un producto cruzado. El n-ésimo funtor de cohomología de Hochschild de E denotado por [image: 603774916032_gi612.png] se define como



[image: 603774916032_ee97.png]




y denotando H∗(-,E) = {Hn(-,E)}, se puede demostrar el resultado siguiente.



Teorema 5.2
. H∗(-,E) es el [image: 603774916032_gi613.png]-satélite derecho del funtor aditivo [image: 603774916032_gi614.png]


Dado un morfismo de anillos unitarios γ: R → S. Si F: 
[image: 603774916032_gi615.png]
 → 
[image: 603774916032_gi616.png]
 es el funtor de cambio de anillos, por la prueba de [6, Teorema 4] sabemos que [image: 603774916032_gi617.png] es una clase inyectiva de monomorfismos de S-módulos izquierdos que se descomponen como morfismos de R-módulos izquierdos. Denotando [image: 603774916032_gi618.png] donde



[image: 603774916032_ee98.png]




obtenemos el siguiente.



Corolario 5.3
. [image: 603774916032_gi622.png]  es el [image: 603774916032_gi620.png]-satelite derecho del funtor aditivo [image: 603774916032_gi621.png].



 Lema 5.1
. [9, Lema 2.2.5] Sean g: A → A' un morfismo de K-álgebras asociativas y f: M→ M' un morfismo de A'-bimódulos. Estos inducen el diagrama conmutativo siguiente



[image: 603774916032_ee99.png](5.5)



Por lo tanto tenemos una aplicación de K-módulos graduado h∗: Hn(A,M)→ Hn(A’,M’)



[image: 603774916032_ee100.png]






Corolario 5.4
. [9, Corolario 2.2.8] HH∗ es un funtor covariante de la categoría de K-álgebras asociativas con unidad en la categoría de K-módulos graduados.

Considerando M = A, M' = A', g: A → A' y f = g en el lema anterior, vemos que HHn(g): HHn(A) → HHn(A') se define por



[image: 603774916032_ee101.png]




Dado A ∈ |AlgK|, haciendo g = 1A se ve que HHn(1A) = 
[image: 603774916032_gi623.png]
.

Si g: A → B, g': B → C son morfismos de K-álgebras,



[image: 603774916032_ee102.png]




Por consiguiente, HHn(-): AlgK → 
[image: 603774916032_gi624.png]
 es un funtor covariante para n ≥ 0.

Recordando que un producto cruzado E es una K-álgebra. Por la proposición 5.1, E es un Ee-módulo derecho y E es un Ee-módulo izquierdo. Tomando M = E en la Definición 5.5



[image: 603774916032_ee103.png]




Conforme a Odabasi S. [tesis doctoral]-Universidad de Murcia (2014), la categoría de productos cruzados es una subcategoría de una categoría de K-álgebras ya que cada producto cruzado de Hopf es una K-álgebra, un morfismo de productos cruzados es un morfismo de K-álgebras y cada morfismo identidad de un producto cruzado es un morfismo identidad de la K-álgebra correspondiente.


Observación 5.1. Se tiene [image: 603774916032_gi625.png] ; es decir, HH∗ de productos cruzados es un funtor covariante de la categoría de productos cruzados en la categoría de K-módulos graduados.





6. Conclusiones


(1) La clase proyectiva [image: 603774916032_gi626.png] de epimorfismos en 
[image: 603774916032_gi627.png]
 es importante en la equivalencia natural de los bifuntores [image: 603774916032_gi628.png].

(2) Las homologías de Hochschild de un producto cruzado vistas como funtores son los funtores derivados relativos izquierdos de un funtor aditivo.

(3) H∗(-, E) es el [image: 603774916032_gi629.png]-satélite izquierdo del funtor aditivo E ⊗E
e (-) ( Teorema 5.1 ).

(4) Si N es un módulo izquierdo sobre el producto cruzado E, entonces [image: 603774916032_gi630.png] para n > 0 por la afirmación del teorema 4.1, [6, Proposición 14] y parte 3 del corolario 5.2.
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