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Resumen. El presente articulo tiene como finalidad exponer una experiencia de ensefianza-aprendizaje
sobre el uso de GeoGebra, en dos y tres dimensiones, como un recurso didéctico para estudiar temas
relacionados con integracién multiple. Para ello, se us6 este software educativo en las clases y activi-
dades de evaluacién en un grupo del curso Principios de Analisis II, de la carrera de Bachillerato y
Licenciatura de la Ensefianza de la Matemaética, de la Sede Occidente de la Universidad de Costa Rica.
Se utilizaron diferentes técnicas de recoleccién de informacién como exdmenes parciales, cuestiona-
rios y guias de observacion. Se llega a la conclusién principal de que el uso de GeoGebra realmente
promueve la motivacién y la comprension de los educandos en el estudio de temas sobre integracién
en varias variables.

Palabras clave: GeoGebra, ensefianza, aprendizaje, recurso diddctico, integraciéon mdaltiple.

Abstract. The purpose of this research paper is to present a teaching and learning experience on the
use of GeoGebra, in two and three dimensions, as a didactic resource used to study topics related
to multiple integration. This educational software was used in classes and evaluation activities in a
group of the course Principles of Analysis II, for the Bachillerato and Licenciatura in Mathematics
Teaching of the University of Costa Rica, Sede de Occidente. Different information collection techni-
ques were used such as partial exams, questionnaires and observation guides. The main conclusion
is that GeoGebra promotes the motivation and understanding of the learners in the study of topics
about to integration in several variables.

KeyWords: GeoGebra, teaching, learning, didactic resource, multiple integration.

1.1 Introduccion

Histéricamente es comun que algunos estudiantes universitarios presenten ciertos problemas para
comprender los conceptos mateméticos que involucran temas relacionados con el célculo diferencial
e integral de forma unidimensional, lo cual es evidenciado en diversas investigaciones educativas y es
mas notorio por los altos indices de reprobacién (Artigué, 1995; Salinas, Alanis y Pulido, 2011; Parra
y Diaz, 2014), més atin, “los alumnos universitarios deben atravesar grandes dificultades al pasar del
estudio del Célculo en una variable al estudio del Calculo en dos 0 mas variables” (Del Rio, 2016, p.2).

Segun lo anterior, en los cursos de la Educacién Superior que involucran contenidos de calculo en
varias variables, pueden existir importantes complicaciones en el aprendizaje de integracién en dos y
tres variables. Estos problemas, en gran medida, obedecen a la dificultad de los educandos de realizar
gréficas, tanto en dos como en tres dimensiones, solo utilizando lapiz y papel (Del Rio, 2016). Esto, a
su vez, obliga al estudiante a limitar la manipulacién algebraica, repercutiendo negativamente en el
razonamiento matemaético sobre los temas estudiados en la clase.
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En este sentido, si el discente no logra una correcta interpretacion gréfica de cierta regién en dos o
tres dimensiones para plantear una integral doble o triple, es probable que la resolucién de éstas sea
incorrecta. Dicha apreciacién la afirman Vicente, Trefftz y Restrepo (2006), al escribir “...las expe-
riencias de aprendizaje en las que intervengan representaciones visuales asociadas a los conceptos
matematicos son necesarias para integrarlos con aplicaciones relacionadas ...” (p.121).

Ademads, los mismos conflictos cognoscitivos descritos anteriormente se presentan en las integrales
de linea e integrales de superficie, ya que su resolucién estd profundamente ligada a las integrales
dobles y triples, sobre todo si se usan ciertos teoremas como el Teorema de Green, el Teorema de la
Divergencia de Gauss y el Teorema de Stokes. Entonces se genera una tensién entre la necesidad de
manipular y articular algebraicamente y la dificultad agregada que reviste el uso de la interpretacién
de gréficos bidimensionales y tridimensionales, usando solo lapiz y papel.

Sumado a lo anterior, Andrade y Montecino (2011), por medio de una investigacién, concluyeron que
los estudiantes presentan muchas dificultades cuando se deben realizar representaciones tridimen-
sionales, y atin més cuando deben acudir a ella para encontrar la solucién a cierto problema.

Expuesta la problematica, y de acuerdo con Gémez y Delgado (2012), existe una “...necesidad de
cambiar el tratamiento metodolégico que tradicionalmente se hace en los cursos de Céalculo de varias
variables ...” (p.2). Al respecto, este articulo tiene como finalidad reflexionar sobre el uso de GeoGe-
bra como un recurso didéctico para representar y visualizar las regiones en dos y tres dimensiones,
esto en un curso de integracion multiple, bajo la hipétesis de que esto puede promover la comprensioén
de los temas estudiados.

1.2 Antecedentes

De acuerdo con Trigueros y Martinez-Planell (2010) y Dorko y Weber (2014), existen pocos estudios
acerca de cémo los estudiantes desarrollan su comprensién sobre las funciones en varias variables.
Sin embargo, Trigueros y Martinez-Planell (2010) hacen referencia a que entender las propiedades
geométricas y algebraicas de las funciones estés relacionadas con la visualizacién.

Ademads, segtn dicha investigacién, hay diferencias importantes en la capacidad para graficar fun-
ciones de dos variables y para obtener una nocién intuitiva de las graficas de tres dimensiones, més
cuando se presentan intersecciones entre superficies y se deben obtener proyecciones. Los autores
concluyeron que la comprensién de las gréficas de funciones de dos variables no es facil para los es-
tudiantes, siendo la principal causa la incapacidad de imaginar cémo se genera la grafica por parte
de los educandos.

Por su lado, Andrade y Montecino (2011), escriben que “La visualizacién espacial puede utilizarse
como recurso pedagoégico (por parte del profesor) o herramienta (por parte del alumno) para facilitar
la comprensién y el entendimiento de saberes matematicos abstractos involucrados en el proceso de
transposicion o en la interiorizacion de éstos por parte de los estudiantes” (p.2). En el estudio de An-
drade y Montecino (2011), en sus conclusiones insisten en realizar nuevas estrategias de ensefianza-
aprendizaje, que beneficien las compresiones matemaéticas, especialmente lo referente a lo geométrico,
de forma dindmica y variable, apoyandose de ciertos recursos tecnolégicos.

Igualmente, en la investigacién realizada por Weber y Thompson (2014), permiten a los educandos
utilizar una Calculadora Gréfica para crear graficas en dos y tres dimensiones. Este instrumento se
utilizé sobre todo para confirmar o no lo que crefan estar visualizando. Al respecto, los investigado-
res consideran que la capacidad de confirmar las ideas utilizando la Calculadora Gréfica les permitié
tener mayor seguridad a los alumnos a la hora de resolver ejercicios. Estos investigadores recalcan la
importancia de entender el proceso cognitivo de los estudiantes cuando generan e interpretan grafi-
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cas de funciones de més de una variable.

Otro estudio relevante es el realizado por Vieira (2012), donde se destaca el papel de la tecnologia
para promover la visualizacién y la aprehension perceptiva de propiedades de objetos matematicos
en el espacio. En la investigacion de Vieira (2012), se implementan GeoGebra y CAS Maple para vi-
sualizar graficas como apoyo para mejorar la comprension de temas sobre el calculo diferencial en
dos variables.

Por su parte, Mora (2019), ha desarrollado un texto interactivo para un curso de célculo en varias va-
riables, donde el lector puede interactuar con las figuras, empleando el raton. El objetivo es visualizar
el espacio tridimensional, enfocdndose en los cortes de superficies, las intersecciones y las proyeccio-
nes de una superficie o un sélido. En el documento realizado por Mora (2019), algunas aplicaciones
se utilizan para visualizar la dindmica de una definicién o un teorema, recalcando en que la visua-
lizacién interactiva funciona como un complemento y requiere el apoyo por parte del profesor para
obtener mejores resultados en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

1.3 Las herramientas tecnolégicas en la formacion matematica

En las altimas décadas el desarrollo tecnolégico se ha convertido en un eje fundamental en el progreso
social y educativo. Bajo este indicio, la educacién terciaria debe adaptarse a estos cambios para opti-
mizar el uso de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC') como un valioso recurso
didéctico para el desarrollo de las clases. En relacion con esto, Parra y Diaz (2014) establecen que “En
la educacién y especificamente en las matemaéticas el impacto de las Tecnologias de la Informacién y
Comunicacién ha revolucionado la forma de ensefar y orientar el conocimiento e interacciéon forma-
tiva que se presenta en todos los niveles de la educacién en matemaéticas” (p.75).

De hecho, el panorama de la tecnologia estd cambiando con rapidez; hoy en dia se cuentan con dis-
positivos méviles como tabletas y teléfonos inteligentes de gran gama y con interfaces tactiles, los
cuales tienen muchas de las funciones de un ordenador de escritorio. En particular, existe una enor-
me cantidad de aplicaciones que permiten a los usuarios explorar las Matematicas, a dar sentido a
los conceptos y procedimientos, permitiendo un aprendizaje maés significativo al favorecer el razona-
miento matemético (National Council of Teachers of Mathematics, 2015, p.78). Abonado a ello, Parra
y Diaz (2014) escriben que

...al incidir en procesos complejos de visualizacién y representacién se lleva al estudiante a forta-
lecer sus esquemas intuitivos, creando en él un desarrollo de reconocimiento y aprehensién de los
fenémenos descritos para su contextualizacion, en veras de una descripcién y exploracion a partir de
las herramientas que ofrece hoy dia la tecnologfa y sus condiciones en el ambito de las matematicas

(p.77).

Inclusive, el uso de la tecnologia da cabida a la realizacién de actividades distintas e innovadoras pa-
ra el proceso de ensefianza-aprendizaje en Matematicas, y a su vez, permite al discente desarrollar
nuevas experiencias de formacién. Mds aun, las TIC se han convertido gradualmente en un agente
transformador del proceso de cambio en la Educacién Matemética, ya que “...abre espacios para que
el estudiante pueda vivir nuevas experiencias matemaéticas (dificiles de lograr en medios tradicio-
nales como el lapiz y el papel) en las que él puede manipular directamente los objetos matematicos
dentro de un ambiente de exploraciéon” (Gémez, 1997, p.93).

A pesar de estas bondades de las TIC, es importante aclarar que no son la solucién definitiva a los pro-
blemas de la ensefianza-aprendizaje de las Matematicas (Gémez, 1997). Sin embargo, “El principal

1En algunos escritos se lee Tecnologias Digitales, abreviado como TD.
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aporte de la tecnologia consiste en que la interaccién entre ella, el profesor y el estudiante, estd cam-
biando la visién que los actores tienen del contenido matemaético y del proceso didactico” (Infante,
Quintero y Logreira, 2010, p.37).

Por ello, en la época actual, es indispensable que la Educacién Matematica en las universidades (y
en todo dmbito de la escolarizacién) no se enajene del uso de las TIC, porque son una herramienta
didéctica muy poderosa y para la cual se necesita de docentes proactivos y reformadores que den un
uso adecuado de dicho recurso, recalcando que “El profesor es quien tiene la responsabilidad de di-
sefar las situaciones did4cticas més apropiadas para aprovechar las potencialidades de la tecnologia
de acuerdo a las dificultades y las necesidades de los estudiantes” (Gémez, 1997, p.106).

En resumen, bajo una planificacién acertada por parte del docente, cualquier estudiante puede be-
neficiarse del uso de materiales virtuales que se puedan manipular, esto con el fin de proporcionar
modelos visuales para respaldar el razonamiento matemaético y la capacidad para la resolucion de
problemas (National Council of Teachers of Mathematics, 2015).

Basandose en lo anterior, y recapitulando el problema de aprendizaje que presentan los educandos
en temas de integracién multiple, esto debido a la dificultad que presentan al realizar gréficas tanto
en dos como en tres dimensiones, tinicamente utilizando medios tradicionales como el 1apiz y el pa-
pel; la tecnologia merece ser un valioso aliado pedagégico que pueda ayudar significativamente a los
estudiantes a superar este tipo de obstaculos.

Mas atn, al incorporar las nuevas tecnologias en la ensefianza para permitir otros tipos de aprendi-
zaje, las cuales a su vez permiten introducir imagenes y animaciones, pueden motivar a los alumnos
(Costa, Di Domenicantonio y Vacchino, 2010).

Bajo estas premisas, Vicente et al. (2006) mencionan “...con los avances en computacion, es posible di-
seflar experiencias de aprendizaje significativas que permitan comprender los conceptos matematicos
con ayuda de la visualizacién” (p.122). En este sentido,

...enlaactualidad, existen recursos informaticos que permiten graficar con facilidad, que pueden ser
tatiles para promover el uso por parte del alumno del registro grafico. Ademas, este tipo de recursos
posibilita representaciones de los objetos tridimensionales mds ricas que las planas, que pueden
hacerse en soporte impreso, ya que puede rotarse el punto de vista con facilidad... (Del Rio, 2016,

p-3).

Maés enfocado al tema de estudio del presente articulo, se resalta que Vieira (2012) refuerza las ideas
anteriores, pues considera que con un fuerte énfasis en la visualizacion de los objetos matematicos por
medio de alguna herramienta tecnolégica, contribuye en la transicién que debe realizar el educando
cuando pasa de estudiar calculo en una variable al cdlculo en varias variables.

Por tanto, en aras de beneficiar el aprendizaje de temas relacionados con integrales en dos y tres
variables, una herramienta informéatica que puede ser de gran utilidad didactica es GeoGebra.

1.4 Un poco sobre el software GeoGebra

Segtin la pagina oficial> de GeoGebra, se establece que

GeoGebra es un software de matematicas dindmicas para todos los niveles educativos que retine
geometria, dlgebra, hoja de calculo, gréficos, estadistica y calculo en un solo programa facil de usar.
GeoGebra es también una comunidad en rdpida expansion, con millones de usuarios en casi todos

thtps ://www.geogebra.org/
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los paises. GeoGebra se ha convertido en el proveedor lider de software de matematica dindmica,
apoyando la educacién en ciencias, tecnologia, ingenierfa y matematicas (STEM: Science Techno-
logy Engineering and Mathematics) y la innovacién en la ensefianza y el aprendizaje en todo el
mundo.

Se recalca que dicho software es de uso libre y esta disponible en diversas plataformas: macOS, Win-
dows, Linux, Android e iOS. También, en la actualidad, existe una comunidad de docentes, investi-
gadores, estudiantes y otras personas interesadas en el uso de GeoGebra, las cuales trabajan ya sea
de forma individual o grupal. Inclusive existen diferentes Institutos GeoGebra locales que articulan
entre sf por medio del Instituto GeoGebra Internacional®.

En este sentido, es notorio que GeoGebra es un valioso recurso para la Educacién Matemética porque
permite disefiar, construir, explorar y resolver problemas de manera interactiva (Carrillo y Llamas,
2009), favoreciendo la motivacién del educando. Més atin, sobre esta tecnologia digital, Santana y
Climent (2015) mencionan que “...el conocimiento de cémo aprenden los estudiantes determinados
contenidos matematicos y algunas de las dificultades habituales (como en nuestro caso la dificultad
para pensar en general, sin visualizaciones concretas) puede motivar la necesidad de la herramienta
y contribuir a apreciar sus ventajas” (p.90).

Ademas, su vista gréfica en tres dimensiones fue incorporada recientemente. Por tanto, se debe tra-

bajar en propuestas que permitan explotar las nuevas posibilidades que brinda para la ensefianza y
el aprendizaje (Del Rio, 2016), lo cual es parte de lo que se describe en el presente trabajo.

1.5 Aspectos Metodoldgicos

La investigacion consisti6 en utilizar el software GeoGebra en un curso de Matematica donde se evalte
contenidos sobre integracion en varias variables, bajo la hipétesis de que dicho uso puede beneficiar
la ensefianza y el aprendizaje de los temas estudiados.

Asi, la investigacion es cualitativa, ya que es una actividad sistematica orientada a la descripcién y
comprensioén de un fendmeno educativo (Bisquerra, 2009), siendo éste el analisis y la reflexién a par-
tir de la implementaciéon de GeoGebra como un recurso diddctico en la resolucion de ejercicios de
integracion en varias variables.

Con este fin, se trabaj6 con un grupo del curso Principios de Analisis II, sigla MA0551, de la Carrera
de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matemaética?, esto en la Universidad de Costa
Rica, Sede Occidente, durante el segundo ciclo semestral del afio 2017. Este curso es de cuarto afio
de carrera, de 5 horas lectivas semanales repartidas en 2 dias y 7 horas de trabajo independiente del
estudiante. Se estudian contenidos que versan sobre:

» Integracion de dos y tres variables.
= Integrales de linea.
= Integrales de superficie.

= Teorema de Green, Teorema de Stokes y Teorema de la Divergencia de Gauss.

El curso usualmente se aborda de manera formal y practica, dando énfasis en el planteo y célculo
de integrales (dobles, triples, de linea y de superficie), cuya bibliografia mds usada corresponde a
Pita (1995), Stewart (2002) y Apostol (2004). Sin embargo, y de acuerdo con los programas de los

3En Costa Rica, el Instituto GeoGebra se ubica dentro del Tecnolégico de Costa Rica (TEC), en Cartago.
4Ge aclara que los grupos de cuarto afio de la Carrera de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica,
son grupo pequeiios, que no suelen sobrepasar los 10 estudiantes.
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atimos cinco afios del curso MA0551, no se han utilizado herramientas tecnolégicas que favorezcan
un aprendizaje significativo. De esta manera, a continuacién se describen brevemente las actividades
que se desarrollaron en clases para validar la hipétesis de investigacion:

= Cada estudiante debia traer a todas las clases su computadora portatil, tableta o teléfono inte-
ligente con GeoGebra instalado. El docente contaba con una aula de dos pizarras acrilicas, un
video proyector y una pantalla de proyeccion.

» Enla primera semana de clases se hizo una explicacién general sobre el uso de GeoGebra, sobre
todo de como graficar curvas, en dos dimensiones y tres dimensiones, y superficies, ya sean
parametrizadas o no. Se debe considerar que los educandos, durante su tercer afio de carrera,
aprobaron un curso de Geometria Analitica, por tanto, los aspectos algebraicos en relacién con
curvas y superficies parametrizadas son conocimientos que se asumen adquiridos, ademas de
las graficas de éstas.

» Las clases fueron semi-magistrales, en el sentido que el profesor explicaba la teoria y daba ejem-
plos, en cuya solucién, en la mayoria de los casos, se acudia al uso de GeoGebra. De igual ma-
nera, los educandos debian resolver ejercicios, interpretando la resolucién por medio de los
dibujos hechos en GeoGebra, para posteriormente revisar las respuestas en conjunto.

= Para las pruebas parciales de evaluacién del curso, el estudiante podia recurrir al uso de Geo-
Gebra, teniendo claro que es una herramienta que brindaré soporte en la resolucién y el razo-
namiento.

= Finalmente, por medio de la observacién participante, un cuestionario para los estudiantes y las
tres pruebas parciales del curso (en las cuales debian usar GeoGebra para dar solucién a diversas
interrogantes), se reflexion6 sobre los resultados obtenidos. Se destaca que las técnicas e instru-
mentos para la recoleccion de informaciéon obedecen a una investigacién cualitativa (Barrantes,
2014). En particular, el cuestionario tenfa preguntas abiertas y cerradas. Para estas tltimas, se
us6 una escala del 1 al 5 para apreciar el grado de satisfacciéon sobre el uso de GeoGebra en los
diferentes temas, donde también podian opinar sobre el nimero seleccionado en dicha escala.
Con ello, se pretendia conocer la opinién de los discentes sobre el uso del software susodicho,
tanto en las actividades cotidianas de las clases como en las actividades de evaluacion.

1.6 Analisis empirico del uso de GeoGebra como recurso didactico

Inicialmente se realiza un anélisis de los resultados de las tres pruebas parciales del curso, donde el
uso de GeoGebra fue permitido, teniendo claro que el empleo de este paquete computacional no era
el fin, sino el medio para construir, manipular e interpretar modelos visuales en dos y tres dimen-
siones, y asi beneficiar el razonamiento matematico y la capacidad para la resolucién de problemas.
Posteriormente, se realiza un andlisis de los datos obtenidos a partir de la observacién participante y
el cuestionario.

Andlisis de los resultados de la primera prueba parcial.

El primer examen parcial constaba de cinco preguntas de desarrollo con un valor total de 100 pun-
tos, de los cuales, 28 puntos correspondian a preguntas formales sobre el tema de integracién en dos
variables, cuyo uso de GeoGeebra no es viable. Los otros 72 puntos correspondian a planteo y resolu-
cién de integrales dobles, considerando cambios de variables y su aplicacion en dreas de regiones en
el plano y en voliimenes de regiones en el espacio, donde podian apoyarse en GeoGebra para darle
resolucién. A continuacién se aprecian algunas de estas preguntas.

= Plantee, tanto en el orden dydx como dxdy, la integral doble que permita calcular el 4rea de la

regién limitada por las curvas x> + y2 =4, x> +y> = 4x,x +y =4yy = 0.
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Para esta pregunta el uso de GeoGebra les beneficié para interpretar de forma maés rapida y
segura los limites de integracion, ademds de las intersecciones entre las figuras involucradas.
De esa forma les permiti6é enfocarse mas en el planteamiento de la integral doble solicitada. La
figura 1.6 muestra lo que hizo un alumno con el software, donde se observa sombreada la regiéon
de integracion.

+ Vista Algebraica X| » Vista Grafica
Cénica f
e axt+y’=4
o d:(x-22+y*=4
Recta d
® fix+y=4
® gy=0 1

Figura 1.1: Region dibujada por un estudiante en GeoGebra y remozada por el docente.

La interseccion entre las dos circunferencias en el primer cuadrante facilmente se observa que
ocurre cuando x = 1y esto se sustituye en cualquiera de las dos curvas, obteniendo y = V3. Sin
embargo, algunos pocos estudiantes determinaron el valor de x y y hallando algebraicamente la
interseccién entre las dos circunferencias, que aunque sigue siendo un proceso sencillo, no era
el objetivo, ya que GeoGebra proporciona visualmente el valor de x y a partir de ello obtener el
valor de y, como se hizo al inicio de este parrafo.

Posteriormente, el apoyo de GeoGebra se evidencié atin més en el proceso para describir ca-
da subregion involucrada segtin el orden de integracion, ya que al poder agrandar el dibujo y
manipularlo a conveniencia, les facilit6 la visualizacién, y por ende les ayudé a plantear lo soli-
citado. En la figura 1.6 se aprecia el dibujo hecho por medio de GeoGebra de un estudiante para
ambos 6rdenes de integracion.

El error més significativo cometido por un educando fue despejar de forma incorrecta la va-
riable x de la ecuacién x? + y? = 4x, pero la interpretacién de las subregiones de acuerdo con el
orden de integracion fue correcto tanto para este alumno como para todos los demaés, haciendo
que el planteamiento de las integrables dobles no sea completamente equivocado.

e B

c \/_ d

=]

-

Figura 1.2: Regién en el orden dxdy y dydx dibujada por un estudiante en GeoGebra y remozada por el
docente.

= Sea Rla regién encerrada por las cuatro rectasy = —x + %, y=—-x+1,y=x- % yy =x-—1.5ea
la integral

1
I:£fﬁdA.
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Calcule el valor de I usando el cambio de variables x = (u+1)?+ (v+1)2yy = (u+1)2 - (v+1)?,
donde u > -1yv > —1. Ademas, dibuje Ry R’.

Igual que la pregunta anterior, los estudiantes rapidamente dibujaron la regién R, visualizando
la frontera e identificando de forma fiable las intersecciones involucradas, con la cual debieron
trabajar para el cambio de variable sugerido. Después de un andlisis correcto de la frontera de
R, se llega a las rectas que delimitan R’ y se dibuja facilmente por medio de GeoGebra. En este
sentido, el apoyo del software fue para visualizar las regiones R y R’ y a partir de esto apoyarse
en el planteamiento de la integral doble.

Los errores cometidos siguen siendo de naturaleza algebraica, sobre todo en el célculo de la
integral doble, sin embargo, el planteamiento de ésta en cuanto a los limites de integracion fue
correcta en casi todos los alumnos.

» Usando integrales dobles y coordenadas polares, determine el volumen del “cono de helado”,
limitado superiormente por la semiesfera x> +y%+z2 = 1,z > 0, e inferiormente por el semicono
x> +y2-22=0,2>0.

Esta fue la interrogante que mas fallaron, pero similarmente que las anteriores, obedecié a malos
célculos para hallar el valor de la integral doble en coordenadas polares, la cual fue planteada
de forma correcta por la mayoria de estudiantes.

El beneficio de utilizar GeoGebra se constaté en el dibujo del sélido, y més atin en la manipu-
lacién y andlisis de éste, en el sentido que los educandos lo rotaron para visualizar eficazmente
las intersecciones involucradas y la proyeccién en el plano xy, lo cual es de gran ayuda para
plantear la integral doble en coordenadas polares que permita calcular el volumen. La figura
1.6 presenta un boceto elaborado por un alumno, donde se observa el sélido en primera ins-
tancia y usando la herramienta de rotacién, en segunda instancia se aprecia la proyeccion del
s6lido en el plano xy.

1
1
1

T
1
1
]
1

2 2

— .

~

ST

Figura 1.3: El s6lido y su proyeccién en el plano xy elaborada por un estudiante en GoeGebra 3D.

En general y en sintesis, de los 72 puntos de las interrogantes del primer examen parcial y en
las cuales los educandos podian apoyarse en GeoGebra, la suma ponderada obtenida entre to-
dos los estudiantes fue de 55 puntos, es decir, obtuvieron un 76,4 % de rendimiento, lo cual es
aceptable.

Andilisis de los resultados de la segunda prueba parcial. La segunda prueba parcial también constaba
de cinco preguntas de desarrollo, con un valor total de 100 puntos, de los cuales, 30 puntos co-
rrespondian a interrogantes sobre el tema de Campos Conservativos, donde el uso de GeoGebra
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no era de utilidad. Los otros 70 puntos fueron sobre planteo y resolucién de integrales triples,
considerando cambios de variables y su aplicaciéon en voliimenes de regiones en el espacio, don-
de los estudiantes podian recurrir a GeoGebra para beneficiar el razonamiento matemético con
el fin de resolver las interrogantes.

Para este examen parcial se not6 un aspecto muy interesante e importante de rescatar: los estu-
diantes cada vez realizaban dibujos mas elaborados por medio de GeoGebra en tres dimensio-
nes. Esto se debi6 a que conforme avanzaba el curso y se usaba mds dicho paquete computacio-
nal, se fueron conociendo mas herramientas de mucha utilidad dentro este software, tales como
interseccién entre sdlidos, graficar curvas y superficies parametrizadas en el espacio, modificar
los aspectos de las superficies, entre otros. Asi, los alumnos adquirieron una mayor destreza con
el uso de GeoGebra en tres dimensiones. A continuacién se presentan algunas de las interro-
gantes donde se podia usar este software educativo.

e Sea Q el s6lido ubicado en el primer octante y limitado por los planosx+z =4y y+z = 4.
Considere la integral I = jjj f(x,y,z) dV.
Q

a. Escriba I en el orden dxdzdy.

b. Escriba I en el orden dydzdx.

c. Escriba I en el orden dzdydx.
Posiblemente esta sea una de las preguntas donde mayor beneficio obtuvieron los educan-
dos con el uso de GeoGebra. La elaboracién del sélido Q lo hicieron graficando las super-

ficies involucradas para luego visualizar las intersecciones, y usando otras herramientas
que proporciona el software detallaron los limites del sélido.

N Y

N X
Figura 1.4: Visualizacién del sélido elaborada por una estudiante en GeoGebra 3D.

En la figura 1.6 anterior se aprecia un bosquejo del sélido Q hecho por una estudiante,
cuyo disefio fue méas elaborado. Esto obedece a que los alumnos han adquirido mayores
destrezas con el uso de GeoGebra, segtin se explicé con anterioridad. Posteriormente, y
con la finalidad de escribir la integral triple en los 6rdenes de integracién solicitados, con
la herramienta de rotaciéon que ofrece GeoGebra en 3D, los alumnos visualizaron las pro-
yecciones del s6lido Q en los diferentes planos. La figura 1.6 muestra el sélido Q hecho
por la misma estudiante, pero rotado de tal forma que se observen las proyecciones en los
planos yz, xz y xy, respectivamente.
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Figura 1.5: Rotacién del sélido para observar las proyecciones hecho por una estudiante en Geo-
Gebra 3D.

Los errores cometidos por los educandos fueron minimos. De hecho, solo uno planteé la
integral en el orden dzdydx observando la proyeccién como el tridngulo {(x,y) € R?: 0 <
x <4, 0 <y < x} y multiplicé la integral triple por dos, lo cual no es del todo erréneo si se
estuviera solicitando el volumen de Q. Sin embargo, no se considera como una respuesta
completamente correcta.

e Considere el s6lido Q limitado por las superficies z = 24/x2 + y2 y z = 3 —x? —y2.

a. Use una integral triple en coordenadas cilindricas para determinar el volumen de Q.

b. Plantee una integral triple en coordenadas esféricas que permita determinar el volu-
men de Q.

Los estudiantes usaron GeoGebra en esta pregunta para visualizar el sélido y la proyecciéon
de este sobre el plano xy, asi como el valor de z en la interseccién de las dos superficies
dadas, un ejemplo de ello se aprecia en la figura 1.6, el cual fue hecho por un alumno.
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Figura 1.6: Sélido Q y su proyeccion en el plano xy hecho por un alumno en GeoGebra 3D.

También usaron la herramienta de rotacién para poder visualizar el movimiento del angu-
lo ¢ ala hora de plantear la integral triple en coordenadas esféricas. La figura 1.6 muestra
lo que hizo el mismo alumno de la figura anterior.

Figura 1.7: Rotacién de Q hecho por un alumno en GoeGebra para determinar el movimiento de

.

Es evidente que todas las vistas anteriores del mismo sélido Q ayudaron a plantear las
integrales que se pidieron. Inclusive, algunos educandos al visualizar que dicho sélido es
simétrico en cada octante para z > 0, solo trabajaron con el primer octante y multiplicaron
por cuatro la integral triple.

e Sea Q el s6lido limitado inferiormente por el paraboloide az = x? + y? y superiormente
por la esfera x? + y2 + z2 = 2a?, con a € R*.

a. Dibuje el sélido Q.
b. Plantee la integral triple I = jfj (x* +y* + z%) dV usando coordenadas esféricas en el
Q

orden dddpdo.

Esta pregunta plantea una variante en comparacién con las demas, que es el uso de un pa-
rametro. En la resolucién, lo que hicieron la mayoria de estudiantes era asignarle un valor
adecuado al pardmetro a para poder dibujarlo en GeoGebra. Por otro lado, tinicamente
dos estudiantes usaron la herramienta de deslizador en GeoGebra para cambiar el valor
de a y visualizar el comportamiento del sélido formado por las dos superficies, segiin se
aprecia en la figura 1.6.
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» Vista Algebraica X » Vista Gréfica X/ » Vista Grafica 3D
®a=2
®b:x®+y*+22=8
® X +y?+0z2-22=0
x = 2 cos(t)
®d: y=2sen(t) 0t <628
z=2

Figura 1.8: Sélido Q con el deslizador del pardmetro a hecho por un estudiante en GeoGebra.

Ademas, la dificultad de esta pregunta también radica en que se solicit6 la integral triple
en coordenadas esféricas en un orden de integracién no usual, para lo cual los estudian-
tes debieron observar detalladamente los intervalos de movimiento del dngulo ¢ y del
radio p. Indudablemente, y de acuerdo con las diversas imagenes que aportaron los dis-
centes sobre este ejercicio y las respuestas hasta este punto, al usar la rotacién en GeoGebra
en tres dimensiones pudieron observar y determinar estos intervalos. No obstante, hubo
equivocaciones cuando despejaron ¢ en términos de p, y a partir de ello se arrastra un
error grave, consecuentemente no tenian por completo las resoluciones correctas. En fin,
solo un estudiante obtuvo bien toda la respuesta.

En resumen, de los 70 puntos del segundo parcial donde se puede recurrir a GeoGebra para
indagar sobre las respuestas, la suma promedio obtenida por los discentes fue de 51 puntos. Es
decir, un 74 % de aprobacion, el cual sigue siendo un porcentaje satisfactorio.

Andilisis de los resultados de la fercera prueba parcial. La tercera prueba parcial tenia cuatro pre-
guntas con un valor total de 80 puntos, de los cuales, 60 puntos correspondian al planteo y
resolucion de integrales de linea e integrales de superficie, incluyendo el Teorema de Green,
el Teorema de Stokes y el Teorema de la Divergencia de Gauss, donde los educandos podian
apoyarse en GeoGebra para interpretar las posibles resoluciones. Los otros 20 puntos fueron
preguntas mds formales sobre los temas evaluados, donde el uso del software es de poca o nula
utilidad. A continuacién se presentan algunas de las interrogantes.

e Considere la curva x® + y® = 3xy, llamada el folium de Descartes.

a. Realice un dibujo de dicha curva y coloree la regién que encierra en el primer cua-
drante. Llame dicha regién R.

b. Verifique que una parametrizacién de dicha curva es

3t 3t?
T’(t) = (m, m) con teR - {—1}
. 9t
c. Verifique que xdy —y dx = mdt.

3
d. Use el Teorema de Green para mostrar que el area de R es 5 Sugerencia: note que
0<t< +oo.

Cabe destacar que el folium de Descartes es una curva que no se estudi6 en clases ni en las
précticas. Eventualmente, al ser una curva de la cual posiblemente los estudiantes des-
conocian sus propiedades y su gréfica, su construcciéon solo con hoja y lapiz, podia tener

GeoGebra en 2D y 3D como recurso diddctico en un curso de integracion miltiple.... Bolivar A. Ramirez S.
Derechos Reservados © 2020 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/
 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Analisis empirico del uso de GeoGebra como recurso didactico 13

una dificultad mayor. Aqui es donde el uso de GeoGebra aporta un gran beneficio, ya que
rapidamente se obtienen la curva. De hecho, todos los educandos la dibujaron de forma
correcta e identificaron la regién R.

Para verificar la parametrizaciéon de la curva los estudiantes tenfan varias alternativas. Las
dos utilizadas fueron: sustituir los pardmetros en el folium de Descartes y asegurarse que
la igualdad se cumple, y la otra consisti6 en aplicar la herramienta de trazar curvas pa-
rametrizadas en GeoGebra y verificar que realmente coincide, como lo muestra la figura
1.6.

i » Vista Algebraica Xl » Vista Grafica
|~ Curva implicita
® ax*-3xy+y*=0
Curva paramétrica
t

| x=3-t73+1 1
eb: 2 0<t<100
|
=3._
. Y= e
-2 -1 0 b 1 i

| -1
Figura 1.9: Construccién de la curva folium de Descartes hecha por un estudiante en GeoGebra.

e Considere el s6lido cerrado Q acotado por x> +y? =1, x—z=1yx+z=1.

a. Realice un dibujo del sélido Q e indique la cantidad de superficies que componen
este s6lido. Denote S la(s) superficie(s) que limitan el sélido Q.

b. Sea el campo vectorial F(x,y,z) = (xy2 +2,x%y -2, xzyz). Muestre que

[[Fras=m,
S
usando Teorema de la Divergencia y sin usar el Teorema de la Divergencia.

Aqui GeoGebra en tres dimensiones y la herramienta de rotacién, colaboré en gran medida
con la resolucién pues lo estudiantes pudieron verificar que la frontera del sélido cerrado
Q se compone de tres superficies y para definir la direccién del vector normal n cuando
debian verificar la integral de superficie sin el Teorema de la Divergencia. La figura 1.6
presenta el sélido Q hecho por una discente.

Figura 1.10: Sélido Q compuesto por tres superficies elaborado por una alumna en GeoGebra.
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Posteriormente, ya con el detalle del sélido Q obtenido en GeoGebra, los educandos con-
tinuaron con la resolucién. Se recalca que todos los estudiantes tuvieron bien la direccién
del vector n, demostrando el beneficio del uso del software. Sin embargo, los errores més
comunes fueron cuando verificaron la integral de flujo sin el Teorema de la Divergencia,
y esto en gran medida por errores de célculo.

2
e Sea S es la porcién del paraboloide z = x> + UZ que queda por debajo del plano z = 2x.

a. Realice un dibujo de la superficie S.

b. Aplique el Teorema de Stokes para calcular I = fj rotF-ndS, donde n es el vector
S

normal unitario a la superficie S cuya tercera componente es negativa y F(x,y,z) =
(y,z,x).

Similarmente a la pregunta anterior, GeoGebra 3D colaboré a una correcta visualizacién de la
superficie formada y su borde, con la cual deben trabajar. Ademads, esta interrogante tiene la
particularidad que solicita el cdlculo de una integral de flujo por medio de una integral de linea,
por tanto los estudiantes debian parametrizar el borde de la superficie S y la podian verificar
graficamente en GeoGebra. En efecto, la gran mayoria de estudiantes lo hicieron de esa forma.
Un ejemplo de ello lo muestra la figura 1.6, donde se observa la superficie S y ademds la curva
paramétrica que corresponde al borde. Los errores cometidos obedecen al mal calculo de la
integral de linea.

» Vista Algebraica Xl » Vista Grafica 3D
Curva paramétrica
x =1+ cos(t)
® c: y=2sen(t) 0<t<628
z=2+ 2 cos(t)
Paraboloide
® a:-x*-025y*+0z22+z=0

Plano
® b:-2x+z=0

Figura 1.11: Superficie S con su borde parametrizado hecho en GeoGebra 3D por un estudiante.

En sintesis, de los 60 puntos donde era viable usar GeoGebra para poder dar respuesta a las
preguntas planteadas, los estudiantes obtuvieron 45 puntos en promedio, para un porcentaje
de rendimiento de un 75 %, el cual sigue siendo bueno.

Consideraciones finales de la aplicacién de las tres pruebas parciales. En relacién con todos los resul-
tados anteriores, se deduce que hubo un 75,1 % de aprobacion en los tres exdmenes parciales en
aquellas interrogantes donde era posible emplear GeoGebra para interpretar su solucién. Aho-
ra, teniendo presente que usualmente se necesita un 70 % para aprobar un curso universitario,
se intuye que el porcentaje obtenido fue satisfactorio.

Por otro lado, se evidencia que GeoGebra en dos y tres dimensiones es de gran ayuda para visua-
lizar curvas y superficies, sobre todo cuando éstas se integran para formar sélidos. Asimismo
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es una herramienta que permite verificar graficamente algunos procesos que se estan haciendo,
como una correcta parametrizacion de una curva que es la intersecciéon de dos superficies, la
direccién de una curva paramétrica, o bien la direccién del vector normal unitario a una super-
ficie, si aplica, los limites de integracién, entre otros. Esto, a su vez, colabora con la seguridad
de los estudiantes cuando estd resolviendo las preguntas propuestas tanto en los exdmenes y
como en las practicas.

Ademas, se evidencié que los educandos adquirieron una mayor destreza con el uso de Geo-
Gebra en tres dimensiones, pues cada vez mostraron dibujos mas elaborados con detalles im-
portantes, para lo cual usaron herramientas de rotacion, interseccién de superficies, superficies
parametrizadas y curvas parametrizadas en el espacio, entre otros. Gracias a ello, les permitia
una mejor visualizacién.

Andlisis de los datos obtenidos de la observacion participante y el cuestionario
A continuacion se presenta la informacién mas relevante que se gener6 a partir de las observa-
ciones participantes y de las respuestas obtenidas en el cuestionario.

Se evidenci6é que la mayoria de los educandos tenian conocimiento bésicos de GeoGebra, be-
neficiando la primera semana de clases donde se hacia una explicacion general del uso de este
software de Geometria Dindmica, sobretodo para graficar en dos y tres dimensiones, incluyen-
do curvas y superficies, ya sean parametrizadas o no. Los estudiantes realmente se notaron muy
motivados por el uso de una herramienta tecnoldgica reconocida y que ademds se use para un
curso que ciertamente tiene un alto componente de formalidad matematica.

De hecho, algunos comentarios obtenidos del cuestionario son: “evito errores que podria co-
meter graficando”, “me ahorra tiempo”, “GeoGebra en 3D me permite visualizar desde varias
posiciones en poco tiempo”, “permite visualizar los limites de una regiéon en 2D”, “ayuda a
visualizar las fronteras de regiones en 3D”, “coadyuva a que se pueda plantear mejor las inte-

grales”, entre otros.

Es relevante destacar el dltimo comentario, porque precisamente con el software se pretende
contribuir al planteamiento correcto de integrales en varias variables, siendo asi el paquete
computacional un medio y no un fin, como se escribi6 al inicio de este apartado.

De forma similar, los alumnos estan de acuerdo en que el uso de GeoGebra en 2D y 3D les ha
permitido realizar, de forma maés eficiente, ejercicios que involucren el Teorema de Green, el
Teorema de la Divergencia y el Teorema de Stokes.

Sumado a todo lo anterior, se sefialan los siguientes aspectos generales y positivos, los cuales
son comentarios textuales de los estudiantes tomados del cuestionario: “me permite orientarme

s

con respecto a un dibujo”, “a mi me ha ayudado a comprender mejor, pues realizar las graficas

V/aTi

en 3D es la parte mas dificil del curso”, “las proyecciones de los dibujos quedan méds claras de

observar”, “permite una mejor visualizacién e interpretacion de las graficas” y “facilita la clase
tanto para el docente como para el estudiante”, entre otros.

De acuerdo con las opiniones anteriores, se puede interpretar que realmente el uso de GeoGebra
para graficar en dos y tres dimensiones favorece la resolucion de integrales en varias variables,
pues, a pesar de que un educando posea habilidades numéricas y algebraicas muy buenas que
le permitan resolver integrales en méas de una variable, sino no ha hecho una correcta grafica de
la region de integracion, es probable que la resolucién sea inadecuada ya que se puede cometer
errores a la hora de plantearla, y es aqui donde el paquete computacional funciona como una
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alternativa pedagogica para ayudar al estudiante.

Segtin la observacion participante hecha, los estudiantes mostraron seguridad cuando resolvian
ejercicios en clase al contar con GeoGebra, y solian llegar a las respuestas correctas con regula-
ridad, esto repercutia positivamente en la motivacion. Inclusive, el ritmo de clase fue normal,
en comparacion con otras clases donde se imparten la misma teoria.

Es importante mencionar los aspectos por mejorar indicados por los estudiantes, los cuales son:
“el curso se podia complementar en un laboratorio de informética para no tener que traer las
computadoras portétiles”, lo cual es una proposicién muy atinada, sin embargo, es dificil conse-
guir un espacio en los laboratorios. Ademads, “en ocasiones me confiaba demasiado en el dibujo
que realizaba en GeoGebra, y perdia procedimientos”. En este sentido, se deduce que algunos
educandos usaron el software como un fin y no como un medio porque este no resuelve inte-
grales en dos y tres variables.

Otro aspecto por mejorar fue “en algunas veces no lograba emplear las herramientas de GeoGe-
bra de forma correcta” y “se requiere de mayor explicacién para el caso de los estudiantes que
hemos usado poco GeoGebra”. Aunque se us6 la primer semana de clases para explicar el uso
de GeoGebra de forma general, pareciera que se necesita mas tiempo, sobretodo para aquellos
discentes que tienen conocimientos nulos sobre este paquete informaético. Asi, es conveniente al
menos trabajar una clase més sobre el uso de GeoGebra y en aquellas funciones que interesan
para el curso. Cabe destacar que eran muy pocos los estudiantes con desconocimiento del uso
de GoeGebra, como se mencioné en parrafos anteriores. Ademads de que conforme avanzaba
el curso y se resolvian ejercicios con el apoyo e GeoGebra, los estudiantes adquirian mayores
destrezas en el uso del software.

1.7 Conclusiones

Las principales conclusiones de este trabajo se puntualizan a continuacién:

e Laimplementacién de actividades didécticas que utilizan GeoGebra en dos y tres dimen-
siones favorecen el proceso de la ensefianza y el aprendizaje de temas afines a integraciéon
en varias variables. Esto obedece a que se beneficia la motivacién y por ende el interés
de los estudiantes durante las clases, inclusive puede mejorar la comprension de forma
significativa y consecuentemente optimizar el rendimiento académico.

o El estudio de los temas relacionados con integracién mdltiple, se prestan para usar algiin
sofware de Geometria Dindmica como recurso didéctico, repercutiendo positivamente en
el proceso de ensefianza-aprendizaje, segin y como se demostré en esta investigacion y
se escribié anteriormente. Sin embargo, de forma habitual, estos temas se ensefian de for-
ma tradicional, solo con pizarra y marcador, dejando atn la necesidad de realizar més
esfuerzos para cambiar este tratamiento metodolégico.

e El uso de algtin sofware de Geometria Dindmica como GeoGebra no resuelve de forma
definitiva los problemas de ensefianza-aprendizaje asociados a temas de integracién mul-
tiple, sin embargo, es un estimable recurso didactico que permite a los alumnos mejorar
el razonamiento matemaético y la capacidad para la resolucién de problemas.

e De acuerdo con las necesidades de los educandos, el docente es el responsable de dise-
far las situaciones diddcticas mas convenientes para optimizar el uso de GeoGebra (o
cualquier otro paquete computacional) y asi aprovechar sus potencialidades. También,
los estudiantes son responsables de ser participes activos de las actividades planteadas
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y de indicar al docente cuando una actividad fue o no fue provechosa, esto con el fin de
mejorar continua y permanentemente.

e Se debe insistir en que el uso de los paquetes informaticos en la Educacién Matematica
Superior tienen que ser un medio para impactar positivamente las metodologias usadas
en las respectivas clases. En este sentido, las medidas adoptadas por el discurso didéctico,
donde se utilice software educativos, deben coadyuvar el razonamiento matematico.
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