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Resumen: En la resolucién de los problemas de optimizacion con restricciones (también conocida
con el nombre de programacién matemaética) se pueden establecer diversidad de algoritmos. Como
la investigacién en este campo es muy amplia, continuamente se estdn desarrollando nuevos métodos,
cada vez maés sofisticados, que permiten resolver este tipo de problemas.

En este articulo se presentardan los métodos de penalizaciéon. Estos son los mds intuitivos y permiten
mostrar una introduccién dentro de la resolucién de este tipo de problemas. Se estudiaran sus pro-
piedades vy, luego, se procederd a su deduccién, interpretaciéon y demostracién de su convergencia.
Finalmente, se presentard el método del Lagrangiano aumentado. Este es un método que mejora a los
anteriores y con una mayor velocidad de convergencia. Asi mismo, este articulo supone una introduc-
cién a los algoritmos de resoluciéon de problemas de optimizacién con restricciones, mostrando una
iniciacién a los métodos numéricos empleados en la programacién matematica.

Palabras Clave: optimizacion con restricciones, penalizacion, penalizacién exterior, penalizacién in-
terior, Lagrangiano aumentado, condiciones KKT

Abstract: In solving constrained optimization problems (also by the name of mathematical program-
ming), a variety of algorithms can be established. As the research in this field is very extensive, new
and increasingly sophisticated methods are continually being developed to solve this type of problem.

In this article the methods of penalization will be presented. These are the most intuitive and allow to
show an introduction within the resolution of this type of problem. Their properties will be studied,
and then their deduction, interpretation and demonstration of their convergence will proceed. Finally,
the augmented Lagrangian method will be presented. This is a method that improves on the previous
ones and allows for greater and better convergence. Likewise, this article supposes an introduction
to the optimization algorithms of constraint optimization, showing an introduction to the numerical
methods used in mathematical programming.

Keywords: constraint optimization, penalty methods, simple penalty, interior point penalty, Aug-
mented Lagrangian, KKT conditions
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1. Introduccion

La programacién matematica es una rama que pretende estudiar la resolucién de problemas de op-
timizacion. En este articulo se dard una serie de algoritmos para su resolucién, siendo el objetivo de
estudio el algoritmo del lagrangiano aumentado. A lo largo de las diferentes secciones se introduci-
ran resultados tedricos sobre los que se apoyan estos métodos, haciendo una revisién bésica por los
mas importantes. Los teoremas y resultados mostrados no son de produccién propia, sino que son
una recopilacién sobre la que se basa el tema de estudio en este articulo. En este sentido, el aporte del
articulo se centra en los ejemplos, la ejecuciones y las reflexiones que se vayan mostrando segtn se
introduzcan los contenidos.

Notacion 1

Antes de comenzar con la redaccién, se hacen las siguientes aclaraciones correspondientes a la
notacién que se empleard en lo sucesivo:

1. Alolargo del articulo se emplearan escalares, vectores y matrices de forma frecuente. Para
diferenciarlos, se escribird a los vectores en letra negrita mintdscula (por ejemplo v), a las
matrices por letra negrita mayuscula (por ejemplo M) y en letra normal mintscula a los
escalares (por ejemplo k).

2. El empleo de los vectores serd muy reiterado. Dado un vector v, si se desea referirse a su
componente i-ésima, esta se denotard en letra normal mintiscula con el subindice, es decir,
Vi.

3. En una sucesion de vectores, se denotaréa al vector k-ésimo de la sucesion con la siguiente
escritura: v{¥).

4. Alos conjuntos se les denotard en letra normal maytscula, por ejemplo S. El término Int(S)
se refiere al interior del conjunto.

Las diversas situaciones en las que es necesario el estudio de estos problemas, conlleva a que su for-
mulacién pueda ser muy variada y compleja. Normalmente, un problema que se asemeja bastante a
una formulacién genérica de un problema de este tipo es el siguiente:

min v
min J(v)

Sujeto a: 1)
{(pi(v)SO i=1,...,m
dij(v)=0 j=1,...,p.

El objetivo del problema (1) es la obtencién del minimo del funcional objetivo, J (v), dentro del con-
junto que determinan las restricciones. Es decir, no se busca optimizar el funcional objetivo en todo
su dominio, sino que se exige que la solucién pertenezca al siguiente conjunto,

i 0 i=1,...,m
S:={veR": Pi(v) < . Y } ,
{ dj(v)=0 j=1,...,p

que se denominard como conjunto admisible o conjunto factible.

La resolucion del problema (1) es bastante compleja y, para ello, hay diversas tacticas que permiten
obtener una solucién numérica del problema. Algunos de los algoritmos abordan el problema di-
rectamente, pero, por el contrario, otros métodos optan por el calculo de puntos que cumplen una
serie de condiciones cuyas propiedades hacen que sean candidatos muy probables a ser solucién del
problema.
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Dentro de los algoritmos que opten por encontrar una posible solucién hallando un punto que veri-
fique las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, también conocidas como condiciones KKT. Estas con-
diciones permiten concluir, bajo ciertas hipétesis, que los puntos que las verifican son minimos del
problema genérico (1). Su definicién se establece a continuacién:

Definicion 1
Se dice que un punto u € R™ es un punto de Karush-Kuhn-Tucker para el problema (1), siy
sOlo si, existen multiplicadores de Lagrange y de Karush-Kuhn-Tucker (a los que se denotara

por las letras griegas A = (?\1,. .., )\p) T yu=(u,..., hm) T, respectivamente) que verifican las
condiciones de KKT, que son las siguientes:

s Condicion estacionaria:

m p
Viw + > wiVei(uw) + > AVs(w) =0, )
i=1 j=1
= Condicién de factibilidad
{(pi(u)SO i=1,...,m 3)
$j(u) =0 i=1,...,p '

» Condicién de holgura:

ni@i(u) =0 i=1,...,m
{P»iZO i=1,...,m ° (4)

Si se observa la definicion 1, esta establece, mediante la condicién (3), la factibilidad del punto. Las
demas condiciones establecen una caracterizacién del punto que servird para demostrar que un punto
que verifica las condiciones KKT es un buen candidato a ser solucién del problema (1). Dado que este
articulo no versa sobre las condiciones KKT, se introducirdn los siguientes resultados sin demostra-
cién. Ademés, se incluird una referencia donde se pueden consultar.

Definicion 2
Dado el punto v € S, se define el conjunto de restricciones activas de v como sigue:

I(v):={ie{l,...,m}: @i(v) =0}.

Teorema 1 (Teorema de Karush-Kuhn-Tucker)

Sea u un minimo local del problema (1). Si los vectores V;(u) conj = 1,...,py Vei(u), con
i € I(u), son linealmente independientes, entonces existen multiplicadores de Lagrange y de

KKT que verifican las condiciones KKT.
—

Demostracion. Se puede consultar en [13, Teorema 8.2.7]. O

Este resultado permite establecer que las condiciones KKT son una condicién necesaria bajo una hi-
potesis. La hipétesis establecida en el Teorema 1 se denomina condicién de cualificacion y esta se puede
cambiar por otras que permiten demostrar el mismo resultado. Para més informacién de este tema,
consultar [13, Cap. 8] 6 [5, Sec. 6.3].
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Sin embargo, el resultado visto es necesario, pero no es suficiente. Para ello, se pueden robustecer
las hipétesis del problema de optimizacién haciendo que este sea convexo. Esto quiere decir que tan-
to el funcional objetivo como el conjunto admisible sean convexos (se puede consultar para ello la
Definicion 1). El resultado se puede ver en el Teorema 1.

Definicion 3
Un conjunto S se dice convexo si verifica que para cualesquiera a,b € S se cumple que
(I-ta+tbes, vVt e [0,1].

Ademads, dada una funcién f, definida sobre un conjunto convexo, se dice que es convexa si para
cualesquiera dos puntos a y b de su dominio se verifica que

f((1-t)a+tb) < (1-t)f(a)+ tf(b), Vte[0,1].

Teorema 2

Se considera el problema de optimizacién (1). Si este es convexo, se tiene que dado un punto ad-
misible u € S, para el cual existen multiplicadores de Lagrange y KKT (A y i, respectivamente),

entonces u es un minimo del problema.
—

Demostracion. Se puede consultar en [13, Teorema 8.2.18]. O

De esta forma, se comprueba que los puntos que verifican las condiciones KKT, bajo ciertas condicio-
nes, son puntos que pueden ser minimos del problema original (1) o incluso ser los tinicos minimos.
Asi, algunos métodos numéricos optan por calcular numéricamente este tipo de puntos para hacer
un estudio posterior y comprobar si efectivamente son soluciones al problema.

En este articulo se presentardn los métodos de penalizacion. Estos algoritmos se basan en una serie de
ideas muy intuitivas que permiten resolver el problema genérico (1) de forma directa. Sin embargo,
en la practica no resultan del todo favorables y, por ello, se mostrara finalmente el método del Lagran-
giano aumentado que fue desarrollado primeramente entre 1973 y 1974 por Rockafellar ([10],[11] y
[12]) a partir de la idea inicial de Hestenes [7] y Powell [9] en 1969. Aunque este método se basa en
parte en la penalizacién, este opta por la obtencién y célculo de un punto que verifican las condiciones
KKT.

2. Métodos de penalizacion

En esta seccién se estudiardn los métodos de penalizacién, existen diversos tipos, pero una caracteris-
tica comtn que los define. Esta consiste en reducir el problema con restricciones (1), a un problema
sin restricciones. Es decir, se reduce el problema genérico principal a uno del siguiente tipo:

min J (v) , (5)
donde se optimiza el funcional objetivo en todo su domino en lugar de en un conjunto admisible. La
optimizacién sin restricciones resulta mas sencilla y se ha estudiado con mayor profundidad a lo largo
de la historia. Para su resolucién existen diversos algoritmos, algunos de ellos muy sofisticados y con
muy buenos resultados en la préctica. Por este motivo, se opta por esta reduccién de un problema maés
complejo a uno més sencillo. Si se desean conocer los detalles acerca de los algoritmos que permiten
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resolver los problemas de optimizacién sin restricciones, se puede consultar [2, Cap. 5] para tener
una vision general o, también, se puede consultar [8, Cap. 6] donde se hace hincapié en los métodos
Quasi-Newton, que son los mas empleados.

La idea principal de los métodos de penalizaciéon consiste en construir un nuevo funcional objetivo
de tal manera que si se toma un elemento fuera del conjunto admisible, se penalice esa eleccién au-
mentando el valor que toma el funcional. De ahi proviene el nombre de penalizacién, pues se castiga
la toma de un punto no factible y, dependiendo del tipo de penalizacién, se pueden diferenciar los
distintos tipos de métodos que se presentan a continuacion.

2.1. Penalizacién exterior

Este primer método reside en el disefio de una sucesiéon de subproblemas de optimizacién sin res-
tricciones. La sucesién formada por las soluciones de los subproblemas converge a la solucién del
problema original (1). Con este motivo se crea una funcién P : R™ — R, denominada funcién de
penalizacion, y que viene caracterizada del siguiente modo:

| P(v)>0 sivgs$s
P(V)'_{ P(v)=0 siveS$

Con base en esta funcién se define una sucesién de problemas que pretenden minimizar al funcional
Je (v) sin restricciones, de tal manera que:

. 1
min  J(v) =J(v) + -P(v). (6)

veR™ £
Entonces, dada una sucesioén de elementos {ey } o positivos convergentes a cero, se obtiene una su-

cesion {u(gn)}neN de soluciones de (6), la cual convergerd a un elemento u, que es solucién de (1).

Para comenzar, se verdn algunas propiedades de las funciones de penalizacién y de las soluciones
u(ak)_

Dado 0 < 1/e1 < 1/¢», se tienen las siguientes propiedades:

1. Je (u(El)) < Te, (u(sz)).
2. ](u(gl)) <7J (u(”)).

3. P (u(sl)) >P (u(sz)).

Demostracion. Aplicando la definicién de solucién del problema (6), se tiene que:

Je: (') < Je, (%)) < Je, (u?) < T, (u'®). (7)

Por tanto, ya se ha obtenido (1). Ahora, usando la propiedad (1) demostrada y (7), se llega a,

0 Jeu () = Jea(u2) = [y (@40) = Jes ()] = P(ue2) = Pl

1 1

lP(u(il)) — lp(u(m))] = (_ — _) (p(u(ez)) — p(u(£1))) ,
€1 €2 &1 &

de lo que se deduce (3). Y, usando ahora (3) y (7), se tiene que,
1
J®)) < ) + = (p(u(Ez)) - p(u(el))) < J(u'®)),
€1
lo cual demuestra (2) y finaliza la prueba. O
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Sea u la solucién del problema (1) considerado. Entonces, para cada k € IN se tiene que:

J(w) > Je, (u(Ek)) > (u(sk)) '

Demostracion. El resultado es inmediato considerando el siguiente desarrollo:

J(0) = Jw) + —P(w) > J(u) + —Pu®) > J).
€k Ex

Se considera el problema (1) y u(®) la solucién al problema (6). Entonces, tomando
§ = P(u®), se tiene que u'®) también es solucién del problema:

min A4
min J (v)

Sujeto a: (8)
P(v) <5d.

Demostracion. Para cualquier v que satisfaga la condicién P(v) < 0 se tiene que:

05+ (P) - Pv)) = Je(®) - J@l9) = J(v) + ]
= [1e@) = Je@)| + 1) - T <)) - J@) = @) 2 Jw),

obteniendo asf la definicién de minimo y concluyendo asi la demostracién. O

Llegados a este punto, se estd en condiciones de deducir el algoritmo del método. Entonces, al con-
siderar el problema (1), teniendo en cuenta cémo se define la funcién de penalizacién, este se puede
reescribir como:

min v
min J (v)

Sujeto a: )
P(v)=0

Ahora bien, tomando ¢ lo suficientemente pequeiio, el problema (8) sera una aproximacién del pro-
blema original (1). Por tanto, aplicando el Lema 2.1, u‘®) es una aproximacién de u (solucién del
problema inicial).

La idea basica de este método se basa en que, segtn se reduce el parametro de penalizacién ¢, se
reduce el valor de P(u(*")), como se vio en el Lema 2.1. Por este motivo, si se fija un valor de tolerancia
b para aproximar el problema (1) mediante (8), se puede establecer el Algoritmo 2.1.

Algoritmo 1 Penalizacion exterior

Se sigue el siguiente procedimiento:
PAsO 0: Setoma ey >0,0 >0y k=0.
paso 1: Se calcula ul®x+1), solucién de (6).

PAsO 2: Si la penalizacién P(u(skﬂ)) < b, entonces se finaliza. En caso contrario, se toma x4 =
€/10, k = k + 1 y se vuelve al raso 1.
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Observacion 1

La actualizacién del valor € no tiene porqué ser la utilizada en el algoritmo. Esta puede va-
riar en funcién de nuestros intereses, haciendo que la sucesion {ex }y. o decrezca con mayor o
menor rapidez. Lo ideal es que la sucesién decrezca paulatinamente, para que la sucesién de
soluciones no sufra cambios bruscos. En caso de construir una sucesion {ey }, . que decrezca
muy rdpidamente, es posible que alguno de los subproblemas asociados no tenga solucién o sea
muy complicado calcularla, por lo que es preferible observar un comportamiento progresivo de
la sucesion. Ademads, en la resolucién de los subproblemas (6), se tendrd que usar algiin mé-
todo de resolucion de problemas de optimizacién sin restricciones. En dichos métodos se debe
aportar un iterante inicial. En este caso, un buen iterante inicial, la solucién ule®) calculada en
la iteracién anterior.

Por otro lado, nétese que la funcién de penalizacién debe ser elegida de tal forma que el funcio-
nal J(v) tenga minimo finito, ya que si no es asi, el algoritmo diverge. Esta situaciéon se puede
dar en casos donde el funcional objetivo decrezca segun ||v|| — +co y la funcién de penalizacién
no crezca con la misma rapidez que decrece J(v).

Ahora bien, una cuestiéon importante es el estudio de la convergencia del método. Para ello se intro-
duce el Teorema 2.1.

Teorema 3

Dado el problema (1) con un funcional continuo. Entonces, cualquier punto limite de la sucesién

{u#x)} generada por el Algoritmo 2.1 es solucién del problema original (1).
I

Demostracién. Suponga que {ul¢¥)} es una subsucesién convergente con limite u. Entonces, por la
continuidad del funcional ], se tiene que:

Jim ) = j(u). (10)

Denotando por J* el valor del funcional en la solucién del problema (1), y teniendo en cuenta los
Lemas 2.1y 2.1, la sucesién {J,, (u'*¥))} es creciente y esta limitada superiormente por J*. Entonces:

lim Je, () =q<7T" (11)
kK —+o00
De manera que, extrayendo (10) de la ecuacién (11) se tiene:

lim iP(u“k')) =q-J(u). (12)

K/ —+o00 Ex/
Como P(ulev)) > 0 y 1/ex — +oo, por (12), implica que:

lim Pu'¢¥)) =0.

k=400

Usando ahora la continuidad de P(tbfv), se obtiene que P(u) = 0, por lo que u es un punto admisible
para el problema. Ademés, por el Lema 2.1, J(u'®)) < J* y por lo tanto:

Jw) = Jim Ju) <

Por lo que u es una solucién 6ptima factible del problema original (1). O
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Observacion 2

Del Teorema 2.1 se deduce que si la sucesion generada por el Algoritmo 2.1 converge a un punto,
este serd solucién del problema general (1). Sin embargo, esta sucesién no tiene porqué ser con-
vergente siempre. Por ejemplo, puede darse que el minimo de algtin subproblema no sea finito
y, por tanto, la sucesién comience a divergir. Por este motivo seria importante poder demostrar
la existencia y unicidad de solucién en los subproblemas sin restricciones del Algoritmo 2.1. Es-

te hecho es bastante complicado en la préctica y se podria consultar [3] para conoce mds acerca
de esta tematica.

Una cuestién interesante es como crear una funcién de penalizacién P(v). En realidad, cualquier fun-
cién que cumpla las propiedades dadas en el Lema 2.1, se puede usar. Sin embargo, algunas tiene

mejores propiedades que otras. Una posible opcién, es usar la funcién (13) denominada penalizacion
cuadritica:

m P
P(v) = > (max {0, (W)} + > |b;(v)[% (13)
i=1 j=1

Tal y como esta definida esta penalizacion, el funcional J,(v) serd derivable y continuo. Pero al no ser
continua la segunda derivada, puede conllevar problemas si se utiliza un método de resolucién de
optimizacién sin restricciones que involucre a la segunda derivada del funcional objetivo.

Ejemplo 1

Para ejemplificar visualmente lo que produce la penalizacién, tomando la funcién de penaliza-
cién (13), se va a aplicar ahora al siguiente problema unidimensional:

min  J(v) =e”

veR
Sujeto a: (14)
P1(v) = —x
@2(v) =x—1.
Vi T T LY 4
Funcional Objetivo L Funcional Objetiva
"L ——— Restriccion 1 D= = = =Epsion=1
Restriccion 2 Joo - = —Epsilon=0.5
3 I - = =Epsion=0.1
. ' = = =Epsion=0.01

o -——
o

=]

@

w
[=
[3)
o
n
n

Figura 1: Representacion gréfica del problema (14).

En la gréfica de la izquierda se muestra el funcional, las restricciones y el conjunto factible.
Mientras que en la segunda grafica se muestra el funcional objetivo J(v) y los diferentes J.(v),
a medida que se afina el valor de ¢, segtn se indica en las graficas. Se observa que los funcio-
nales J¢(v) aumentan su valor fuera de la region factible, mientras que se mantiene el funcional
original dentro del conjunto admisible.

Una vez vista la intuicién del método de forma grafica, se puede introducir una visién préctica.
En este sentido, se presenta el siguiente problema del que se mostraran los resultados obtenidos
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2.2 Penalizacion interior 9
en algunas iteraciones del método de penalizacién exterior:
, _ 22
{Irellgg J(v) = =vi —v;
Sujeto a: (15)
@1(v) :v% +v§ -1.
Iteracion k ek ulex) P(ulew) Je, (ulex)) J(u(ex))
0 10 (1.732,1.732) 2.500489e+01 -3.500000e+00 -6.000489e+00
1 3.33 (1.154,1.154) 2.777778e+00 -1.833333e+00 -2.666667e+00
2 1.11  (0.881,0.881) 3.086419e-01 -1.277778e+00 -1.555556e+00
3 0.37  (0.769,0.769)  3.429353e-02 -1.092593e+00 -1.185185e+00
4 0.123 (0.728,0.728) 3.810393e-03 -1.030864e+00 -1.061728e+00
5 0.041 (0.714,0.714) 4.233768e-04 -1.010288e+00 -1.020576e+00
6 0.013 (0.709,0.709) 4.704181e-05 -1.003429e+00 -1.006859e+00
Tabla 1: Resultados obtenidos con el método de penalizacion exterior en el pro-
blema (15).
Enla Tabla 1 se puede ver la convergencia hacia un punto de la circunferencia de radio uno (pues
el minimo es cualquier punto de la circunferencia unidad). Pero, ademas, se pueden apreciar
las propiedades vistas en el Lema 2.1.
—

Observacion 3

Los resultados mostrados en la Tabla 1 no son tinicos. Dependiendo del algoritmo que se utilice
en la resolucion de los subproblemas de optimizacion sin restricciones se obtendran unos valo-
res u otros, pero en cualquier caso los comportamientos que se observan deben ser similares a
los mostrados en la Tabla 1.

2.2. Penalizacion interior

Otro método similar al anterior es el método de la penalizacién interior o de la barrera. En este nuevo
caso, se vuelve a usar una funcién de penalizacioén a partir de la cual se definird un nuevo funcio-
nal objetivo y. A partir del funcional se construye una sucesién de subproblemas cuya sucesién de
soluciones converge a la solucién del problema inicial.

Sin embargo, se presentan diferencias respecto al caso anterior. En primer lugar, este tipo de método

solo es aplicable a problemas de optimizacién, como el visto en (1), pero considerando tinicamente

las restricciones de desigualdad. Es decir, tinicamente se aplicard el método al siguiente problema:
min

veR™ ](V)

16
Sujeto a: (16)

ei(v) <0 i=1,...,m.

Entonces, siguiendo una filosofia similar al caso de la penalizacién exterior, se busca construir una
sucesién de soluciones factibles, por lo que cada u'®) € S. Para introducirse en el método se comenzara
por la definicién de la funcién de penalizacién, que se define, para este método, como P : R™ — R*
tal que:

lim P(v) = +oo,
d(v,0S)—0
donde d(v, 9S) denota la distancia del punto v a la frontera de S, por lo tanto, la penalizacién aumenta
segln se aproxima a la frontera del conjunto admisible. Con base en esta penalizacién, se define el

Resolucion de los problemas de optimizacion con restricciones mediante los métodos de penalizacion y del Lagrangiano aumentado.
Vazquez Mourazos, M.
Derechos Reservados © 2020 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (https:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)


 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

10 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 21, No 2. Marzo — Agosto, 2021
siguiente problema:
min  Je(v) = J(v) + eP(v), (17)
veR™

que es un problema sin restricciones. A continuacién se presentan varias propiedades de esta funcién
de penalizacién que son andlogas a las del caso anterior.

Dado 0 < ¢ < €1, se tiene:
1L, ]sz(u(EZ)) < ]El(u(EI))'

2. J(u'®)) < J(ulev),

3. P(ul¢?) > P(ul®V).

Demostracion. Teniendo en cuenta la definicién de J(v) y de minimo, se tiene:

Je () < Joy (') < Jey (u)) < e, (), (18)

de lo que se obtiene (1). Ademas:

0 < Jep (V) = o, () = [Joy(u®?) = T, (u*2))]
= €2P(u(£1)) — E1]:(11(51)) _ [Ezp(u(ez)) — Elp(u(az))] = (1 — &) (p(u(sz)) _ P(u(al))) _

Como €1 — &7 > 0, entonces se deduce (3). Y, finalmente, usando (18) y (3) se tiene,
J@) <)) + & (P) - (),
de lo que deduce (2). O

Siendo u'®) solucién del problema (17) y tomando § = P(u'®)), entonces u'®) es solucién
del problema

min  J(v)
veR™ (19)
Sujetoa: P(v) <5.

Demostracion. Para todo v € R™ tal que P(v) < 9, se tiene:

0< ¢ (P(®) - P¥)) = Jo(u) - @) = Jo(v) + J(¥) =
[Je@9) = Je@)] +]) = J@®) < J@) - @) = J@©) < @),

de lo que se obtiene la definicién de minimo y, por tanto, lo que se queria probar. ]

Cuando el valor de  del Lema 2.2 es lo suficientemente grande, este sirve para aproximar el siguiente
problema:

min  J(v)
veR™ (20)
Sujetoa: P(v) < +co.

Ahora bien, del modo en que se ha definido la funcién de penalizacién, la restricciéon del problema
(20) es equivalente a que su solucién sea factible para el problema inicial (1). Sin embargo, dicha
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2.2 Penalizacion interior 11

solucién no se encontrara sobre la frontera de S, ya que en dichos puntos la penalizacién tiende a
infinito.

Ademés, si e > 0 es suficientemente pequefio y el § del Lema 2.2 es lo bastante grande, entonces u'®)
se encuentra dentro de la region factible S y aproxima el valor de la solucién del problema original.
Entonces, se puede deducir el algoritmo 2.2.

Algoritmo 2 Penalizacion interior

Se aporta el siguiente pseudocédigo:
PASO 0: Setomae; >0,0>0yk=1.
paso 1: Se calcula u(®x+), solucién de (17).

PASO 2: Si skP(u(Ek“)) < 9, se finaliza. En caso contrario, se toma ex4+1 = €1/10, k = k+ 1y se
vuelve al paso 1.

Observacion 4

Al igual que sucedia en el método de penalizacién exterior, el decrecimiento de ¢ en el raso 2,
no tiene que ser la indicada, sino que puede ser cualquiera. Lo ideal es que el decrecimiento,
al igual que en la Observacién 2.1, sea paulatina debido a que esto ayuda en la resolucién de
los subproblemas. Si el decrecimiento de ¢ es demasiado pronunciado, se corre el riesgo de
que los algoritmos de resolucién de los subproblemas no encuentren una solucién finita, lo
que conllevaria a no obtener informacién acerca de la sucesion de soluciones aportada por el
Algoritmo 2.2.

Una vez visto el Algoritmo 2.2, se introduce a continuacién el Teorema 2.2 que aporta resultados sobre
la convergencia de dicho método.

Teorema 4

Sea J(v) un funcional limitado inferiormente en la regién factible S. Entonces, el algoritmo de
penalizacién interior termina de forma finita para > 0y, cuando no lo hace, entonces se verifica
que:

1. %im exP*) = 0,

2. lim J@™Y) = inf J(v).
k—oo velnt(s)

Y, ademads, cualquier punto de acumulacién de la sucesion {uy }ken es solucién del problema
(16).
I

Demostracion. Solo serd necesario probar (1) y (2) cuando el algoritmo no termina de forma finita.
Para ello, se toma n > 0 arbitrario, por lo que existird un elemento (que depende de 1), al que se
denotara por uy, € Int(S), de tal forma que:

. n
< f + =, 21
J(un) vef2t<5)1(v) > (21)
Entonces, como {ex} — 0y uy, € Int(S), debe existir un k € N tal que:
exP (un) < g, Vk> k. (22)
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Usando ahora que u**! es el minimo del funcional J, (v):

Jer (u(k+1)) < Jey (un) = &P (u(k+1)) <J(uq) +exP (ug) —J (u(k+1)) . (23)

Por lo que usando (21), (22) y (23), se obtiene que:
exP (u(k”)) <J(un) + exP (un) —J (u(k+1))

< inf J(v)+ L Ja®) <q, Vk > k.
velnt(s) 2 2

Comon > 0 es arbitrario, se concluye (1). Ahora, para probar (2), utilizando la desigualdad anterior,
se tiene:

k.

\%

J*™) < J(un) + exP(uy) < inf J(v)+m, ¥k
velnt(S)

Como 1 > 0 es arbitrario, se concluye (2). O

Una vez vistos estos resultados, es natural plantear la cuestion sobre como tomar la funcién de pena-
lizacién P(v). Con este motivo, se plantean las opciones reflejadas en (24) que son las mas generales:

m

1
M=o 0 W Zlog< o) 2

i=1
Para mostrar el efecto de la penalizacién interior de un modo visual, se considera el siguiente proble-
ma:
, _ A
min  J(v)=v
veR

Sujeto a: (25)
{ e1(v) =v-1
@2(v) =-v-1

7

del que se obtiene los siguientes resultados.

T F 1

Funcional Objetivo

Funcional Objetivo
s Restriccion 1 = = =Epsian=1
Restriccion 2 = = = Epsilon=0.5
i = = = Epsilon=0.1
= = = Epsion=0.01
Ly T

Figura 2: Representacion gréfica del problema (25).

En la primera gréfica de la figura 2 se muestra el funcional objetivo con las restricciones y el conjunto
factible. Luego, en la segunda gréfica se muestra de nuevo el funcional objetivo y, ademas, los fun-
cionales J. (v) para distintos valores de €. De este modo, se observa la convergencia de los funcionales
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Je(v) al funcional del problema original dentro de la region factible. Sin embargo, existe una peculia-
ridad dado que en la frontera del conjunto los valores de J,(v) tienden al infinito, lo que muestra que
el método sélo convergerd a un punto del interior del conjunto admisible.

De este modo, se muestra visualmente coémo es necesario inicializar el método desde un punto factible,
ademads de que, para restricciones de igualdad, el método no serviria dado que los funcionales J,(v)
no estarian definidos en esos puntos.

3. Método del lagrangiano aumentado

Una vez vistos los métodos basados en penalizacién, se puede observar la necesidad de que el para-
metro ¢y tienda a cero cuando k tiende a infinito. Este hecho es una gran desventaja desde el punto
de vista numérico, debido a que segtn se toma ¢, mas pequefio, la resolucion numérica de los sub-
problemas generados puede resultar mds compleja de lo previsto.

Para solventar esta dificultad se introduce el concepto de Lagrangiano aumentado. Este concepto se
deriva de la funcién Lagrangiano y permite solventar ese problema que presentan los métodos de
penalizacion. Para ello, se planteard, en primer lugar, el concepto de Lagrangiano aumentado para
el problema con restricciones de igualdad. Esto es, se considerard en primera estancia el siguiente
problema de optimizacién:

min  J(v)
veR™ (26)
Sujetoa: ¢j(v)=0 j=1,...,p.

Definicion 4
Se define la funcién Lagrangiano aumentado para el problema (26) como sigue:

P p
Lev,8) = J(V) + ) E5by() + - ;(cp,-(v))z = J(0) + €7 0) + 5[0

j=1

Observacion 5

Es facil observar cémo la definicién anterior es precisamente el Lagrangiano del problema de
minimizacion:

1
i + —||[D(v)]|?
min  J(v) + ([ oW

Sujeto a:
O(v) =0,

que tiene el mismo minimo local que el problema (26).

El Lema 3 y el Teorema 3 seran la base para justificar el método del Lagrangiano aumentado.
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Sean P y Q dos matrices simétricas. Se asume que Q es semidefinida positiva y que P es
definida positiva en el espacio nulo de Q, es decir, d " Pd > 0 para todod # 0, con d ' Qd = 0.
Entonces, existe un escalar p tal que:

P + pQ es definida positiva Vp > p .

Demostracion. Se puede ver en [1, Lema 3.2.1]. O

Teorema 5 Condicion suficiente de Lagrange

Se considera el problema (26), bajo las hipétesis de derivabilidad del funcional objetivo y de
las restricciones. Entonces, suponiendo que u € S es un punto que verifica las condiciones KKT
con multiplicadores de Lagrange A, y que cumple que,

d’ HZLy(u,A)d > 0 para todod ¢ 0, con ®(u)’d =0,

entonces u es un minimo local estricto del problema (26).

Demostracion. Se puede consultar en [1, Proposicién 3.2.1]. O

Llegado a este punto, se estd en condiciones de demostrar el siguiente resultado que justifica lo que
se ha comentado hasta el momento.

Teorema 6

Dado el problema (26), si u € S cumple las condiciones suficientes de segundo orden del Teo-
rema 3 con su multiplicador de Lagrange asociado A. Entonces, existe un valor & tal que u es un

minimo local de la funcién £ (v, A), para todo ¢ < E.
|

Demostracion. Calculando el gradiente y la matriz hessiana de la funcion £.(v, &) respecto de la va-
riable v, se tiene:

VeL(v,8) = VI + 0 £+ Low)

P
ML 8 =HI+ Y (& + Loy oy + L 00 @),

j=1

En particular, si u y A satisfacen las condiciones del Teorema 3, se tiene:

Vole(w,A) = Vj(u) + @ (u) " (7\ + %@(u)) =VyL(u,A) =0, (27)
HyLe(u,A) = HJ( )+i A+ S () | Hobs () + 2 () D) T
va~ell, - u & ) € ) ) €

1
= HyL(u,A) + = @' (u)' O (u).
Usando la condicién suficiente del Teorema, se sabe que:

d " HL(u,A)d > 0 para todod # 0 tal que d " Q' ()" @' (u)d=0.
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Entonces, haciendo uso del Lema 3, implica que existe un € tal que:
HyL¢(u, A) es definida positiva para todo ¢ < . (28)

Teniendo en cuenta (27) y (28), se estd en hipétesis del Teorema 3, por lo que se verifica que para todo
¢ < g, u es un minimo local de la funcién £ (v, A). O

Por tanto, si se conocen de antemano los valores de los multiplicadores de Lagrange A bastaria con
un nuimero finito de subproblemas sin restricciones que minimicen al funcional £, (v, A) para llegar
a obtener la solucién del problema (26). Sin embargo, esta es una situacién idilica, debido a que en
la practica dichos multiplicadores no se conocerdn. Por este motivo, se recurre a una estimacién de
los multiplicadores. Para ver su deduccién, se considera el siguiente problema de minimizacién que,
para un valor fijo de A, es equivalente al problema (26):

P
min  J(v) + Z Ajd;(v)

veR™
j=1
Sujeto a:
d(v) =0,

que al aplicarle el método de penalizacién exterior, tomando como funcién penalizadora P(v) =

P
1/2 Z(d)j (v))?, se obtiene el siguiente subproblema en cada iteracion:
j=1

veR™

P P
min  J(v)+ Z Ajd;(v) + 21—5 Z(CPJ'(V))Z .
j=1 j=1

Alsuponer que el valor de los A;j varia, entonces los subproblemas también cambian. Pero, suponiendo
que se busca un punto estacionario, entonces:

P P P

1 1

VI(v) + Z; A VO;(v) + - Z; b;(VIV;(v) = 0 & V](v) + Z; (7\]- +=d; (v)) V;(v) = 0.
j= j= j=

De este modo, teniendo en cuenta las condiciones KKT del problema original (26), para un valor fijo

1
de A se observa que un buen estimador de los multiplicadores de Lagrange seria A + < ®(v). Por tanto,

se puede plantear el siguiente algoritmo basado en el Lagrangiano aumentado para la resolucién de
los problemas de tipo (26).

Algoritmo 3 Método de Lagrangiano aumentado
Se procede con el siguiente método iterativo:
PASO 0: Se toma un punto inicial, ¢g > 0,8 >0y A0 e Rp,

paso 1: Se toma como u® la solucién del problema de minimizacién sin restricciones definido
por el funcional £, (v, A(¥)).
PASO 2: Si ||VVL£k(u(k),?\(k))||oo < 8, entonces se para. En caso contrario, se toma ey41 = 1/10¢y,

uk+D) = () y AT+ = A () Eld)(u(k)) para volver al paso 1.
k
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Observacion 6
Como se ha comentado en los anteriores métodos de penalizacién, § es el pardmetro de toleran-
cia, un valor muy pequefio que permite comprobar que la solucién obtenida es factible o esta
préxima al conjunto admisible. Luego, si este criterio de parada no se cumple, se pasa a reducir
el valor de ¢, que en este caso se reduce multiplicando por 1/10. Lo ideal es que el decrecimiento
del valor de ¢, en cada iteracion, sea paulatino y no muy pronunciado.

Una vez visto el Algoritmo 3, es necesario probar que efectivamente converge y que la deduccién del
método es correcta. Para ello, se introducen los siguientes resultados.

Teorema 7
Dado el problema (26), se supone que el funcional objetivo y las restricciones son continuas.
Si u® es la solucién global de minimizar sin restricciones L, (v, A(k)), donde {A(k)}ke]N es una
sucesion acotada y {ex} — 0 con 0 < ex4+1 < ex. Entonces cualquier punto limite de la sucesién

{u™} es un minimo global del problema original (26).
—

Demostracion. Sea u el limite de la sucesiéon {u®®},.en. Como u™ se define como el minimo global de
Le (v, ?\(k)), entonces:

Lo (u®A0) < £ (v,AW), Vv eR™. (29)

Tomando como ¥ el valor del funcional objetivo en el 6ptimo para el problema (26), entonces:

T 1
x = min J(v) = min {](v) + (7\<‘<>) D(v) + —||(D(v)||2} = min L., (v, A1) |
ves veS 2£k vesS
Por lo que, tomando el minimo en el extremo derecho de la ecuacién (29) en v € S, se obtiene:
1
£, @A) = J@¥) + A9) " o) + s— o) < x. (30)
k

Ahora bien, la sucesion {A(k)}ke]N es acotada y tiene como limite A. Tomando el limite superior en la
ecuacién (30) y usando la continuidad de las funciones J(v) y ®@(v), se obtiene que:

1
J(u) + AT O(u) + lim sup —||d)(u(k))||2 <x.
k—o0 2£k

Como |[|[@(u™)]]2 -0 y €x — o0, se deduce que o(u™) -0 y, por tanto, ®(u) = 0. Por consiguiente,
u es factible y ademas J(u) < x, por lo que u es el 6ptimo del problema (26). O

Sin embargo, este resultado implica que el minimo de la funcién Lagrangiano aumentado es calculado
de forma exacta. Pero esto no sucede numéricamente, por lo que se necesita un resultado mas fuerte.
En este sentido, se introduce el Teorema 3.

Teorema 8

Sea u'® tal que ||[VyLe, (v, A(k))Il < &y, siendo la sucesiéon {A(k)}ke]N acotada, {ex}ren — O
decreciente y {5k }xenw — 0. Entonces, si la sucesién de {u(k)}ke]N — u con u un punto regular,

1
entonces u es un punto KKT para el problema (26) y, ademas, {A(k) + E—CD(u(k))} — A,
Kk

keN
siendo A los multiplicadores de Lagrange asociados a u.
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Demostracién. Sin pérdida de generalidad se supone que {u®}xen — u y se define, para todo k €
N, A" = A0 4 1/, 0(u). Entonces se obtiene que:

1
VoL, (u,A) = Vi) + o) (A“‘) + —@(um))

€k (31)

= Vj(®) + o' ®) " Q") .

Como u es regular, ®’(u) tiene rango p y ®’(u®)) tiene rango p para todo k suficientemente grande.
Sin pérdida de generalidad se asume que ®’(u®) tiene rango p para todo k. Entonces, multiplicando

-1

la ecuacién (31) por (d)’(u(k)) (d)’(u(k)))T) @’ (uM) se obtiene que:

5 (k ’ ’ T -1 ’

A = (0/@®) (@@¥) ") 0 @)VI) (VL e, @A) - Vi) .
Luego, por hipétesis, VVLEk(u(k), A(k)) — 0, entonces i(k) — A, donde:

-1

A= — ((D'(u(k)) (cp'(u<k>))T) o' () V] (u®).

Nuevamente, como Vy £, (u®, A1) — 0, entonces de la ecuacién (31) se obtiene que

V™) + o/u®) Ak =g,

Ahora bien, como {A™},en es acotada y AR +1/e, ™) — A, esto implica que {1/ex®(u™)} es
acotada. Pero como 1/¢i — +o0, se deduce que ®(u) = 0. O

Por tanto, este resultado muestra que si el punto u, al que converge la sucesién creada por el método
del Lagrangiano aumentado, es regular y los multiplicadores de Lagrange convergen a un valor finito,
entonces, u es un punto KKT. Por consiguiente, un buen candidato a ser minimo del problema (26).

Este método ha sido desarrollado para un problema del tipo (26), pero seria interesante desarrollarlo
para resolver un problema general del tipo (1). Con este objetivo, se pretende reescribir el proble-
ma (1) de una forma equivalente en la que sé6lo haya restricciones de igualdad. Asi pues, se puede
introducir el problema,

ngng J(V)
Sujeto a: (32)
{(pi(v)+z%:0 i=1,...,m
d)j(V)ZO j=1,...,‘p,

donde z;, i = 1,...,m, son variables adicionales. Esta transformacién del problema original (1) en
uno de este estilo de tipo (26), se puede consultar en [1, pags. 286-287].

De este modo, se puede aplicar el algoritmo del Lagrangiano aumentado al problema (32) para asi
obtener un punto KKT de dicho problema y, en consecuencia, del problema original (1). En esta linea,
se plantea minimizar el Lagrangiano aumentado asociado al problema (32), que seria el siguiente:

Lew,2,67) =)+ £T OW) + 5[0+ ). {vm(v) +20)+ o lou(v) + z%F} .G

i=1

Para resolver el problema (1) se aplicaré el Algoritmo 3, tomando como funcién Lagrangiano aumen-
tado la (33). Ademas, a esta funcién se le pueden aplicar los resultados anteriores y, por tanto, si se
conocen los valores exactos de los multiplicadores de Lagrange (A) y de KKT (u), se puede aplicar el
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Teorema 3, que nos permite concluir que bastarian un nimero finito de subproblemas sin restricciones
que minimicen el funcional £ (v, z, A, n), para hallar la solucién del problema (1).

Sin embargo, bastarfa con resolver el problema de minimizacién respecto de la variable v € R™,
debido a que la minimizacion referente a la variable auxiliar z € R™, se puede calcular analiticamente.
Pues bien, minimizando en primer lugar Le(v,z,A 1) respecto de z, es equivalente a minimizar:

. 1 .
min {M((Pi(v) +wi) + —(i(v) +Wi)2} , Vi=1,...,m,
w;i>0 2¢

que es una funcién cuadrética en wi. Suminimo, teniendo en cuenta las restricciones, esw} = max{0, Wy},
donde W; es el minimo del problema sin restricciones y, que por tanto, cumple que anula la derivada,
es decir,

Hi+1/e(@i(v) +Wi) =0,
luego:
Wi = méx {0, - (eni + @i(v)} - (34)

Una vez hallado el minimo respecto de la variable z € R™, se puede substituir la expresién (34) en
la ecuacién (33), de tal modo que, para los valores fijos de los multiplicadores de Lagrange y KKT, se
tiene que minimizar respecto de v € R™ la siguiente funcién,

m

2
Lev,Aw)=]W)+ AT OW) + 21—£||CI)(V)||2 + % Z (méx {O, Wi + %(pi(v)}) - p% , (35)

i=1

que se considerard como la funcién Lagrangiano aumentado para el problema (1). Entonces, llegado
este punto, con seguir el mismo procedimiento del Algoritmo 3, con el funcional (35), se obtendria
numéricamente un punto KKT para el problema (1).

Claro que, en este caso, se saben los valores fijos de los multiplicadores, que se desconocen en la
realidad. Para ello, se deben aproximar mediante un procedimiento iterativo. En el caso de los mul-
tiplicadores de Lagrange ya se dedujo anteriormente, pero teniendo en cuenta la conversién hecha
para el caso de restricciones de desigualdad, haciendo el mismo procedimiento, se llega a que sus
actualizaciones se corresponden respectivamente con los valores:

1 1
{A(k) + —(D(u(k))} y  max {0, u 4 —\P(u(k))}
£k €k

Hechas estas conclusiones, se puede reescribir el algoritmo del Lagrangiano aumentando para el caso
del problema genérico (1). Entonces, se puede concluir el siguiente método:

Algoritmo 4 Método del Lagrangiano aumentado

Se procede con el siguiente método iterativo:
PASO 0: Se toma un punto inicial, ¢g > 0,8 >0y A0 e Rp.

paso 1: Se toma como u® la solucién del problema de minimizacién sin restricciones definido
por el funcional £, (v, A(¥)).
PASO 2: Si ||VVL£k(u(k), A(k))lloo < &, entonces se para. En caso contrario, se toma ex41 = 1/10¢y,

ulkrD) = g9 AGHD = () 4 sid)(u(k)) y u+D) = max {0, u 4+ %‘P(u(k))} para volver al
K K

PASO 1.
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Observacion 7

Debido a la construccién del método para el caso genérico, se pueden aplicar los mismos re-
sultados que se mostraron con anterioridad. Esto es debido a que este algoritmo es una simple
consecuencia de aplicar el Algoritmo 3 al problema (32).

Para ejemplificar el método propuesto en el Algoritmo 3, se aplicara el cédigo propuesto al
problema

m]g; J(v) = (vi = 2)* + (vo — 1)

Sujeto a: 36
0.25v2 +13 < 1 (36)
V1 — 2\)2 =-1 ’
—

del que se obtiene los resultado mostrados en la Tabla 2.

Iteracion k €x u(ex) J(ulex)
Datos iniciales 1 2 2) 1
1 1 (1.087946 9.664382¢ — 01) 0.83297
2 3.333333e — 01 (9.4763196 —01 9.368910e — 01) 1.1115
3 1.111111e - 01 (8.5415366 —01 9.181050e — 01) 1.3197
4 3.703704e — 02 (8.2620586 —01 9.121708e — 01) 1.3855
5 1.234568e — 02 (8.2300516 —01 9.114667e — Ol) 1.3932
6 4.115226e — 03 (8.2287746 —01 9.114382e — 01) 1.3935
7 1.371742e — 03 (8.228757(2 —01 9.114378e — 01) 1.3935
8 4.572474e — 04 (8.2287578 —01 9.114378e — 01) 1.3935
9 1.524158e — 04 (8.2287576 —01 9.114378e — 01) 1.3935

Tabla 2: Resultados obtenidos con el método del Lagrangiano aumentado para el
problema (36).

Como se puede apreciar, segtin decrece el valor de ¢y en cada iteracién, las soluciones obtenidas se
aproximan a la solucién de forma pronunciada. Aunque el valor del funcional en las soluciones no
decrezca en cada iteracion, esto es debido a que los puntos obtenidos no son siempre factibles y se
van aproximando al conjunto factible segiin se suceden las iteraciones.

4. Ejecuciones y pruebas practicas

Con el objetivo de probar el funcionamiento de los anteriores métodos en la practica, se mostrara
un par de ejecuciones en problemas reales. Para ello, se programaron los Algoritmos 2.1, 2.2 y 3 en
MatLab, donde se utiliz6 un algortimo Quasi-Newton en la resolucién de los subproblemas de opti-
mizacién sin restricciones (estos son los mds empleados en este &mbito).
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4.1. El problema de la geodésica

Un problema usual en las compafiias aéreas es el calculo de la menor trayectoria en el recorrido de
los aviones. Intuitivamente dicha trayectoria es la linea recta. Sin embargo, al aproximarse la Tierra a
una esfera, la trayectoria mds corta es el arco de geodésica que une ambos puntos.

El objetivo de este primer problema es una versién de la situacion planteada. Se considerara la esfera
unidad y se querrd calcular la curva de longitud minima que una dos puntos dados. La solucién
exacta es conocida y se puede consultar sus detalles en [6, Cap. V]. Para plantear el problema de
forma numérica se desea hallar una discretizacién de dicha curva para aproximarla por la curva que
une los puntos de la discretizacién solucion. Asi, se plantea el siguiente problema:

n-1
min Z \/(a” 11— ain)? + (air12 — ai2)? + (ai41,3 — ai3)?
A(2m—-1,)eR3n-2) py
Sujeto a: (37)

@ +ah+ay =1 Vi=2,...,n-1
ajj =03y Vj=2,...,n-1lyalgunie {1,2,3} ,

donde A € M 3 es la matriz que en cada fila contiene las coordenadas de cada punto. Entonces, en
la primera fila se tiene el punto de partida y, en la tltima, el punto de destino. Asi, las variables son
las coordenadas de los puntos incluidos en las filas interiores de la matriz. De esta forma, se tiene un
problema 3(n — 2)-dimensional con n — 2 puntos que definen la discretizaciéon de la curva buscada.

Respecto a las restricciones, se tienen n — 2 primeras restricciones de igualdad que aseguran que los
puntos calculados pertenezcan a la esfera unidad. Finalmente, para asegurar que la discretizacién sea
atil para visualizar la trayectoria, se fija una de las coordenadas de los puntos a un valor a elegir (o),
dejando los demas libres.

En este caso se tomard como punto de partida (\5 /2,0, V2 / 2) y como punto de destino (0, V2 /2, V2 / 2)
con 100 puntos de discretizacién. Con estas bases se han obtenido los siguientes resultados:

Numero de iteraciones | Distancia | Tiempo de ejecuciéon
Penalizacion exterior 2 1.047107 34.347507 sec
Lagrangiano aumentado 10 1.047192 13.0308 min

Tabla 3: Ejecuciones del problema de la geodésica

La solucién se representa en la siguiente Figura 3, donde se muestra en rojo la geodésica obtenida
numéricamente y, en azul, el recorrido en linea recta (el intuitivo en un primer lugar).

La distancia del recorrido azul es de 1.1107 u.d, mientras que la distancia de la geodésica exacta es
arc cos(0.5) = 1.0472 u.d. Por tanto, dentro de las soluciones obtenidas, seria la del Lagrangiano au-
mentado la mas aproximada. Por otra parte, el método de penalizacién exterior converge en dos itera-
ciones, lo que impide la convergencia de {ex }xenw — 0y, por consiguiente, de que sea fiable el método.
Por ello, seria conveniente aumentar el criterio de tolerancia para ver cémo se suceden las soluciones
segln siguiese decreciendo ¢y en cada iteracién. Aunque si se lleva a cabo este tltimo consejo, en-
tonces el tiempo de ejecucion del método de penalizacion exterior se dispara en més de media hora,
por lo que se descarta su utilidad en este caso. Finalmente, el método de penalizacién interior no se
muestra en los recuadros de soluciones debido a que este método no se puede emplear en contextos
donde aparezcan restricciones de igualdad.
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Figura 3: Soluciones al problema de la geodésica

4.2. El problema de la bancarrota

Otra de las aplicaciones de la optimizacién es en la Teoria de Juegos. Pues bien, en esta rama de
las matemdticas es necesario resolver problemas de optimizacién con restricciones para obtener las
soluciones requeridas. Un ejemplo de ello seria en la obtencién de la solucién de Nash en los juegos
de negociacién.

En [4] se pueden ver los detalles relativos a esta disciplina y uno de los problemas que se plantea es
el problema de la bancarrota. En él se presenta una empresa en quiebra, cuyo capital es insuficiente
para pagar las deudas contraidas. Ademas, la legislacién del pais obliga a que el capital de la empresa
se reparta entre los acreedores, sin que ninguno de ellos reciba méas de lo que se le adeuda y de un
modo que sea aceptado por todos.

Entonces, se denota por n el nimero de acreedores, por E > 0 al capital de la empresa y por a a
un vector de n componentes que contiene en la componente i-ésima los adeudamientos del i-ésimo
acreedor. Asi, en [4, pags. 105-112], se plantea como posible respuesta la soluciéon de Nash, la cual es
la solucién al problema:
n
max l_[ Vi
veR™ 1
i=1
Sujeto a:
n

ZViSE

i=1
0<vi<aq, Vi=1,...,n.

(38)

Este se ha resuelto, en su versién equivalente a un problema de minimizacién, con los distintos algo-
ritmos estudiados para el caso particular en el que n = 10, E = 5 millones de euros, y el vector a de
los adeudamientos es aquel que viene dado por

a=(1 08 05 1.1 07 02 09 15 01 1.2)

en millones de euros. Asi pues, con una tolerancia comtn de 1072, se han obtenido los resultado
mostrados en la Tabla 4.

Entonces, a pesar de que se trata de un problema aparentemente sencillo (con pocas dimensiones
y restricciones lineales), el método de penalizacién exterior diverge debido a que la penalizacién 13
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Ntamero iteraciones J(u) Tiempo de ejecucion
Penalizacion exterior Diverge Diverge Diverge
Lagrangiano aumentado 14 2.7991.e-04 0.7227 seg

Tabla 4: Ejecuciones del problema de la bancarrota

no es capaz de compensar el decrecimiento del funcional objetivo (motivo por el cudl el minimo de
los funcionales J¢(v) no es finito). El método de penalizacion interior no aporta una solucién. Esto es
debido a que, en la practica, al resolver en MatLab los subproblemas sin restricciones, estos aportan
soluciones no finitas o que se encuentran fuera del conjunto admisible. Asi, el método de penalizacién
interior conlleva serios problemas en la implementacién del algoritmo en la préactica. Por consiguien-
te, es el Lagrangiano aumentado el tnico método estudiado que realmente aporta una solucién al
problema en un tiempo razonable.

5. Conclusiones

En base al trabajo desarrollado en el presente articulo, se obtienen las siguientes conclusiones:

= Dentro de los métodos de penalizacién, el método de penalizacion exterior es el que mejor se
adectia. El método de penalizacién interior no estd definido en todo el dominio y si el mini-
mo del problema se encuentra en la frontera del conjunto admisible, este nunca podré llegar
a alcanzarse. Por el contrario, el método de penalizacién exterior, ademds de permitir las res-
tricciones de igualdad, consta de mejores caracteristicas para minimizar los subproblemas sin
restricciones, siempre y cuando estos tengan solucién finita.

» En caso de convergencia del método de penalizacion exterior, este calcula numéricamente la
solucién del problema que resuelve, pero esta solucién puede que no sea factible. Sin embargo,
en el método de penalizacion interior siempre se van a obtener soluciones factibles, en caso de
obtener alguna solucién.

= Por lo visto en la seccién 4, el método del Lagrangiano aumentado obtiene mucho mejores re-
sultados en la practica que los métodos de penalizacién exterior o interior. Este hecho es debido
a que cuenta con mejores propiedades que los anteriores métodos debido, en parte, al Teorema
3.

= De obtener una solucién con los métodos de penalizaciéon y del Lagrangiano aumentado, hay
que tener un rango de escepticismo con los resultados obtenidos. Pues bien, los métodos de
penalizacién, en caso de convergencia, lo hacen a una solucién del problema estudiado. Sin
embargo, el método del Lagrangiano aumentado converge hacia un punto que verifica las con-
diciones KKT. Por consiguiente, en este tiltimo caso seria necesario hacer un estudio local del
punto obtenido para comprobar que efectivamente se trata de un punto éptimo.
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