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Resumen:
							                           
Las funciones dadas por reordenaciones de β-expansiones de un número suelen ser presentadas como ejemplos de variables aleatorias en la teoría de la probabilidad, sin embargo, no se realiza un estudio a profundidad de este tipo de funciones ni se suele presentar una demostración rigurosa de que, en efecto, son variables aleatorias. En el presente trabajo, se da una demostración del resultado original de que este tipo de funciones son continuas en casi todas partes, de lo cual se deduce que son variables aleatorias. Además, se presentan demostraciones originales y directas de algunas propiedades conocidas de las β-expansiones de los números entre 0 y 1; entre estas, se establece condiciones para que un número tenga β-expansión única y también se prueba que si dos números tienen β-expansión única y son suficientemente cercanos, entonces sus β-expansiones coinciden hasta cierto índice. Finalmente, se presenta una caracterización original sobre los puntos de continuidad de funciones dadas por reordenaciones estrictamente crecientes.



Palabras clave: variables aleatorias, β-expansiones, continuidad, teoría de la medida.
		                         


Abstract:
						                           
The functions given by rearrangements of β-expansions of a number are usually presented as examples of random variables in probability theory, however, an in-depth study of this type of functions is not carried out nor is a rigorous demonstration that they are indeed random variables. In this work it is proved a proof of the original result that these types of functions are continuous almost everywhere, and so they are random variables. In addition, it is presented original and direct proofs of the most known properties of β-expansions in [0, 1]; for example: conditions for that a number has unique β-expansion, and it is proved that if two number, with unique β-expansion, are close enough, then their β-expansions match up to a certain index. Finally, an original proof is presented of the points of continuity of functions given by strictly increasing rearrangements.



Keywords: random variables, β-expansions, continuity, measure theory.
                                








1. Introducción 


La demostración de la existencia de una sucesión de variables aleatorias independientes no es un problema trivial (Borovkov2013, p. 56), pero es de gran importancia, ya que existe un amplio número de resultados de la teoría de la probabilidad que utilizan este tipo de sucesiones (ver Chung y Zhong (2001); Borovkov (2013)). En la literatura se pueden encontrar diversas demostraciones de la existencia de este tipo de variables aleatorias, sin embargo, la mayoría de estas demostraciones no son constructivas o utilizan resultados clásicos de Kolmogorov o Caratheodory basados en medidas productos o extensión de medidas. Por otro lado, existe una demostración constructiva y que no requiere la utilización de resultados adicionales, ver Billingsley (2012), Kallenberg (2002), Williams (1991); esta demostración utiliza la expansión binaria de los números reales, en específico, Williams (1991) lo plantea de la siguiente manera
1
: para
[image: 607965937009_gi2.png]
, se toma 
[image: 607965937009_gi3.png]
 tal que



[image: 607965937009_gi4.png]



y se define las funciones



[image: 607965937009_ee2.png](1)



Se puede apreciar que se utiliza una especie de zigzag de Cantor para la colocación de los subíndices. Con esto, Williams establece que 
[image: 607965937009_gi5.png]
 es una sucesión de variables aleatorias independientes. Las sucesiones planteadas por Billingsley (2012) y Kallenberg (2002) son similares, pero en ninguno de los tres textos se demuestra que en efecto las funciones que definen son variables aleatorias y únicamente se centran en demostrar su independencia.

En este trabajo, con la finalidad de llenar el vacío dejado por las demostraciones de Billingsley, Kallenberg, Williams, entre otros, se presentará una demostración original y a detalle, de que una familia de funciones, de las cuales las funciones definidas en las ecuaciones (1) son un caso particular, es una familia de funciones continuas en casi todas partes (es decir, que el conjunto de discontinuidades tiene medida nula, ver Shirali (2018, p.118) y, por ende, variables aleatorias (Gentili, 2020, p. 242). En específico, se demostrará a detalle que, dada una función 
[image: 607965937009_gi10.png]
 (que llamaremos reordenamiento), si para
[image: 607965937009_gi11.png]
, se toma 
[image: 607965937009_gi12.png]
 una β-expansión de 
[image: 607965937009_gi9.png]
 y se define la función



[image: 607965937009_ee3.png](2)



entonces 
[image: 607965937009_gi13.png]
 es continua en casi todas partes y, por lo tanto, una variable aleatoria. 

Como se puede ver, el tipo de funciones definidas por la ecuación (2) están relacionadas con la β-expansión de un número, por esta razón, se presentan algunas notaciones y resultados acerca de las expansiones de un número con la finalidad de expresar estas funciones de una manera precisa y con notación contemporánea.

Se utilizan las siguientes notaciones a lo largo del trabajo. Se toma
[image: 607965937009_gi14.png]
; dados
[image: 607965937009_gi15.png]
 con
[image: 607965937009_gi16.png]
, se denota
[image: 607965937009_gi17.png]
, es decir, el conjunto de todos los números enteros comprendidos entre 
[image: 607965937009_gi18.png]
 y 
[image: 607965937009_gi19.png]
.  Además, se denota por [image: 607965937009_gi20.png] al intervalo
[image: 607965937009_gi21.png]
; por otro lado, si
[image: 607965937009_gi22.png]
, 
[image: 607965937009_gi23.png]
 representará la parte entera de
[image: 607965937009_gi24.png]
, es decir, el mayor número entero menor o igual a 
[image: 607965937009_gi25.png]
. Finalmente, dado un conjunto
[image: 607965937009_gi26.png]
, 
[image: 607965937009_gi27.png]
 representa el conjunto de todas las sucesiones en 
[image: 607965937009_gi28.png]
 (que empiezan su numerador en 1) 

Ahora, dados 
[image: 607965937009_gi29.png]
 tal que 
[image: 607965937009_gi30.png]
 y
[image: 607965937009_gi31.png]
, una
[image: 607965937009_gi33.png]
-expansión de

[image: 607965937009_gi32.png]
 es una sucesión 
[image: 607965937009_gi34.png]
 de 
[image: 607965937009_gi35.png]
 tal que



[image: 607965937009_gi36.png]



Se tiene que todo elemento de [image: 607965937009_gi37.png]

[image: 607965937009_gi38.png]
 posee al menos una β-expansión (la demostración original de este hecho puede encontrarse en Rényi (1957)). Con esto, definiendo la función




[image: 607965937009_gf3.png]










se tiene que esta función es sobreyectiva más no inyectiva.

Por otro lado, dado 
[image: 607965937009_gi42.png]
, existe una única β-expansión 
[image: 607965937009_gi41.png]
 tal que 



[image: 607965937009_gi43.png]



es decir, una β-expansión que no tiene una cola de términos 
[image: 607965937009_gi44.png]
. Por lo tanto, si definimos



[image: 607965937009_gi45.png]



se tiene que la función



[image: 607965937009_gi46.png]



es biyectiva. Con esto, se nombra 
[image: 607965937009_gi48.png]
 a la inversa de
[image: 607965937009_gi47.png]
, es decir,



[image: 607965937009_gi49.png]



es la función tal que asigna a cada elemento de 
[image: 607965937009_gi53.png]
 su única β-expansión que no posee una cola de números
[image: 607965937009_gi55.png]
. Además, para cada 
[image: 607965937009_gi56.png]
, se define 
[image: 607965937009_gi57.png]
 a la función que asigna a cada 
[image: 607965937009_gi58.png]
 la n-ésima componente de 
[image: 607965937009_gi59.png]
 (en caso de no presentar ambigüedad, se da denota simplemente por 
[image: 607965937009_gi54.png]
), es decir, le asigna la n-ésima componente de su 
[image: 607965937009_gi60.png]
-expansión que no posee una cola de números 
[image: 607965937009_gi61.png]
. Así, se tiene que, para todo 
[image: 607965937009_gi62.png]
, 



[image: 607965937009_gi63.png]



Finalmente, se define



[image: 607965937009_gi65.png]



así, 
[image: 607965937009_gi68.png]
 es el conjunto de sucesiones que no tienen ni cola de números 0 ni de números β-1. Con esto, se define [image: 607965937009_gi69.png]

[image: 607965937009_gi70.png]
, es decir,  es el conjunto de todos los elementos de  con β-expansión sin cola de números 0 ni de números β-1.   

Con la finalidad de presentar un trabajo autocontenido, en la sección 2, se presenta la demostración de existencia y las condiciones para unicidad de la β-expansión de los elementos de[image: 607965937009_gi64.png], además, se dan algunos resultados que serán de utilidad en la sección posterior. En la sección 3, se presentan algunas propiedades de las funciones que se basan en reordenamientos de las β-expansiones de un número, adicionalmente, se demuestra que funciones análogas a las dadas en Williams (1991) son continuas en casi todas partes. Todas las proposiciones y teoremas presentados en este trabajo, salvo las Proposición 1 y 2, no se hallan en la literatura especializada y, junto con todas las demostraciones presentadas, son originales de los autores. 





2. Propiedades de la β-expansión


El resultado de que todo elemento de [image: 607965937009_gi71.png] ∪ {0, 1} posee al menos una β-expansión es ampliamente conocido y su demostración original puede ser encontrada en Rényi (1957), sin embargo, en general, la demostración de este hecho no es directa, sino que se la presenta como un corolario de resultados más generales. Por esta razón, y para la completitud de este documento, se presenta aquí una demostración centrada en el caso específico de β-expansiones con β un número natural mayor que 1, utilizando la notación contemporánea dada en la introducción. A partir de este punto, siempre se considera β ∈ ℕ tal que β > 1.




Proposición 1


Sea x ∈[image: 607965937009_gi72.png]. Se tiene que existe una sucesión 
[image: 607965937009_gi73.png]
 de 
[image: 607965937009_gi74.png]
 tal que



[image: 607965937009_gi75.png]






Demostración. Se va a definir 
[image: 607965937009_gi76.png]
 de manera recursiva. Se toma 
[image: 607965937009_gi77.png]
 y, para cada entero
[image: 607965937009_gi78.png]
,



[image: 607965937009_gi79.png]



Se tiene que 
[image: 607965937009_gi80.png]
 es una β-expansión de
[image: 607965937009_gi81.png]
, en efecto, se nota que




[image: 607965937009_gf4.png]










Además, para cada entero
[image: 607965937009_gi83.png]
, se tiene que




[image: 607965937009_gf6.png]










por lo tanto,




[image: 607965937009_gf7.png]










Así, 
[image: 607965937009_gi86.png]
 es una sucesión de
[image: 607965937009_gi88.png]
. Por otro lado, dado un entero
[image: 607965937009_gi87.png]
, se tiene que




[image: 607965937009_gf8.png]










de donde



[image: 607965937009_gi91.png]



luego, tomando límite cuando
[image: 607965937009_gi90.png]
, se sigue que



[image: 607965937009_gi92.png]



Con esto, se tiene que todo elemento de [image: 607965937009_gi93.png] posee al menos una β-expansión, sin embargo, es conocido que, en general, esta no es única; por ejemplo: 



[image: 607965937009_gi94.png]
 y 
[image: 607965937009_gi95.png]



A pesar de esto, se puede demostrar que todo elemento de [image: 607965937009_gi96.png] posee a lo más dos β-expansiones en una de las cuales se tiene cola de números 0 y en la otra, cola de números β − 1. Para demostrar esto, primero se nota que una forma de comparar dos β-expansiones 
[image: 607965937009_gi97.png]
 y 
[image: 607965937009_gi98.png]
 es tomar la diferencia entre los números que representan, es decir, analizar



[image: 607965937009_gi99.png]



así, esto recae en analizar el comportamiento de la sucesión
[image: 607965937009_gi100.png]
, la cual toma valores en
[image: 607965937009_gi101.png]
; por esta razón, se demuestran resultados preliminares sobre las sucesiones de 
[image: 607965937009_gi102.png]
 que serán de utilidad para la demostración de los resultados centrales como las Proposiciones3 y 4, por ejemplo, el siguiente lema.




Lema 1 Sea 
[image: 607965937009_gi104.png]
 una sucesión en 
[image: 607965937009_gi105.png]
 tal que



[image: 607965937009_gi106.png]



 Se tiene que 
[image: 607965937009_gi108.png]
 para todo 
[image: 607965937009_gi107.png]
.





Demostración. Sea
[image: 607965937009_gi498.png]
, se tiene que




[image: 607965937009_gf9.png]










por lo tanto,



[image: 607965937009_gi499.png]



de donde 
[image: 607965937009_gi500.png]
; como
[image: 607965937009_gi501.png]
, concluimos que 
[image: 607965937009_gi502.png]






Corolario 1 coro1 Sean y una sucesión en 
[image: 607965937009_gi503.png]
  tal que



[image: 607965937009_gi117.png]



Se tiene que 
[image: 607965937009_gi118.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi119.png]
.





Demostración. Se nota que



[image: 607965937009_gi120.png]



por el resultado anterior, se tiene que 
[image: 607965937009_gi122.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi123.png]
, es decir, 
[image: 607965937009_gi124.png]
 para todo 
[image: 607965937009_gi121.png]
.

Con esto, se procede a la demostración de que todo elemento de [image: 607965937009_gi125.png] posee a lo más dos β-expansiones.




Proposición 2


Sean
[image: 607965937009_gi131.png]

[image: 607965937009_gi133.png], 
[image: 607965937009_gi134.png]
 y 
[image: 607965937009_gi135.png]
 dos β-expansiones de 
[image: 607965937009_gi136.png]
 distintas. Se tiene que existe 
[image: 607965937009_gi137.png]
 tal que 
[image: 607965937009_gi138.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi139.png]
, 
[image: 607965937009_gi140.png]
 y



[image: 607965937009_gi130.png]
 y 
[image: 607965937009_gi129.png]



o



[image: 607965937009_gi128.png]
 y 
[image: 607965937009_gi127.png]



para todo 
[image: 607965937009_gi126.png]
.  





Demostración. Como las sucesiones son diferentes, se toma



[image: 607965937009_gi141.png]



Es claro que 
[image: 607965937009_gi143.png]
 para cada
[image: 607965937009_gi144.png]
, con esto, dado que ambas sucesiones son β-expansiones de 
[image: 607965937009_gi145.png]
, se tiene que



[image: 607965937009_gi142.png]



de donde



[image: 607965937009_ee4.png](3)



Como



[image: 607965937009_gi146.png]



se sigue que
[image: 607965937009_gi147.png]
. Dado que 
[image: 607965937009_gi148.png]
 y 
[image: 607965937009_gi149.png]
 son enteros distintos, se sigue que
[image: 607965937009_gi150.png]
. Con esto, se tienen dos casos

- Si 
[image: 607965937009_gi151.png]
, de la igualdad (3), se tiene que



[image: 607965937009_gi152.png]



de donde, por el resultado anterior, se sigue que 
[image: 607965937009_gi153.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi154.png]
, por lo tanto, como 
[image: 607965937009_gi155.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi156.png]
, concluimos que 
[image: 607965937009_gi157.png]
 y 
[image: 607965937009_gi158.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi159.png]
.

- Si
[image: 607965937009_gi160.png]
, de la igualdad (3), se tiene que 



[image: 607965937009_gi161.png]



de donde, por el resultado anterior, se sigue que 
[image: 607965937009_gi162.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi163.png]
, por lo tanto, como 
[image: 607965937009_gi164.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi165.png]
, concluimos que 
[image: 607965937009_gi166.png]
 y 
[image: 607965937009_gi168.png]
 para todo 
[image: 607965937009_gi169.png]
.

Con este resultado y notando que todo elemento de [image: 607965937009_gi170.png] que posea una β-expansión con cola de números 0 también posee otra con cola de números β − 1 y viceversa, quedan caracterizados los elementos de [image: 607965937009_gi171.png] que tienen β-expansión única. Así, el conjunto [image: 607965937009_gi172.png] (de todos los elementos de [image: 607965937009_gi173.png] que no tienen ni cola de números 0 ni de números β − 1) también puede ser visto como el conjunto de todos los elementos de [image: 607965937009_gi174.png] que tienen β-expansión única. Además, se puede notar que todo elemento de [image: 607965937009_gi175.png] que posee dos β-expansiones distintas es un racional, por lo tanto,



[image: 607965937009_ee5.png](4)



Ahora, de manera directa, se tiene que si dos elementos de [image: 607965937009_gi176.png] poseen β-expansiones que coinciden en sus primeras 
[image: 607965937009_gi177.png]
 componentes (con
[image: 607965937009_gi178.png]
), entonces la distancia entre los dos elementos es menor o igual que
[image: 607965937009_gi179.png]
. Lamentablemente, el recíproco de esto no se cumple en todos los casos. Al igual que antes, para analizar lo expuesto, primero se presenta una propiedad sobre las sucesiones de
[image: 607965937009_gi180.png]
. Lo indicado anteriormente se traduce a que si las primeras m componentes de una sucesión 
[image: 607965937009_gi181.png]
 de 
[image: 607965937009_gi182.png]
 son igual a 0, entonces



[image: 607965937009_gi183.png]



pero su recíproco no es verdadero, por ejemplo, se puede considerar la sucesión definida por




[image: 607965937009_gf10.png]










A pesar de esto, se puede caracterizar este tipo de sucesiones. Se considera el siguiente resultado.




Lema 2 Sea 
[image: 607965937009_gi192.png]
 una sucesión de
[image: 607965937009_gi193.png]
. Se tiene que si



[image: 607965937009_gi188.png]



entonces 
[image: 607965937009_gi189.png]
. Además, en el caso que 
[image: 607965937009_gi190.png]
, se tiene que, para todo entero
[image: 607965937009_gi191.png]
, si



[image: 607965937009_gi187.png]



entonces, para todo
[image: 607965937009_gi186.png]
,




[image: 607965937009_gf11.png]














Demostración. Se supone que 



[image: 607965937009_gi195.png]



se tiene que 



[image: 607965937009_gi196.png]



Además, dado que 
[image: 607965937009_gi197.png]
 una sucesión de
[image: 607965937009_gi198.png]
, se tiene que 



[image: 607965937009_gi199.png]



Así, se tiene que



[image: 607965937009_gi201.png]
 y 
[image: 607965937009_gi200.png]



de donde, 
[image: 607965937009_gi202.png]
 y, como
[image: 607965937009_gi203.png]
, concluimos que 
[image: 607965937009_gi204.png]
.

Ahora, para la segunda parte del resultado, se toma 
[image: 607965937009_gi205.png]
, se utilizará inducción matemática sobre 
[image: 607965937009_gi194.png]
.

- Se supone que 



[image: 607965937009_gi206.png]



Dado que 
[image: 607965937009_gi207.png]
, por la parte anterior, se sigue que 
[image: 607965937009_gi208.png]
. Por lo tanto,



[image: 607965937009_gi210.png]



y, de nuevo, dado que 
[image: 607965937009_gi211.png]
 una sucesión de
[image: 607965937009_gi213.png]
, se tiene que



[image: 607965937009_gi214.png]



con esto, 



[image: 607965937009_gi216.png]
 y 
[image: 607965937009_gi215.png]



de donde



[image: 607965937009_gi217.png]



De esta forma, si 
[image: 607965937009_gi218.png]
, entonces 
[image: 607965937009_gi219.png]
 y, como
[image: 607965937009_gi220.png]
, se tiene que
[image: 607965937009_gi221.png]
; por otro lado, si
[image: 607965937009_gi222.png]
, de manera análoga, concluimos que 
[image: 607965937009_gi209.png]
. 

- Se supone que, para un entero
[image: 607965937009_gi223.png]
, se cumple que si



[image: 607965937009_gi224.png]



entonces 
[image: 607965937009_gi226.png]
 para cada
[image: 607965937009_gi227.png]
. Ahora, se supone que



[image: 607965937009_gi225.png]



por lo tanto



[image: 607965937009_gi229.png]



de donde,



[image: 607965937009_gi230.png]



y, de nuevo, como, dado que 
[image: 607965937009_gi231.png]
 una sucesión de
[image: 607965937009_gi232.png]
, se tiene que 



[image: 607965937009_gi233.png]



con esto 



[image: 607965937009_gi234.png]
 y 
[image: 607965937009_gi235.png]



luego 



[image: 607965937009_gi236.png]



Ahora, si
[image: 607965937009_gi237.png]
, se sigue que
[image: 607965937009_gi239.png]
, además, como
[image: 607965937009_gi240.png]
, se concluye que
[image: 607965937009_gi241.png]
. Por otro lado, de manera análoga, si
[image: 607965937009_gi242.png]
, se sigue que
[image: 607965937009_gi243.png]
.

Ahora, se va a analizar la relación entre la distancia entre dos elementos de [image: 607965937009_gi244.png] y la coincidencia de sus β-expansiones. Es decir, dados dos elementos
[image: 607965937009_gi245.png]

[image: 607965937009_gi246.png], con β-expansiones 
[image: 607965937009_gi247.png]
 y 
[image: 607965937009_gi248.png]
, respectivamente, se formulará condiciones sobre 
[image: 607965937009_gi249.png]
 para que exista 
[image: 607965937009_gi250.png]
 tal que 
[image: 607965937009_gi251.png]
 (
[image: 607965937009_gi252.png]
 está suficientemente cerca de
[image: 607965937009_gi253.png]
) implique
[image: 607965937009_gi254.png]
, para todo 
[image: 607965937009_gi255.png]
 en un intervalo de la forma
[image: 607965937009_gi256.png]
, con algún 
[image: 607965937009_gi257.png]
 (sus β-expansiones coincidan en las primeras componentes).

Primero, se considera el caso en que 
[image: 607965937009_gi258.png]
 no tiene β-expansión única y se toma 
[image: 607965937009_gi259.png]
 como la posición anterior a donde empieza la cola de números 0 o β−1 de su expansión. Se tiene que, si 
[image: 607965937009_gi260.png]
 está suficientemente cerca de
[image: 607965937009_gi261.png]
, entonces se puede garantizar la coincidencia de las primeras 
[image: 607965937009_gi262.png]
 componentes de sus β-expansiones. Esto se formaliza en el siguiente resultado.




Proposición 3


Sea 
[image: 607965937009_gi263.png]

[image: 607965937009_gi264.png] tal que posee una β-expansión 
[image: 607965937009_gi270.png]
 con cola de números 0. Sea 
[image: 607965937009_gi267.png]
 tal que 
[image: 607965937009_gi268.png]
 y 
[image: 607965937009_gi269.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi265.png]
. Se tiene que, para cualquier natural
[image: 607965937009_gi266.png]
, existe δ > 0 tal que para todo 
[image: 607965937009_gi272.png]

[image: 607965937009_gi273.png]I con β-expansión
[image: 607965937009_gi271.png]
, si 



[image: 607965937009_gi228.png]



entonces 
[image: 607965937009_gi274.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi275.png]
. Además,




[image: 607965937009_gf12.png]










o




[image: 607965937009_gf13.png]














Demostración. Sea
[image: 607965937009_gi278.png]
. Se nota que si 



[image: 607965937009_gi279.png]



entonces, por el Lema 2, hay tres casos: 



[image: 607965937009_gi282.png]
, 
[image: 607965937009_gi281.png]
 y 
[image: 607965937009_gi280.png]
.

Si
[image: 607965937009_gi283.png]
, entonces
[image: 607965937009_gi284.png]
; lo cual es absurdo pues
[image: 607965937009_gi285.png]
. Si
[image: 607965937009_gi286.png]
, entonces
[image: 607965937009_gi287.png]
; lo cual también es absurdo. Se sigue que
[image: 607965937009_gi288.png]
. Ahora, de manera similar y procediendo por inducción, se puede demostrar que 
[image: 607965937009_gi289.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi290.png]
.

 Con esto, se nota que 




[image: 607965937009_gf14.png]










De esta forma, si
[image: 607965937009_gi292.png]
, entonces



[image: 607965937009_gi293.png]



por lo tanto, por el Lema 2, se tiene que
[image: 607965937009_gi294.png]
. Se descarta que
[image: 607965937009_gi295.png]
, pues seguiría que
[image: 607965937009_gi296.png]
, por lo tanto, se tienen únicamente dos casos: 

- Si
[image: 607965937009_gi297.png]
, entonces




[image: 607965937009_gf15.png]










De esta forma, si
[image: 607965937009_gi300.png]
, entonces



[image: 607965937009_gi506.png]



es decir



[image: 607965937009_gi302.png]



de donde 
[image: 607965937009_gi303.png]
 para todo 
[image: 607965937009_gi304.png]
 pues la suma consta solo de números naturales. 

- Si
[image: 607965937009_gi309.png]
, entonces,



[image: 607965937009_gi310.png]



De esta manera, si
[image: 607965937009_gi311.png]
, entonces, 



[image: 607965937009_gi312.png]



por lo tanto, por el Lema 2, 
[image: 607965937009_gi313.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi314.png]
, es decir, 
[image: 607965937009_gi315.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi316.png]
.

Por todo lo anterior, se sigue que el resultado es verdadero si se toma 



[image: 607965937009_gi317.png]



Por otro lado, si se considera el caso en que a tiene una única β-expansión, se tiene que, se puede garantizar siempre la coincidencia de una cantidad cualquiera de las primeras componentes de las β-expansión de 
[image: 607965937009_gi305.png]
 y
[image: 607965937009_gi306.png]
, siempre que 
[image: 607965937009_gi307.png]
 esté suficientemente cerca de
[image: 607965937009_gi308.png]
. El siguiente resultado formaliza esta idea.




Proposición 4


Sea 
[image: 607965937009_gi321.png]

[image: 607965937009_gi322.png] con β-expansión 
[image: 607965937009_gi497.png]
. Se tiene que, para cualquier
[image: 607965937009_gi323.png]
, existe δ > 0 tal que para todo
[image: 607965937009_gi324.png]

[image: 607965937009_gi325.png] con β-expansión
[image: 607965937009_gi320.png]
, si 



[image: 607965937009_gi318.png]



entonces 
[image: 607965937009_gi326.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi327.png]
.





Demostración. Primero, se observa que, 
[image: 607965937009_gi328.png]
 no posee cola de números 0 ni de número β−1, pues 
[image: 607965937009_gi329.png]
 tiene β-expansión única. Ahora se demuestra el resultado por inducción finita.

- Para
[image: 607965937009_gi331.png]
, se toma 
[image: 607965937009_gi333.png]
  tal que
[image: 607965937009_gi334.png]
, lo cual es posible por la forma de las colas de
[image: 607965937009_gi330.png]
. Se nota que si



[image: 607965937009_gi335.png]



entonces



[image: 607965937009_gi336.png]



Ahora, si se supone que 
[image: 607965937009_gi337.png]
, por el Lema 2, se sigue que
[image: 607965937009_gi338.png]
, lo cual es imposible por la forma en que está tomado
[image: 607965937009_gi339.png]
, por lo tanto,
[image: 607965937009_gi340.png]
. Así, en este caso es suficiente tomar 
[image: 607965937009_gi341.png]
 para tener el resultado.

- Sea 
[image: 607965937009_gi343.png]
, se supone que existe 
[image: 607965937009_gi342.png]
 tal que si



[image: 607965937009_gi347.png]



 entonces 
[image: 607965937009_gi348.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi349.png]
. Se demuestra que el resultado es verdadero para
[image: 607965937009_gi350.png]
. De manera análoga al caso anterior, se toma 
[image: 607965937009_gi351.png]
 tal que
[image: 607965937009_gi352.png]
. Se nota que si



[image: 607965937009_gi346.png]



entonces



[image: 607965937009_gi353.png]



por lo tanto 



[image: 607965937009_gi354.png]



Así, de manera análoga al paso anterior, utilizando el Lema 2, se concluye que
[image: 607965937009_gi344.png]
. Por lo tanto, en este caso es suficiente tomar 
[image: 607965937009_gi345.png]
 para obtener el resultado.





3. Continuidad de funciones dadas por reordenaciones 


Para generalizar las funciones presentadas en las ecuaciones (1), se considera la siguiente notación, en adelante: dada 
[image: 607965937009_gi355.png]
 una función (a la cual se la llamará un reordenamiento), definimos




[image: 607965937009_gf16.png]










De esta forma, si 
[image: 607965937009_gi357.png]
 para 
[image: 607965937009_gi358.png]

[image: 607965937009_gi359.png], con β-expansión 
[image: 607965937009_gi360.png]
 sin cola de términos β−1, se tiene que




[image: 607965937009_gf17.png]










Se puede apreciar que esta función es la formalización de idea de “reordenar una β-expansión de un número”. Además, se recuerda que si 
[image: 607965937009_gi363.png]

[image: 607965937009_gi364.png], entonces 
[image: 607965937009_gi365.png]
 es una β-expansión de 
[image: 607965937009_gi366.png]
 que no posee cola de números β − 1. 

A continuación, se estudia la continuidad de este tipo de funciones utilizando algunos resultados de la sección precedente. Se tiene que estas funciones son continuas en todo elemento que tenga β-expansión única.




Proposición 5


Sea 
[image: 607965937009_gi367.png]
 una función. Se tiene que 
[image: 607965937009_gi368.png]
 es continua en [image: 607965937009_gi362.png].





Demostración. Sea 
[image: 607965937009_gi372.png]

[image: 607965937009_gi373.png] y
[image: 607965937009_gi374.png]
. Se nota que, para cada 
[image: 607965937009_gi370.png]

[image: 607965937009_gi371.png]y cada entero
[image: 607965937009_gi369.png]
, 




[image: 607965937009_gf18.png]










Por lo tanto, si se toma toma 
[image: 607965937009_gi496.png]
  tal que
[image: 607965937009_gi381.png]
, por la Proposición 4, para
[image: 607965937009_gi382.png]
, existe δ > 0 tal que, para todo
[image: 607965937009_gi383.png]

[image: 607965937009_gi384.png], 
[image: 607965937009_gi385.png]
 implica que 
[image: 607965937009_gi386.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi387.png]
, de donde, 
[image: 607965937009_gi388.png]
 para todo
[image: 607965937009_gi389.png]
. Por lo tanto, si
[image: 607965937009_gi390.png]
, entonces



[image: 607965937009_gi391.png]



.Por lo tanto, 
[image: 607965937009_gi377.png]
 es continua en
[image: 607965937009_gi379.png]
. Así, se tiene que 
[image: 607965937009_gi378.png]
 es continua en [image: 607965937009_gi376.png].

Con esto, se tiene de manera directa el resultado principal de este trabajo.




Teorema 1


Sea 
[image: 607965937009_gi393.png]
 una función. Se tiene que 
[image: 607965937009_gi392.png]
 es continua en casi todas partes y, por lo tanto, una variable aleatoria. 




Demostración. Sea C el conjunto de puntos donde 
[image: 607965937009_gi396.png]
 es continua, por el resultado anterior, se tiene que [image: 607965937009_gi397.png] ⊆ C, además, por la expresión (4), se sigue que[image: 607965937009_gi398.png], por lo tanto, C tiene medida 1, así, el conjunto de puntos donde 
[image: 607965937009_gi399.png]
 no es continua tiene medida 0, de donde, 
[image: 607965937009_gi400.png]
 es continua en casi todas partes y, por la completitud de la medida de Lebesgue (Bartle, 1995), se tiene que es una variable aleatoria. 

Luego de este resultado, cabe la pregunta si se tiene que las funciones 
[image: 607965937009_gi401.png]
 son continuas en todo [image: 607965937009_gi402.png]. En lo que sigue de esta sección se analizará esto.

Como se puede observar, la Proposición 5 depende la Proposición 4. Dado que el lema no puede aplicarse a todo [image: 607965937009_gi394.png] no se puede realizar una extensión directa del resultado de la Proposición 5 para [image: 607965937009_gi403.png] ∖[image: 607965937009_gi404.png]. Es más, este tipo de funciones pueden tener discontinuidades. El siguiente resultado muestra características de puntos donde estas funciones no son continua.




Proposición 6


Sea 
[image: 607965937009_gi415.png]
 una función. Si 
[image: 607965937009_gi421.png]
 es tal que 
[image: 607965937009_gi425.png]
 y
[image: 607965937009_gi431.png]
, entonces, para todo 
[image: 607965937009_gi434.png]
 con 
[image: 607965937009_gi433.png]
, se tiene que 
[image: 607965937009_gi405.png]
 no es continua en



[image: 607965937009_gi437.png]






Demostración. Se supone que 
[image: 607965937009_gi422.png]
 es tal que 
[image: 607965937009_gi426.png]
 y
[image: 607965937009_gi432.png]
. Sean 
[image: 607965937009_gi435.png]
 con 
[image: 607965937009_gi436.png]
 y se define



[image: 607965937009_gi438.png]



Se toma 
[image: 607965937009_gi423.png]
 tal que
[image: 607965937009_gi439.png]
. Dado δ > 0, existe un entero 
[image: 607965937009_gi440.png]
 tal que



[image: 607965937009_gi441.png]



Ahora, tomando 
[image: 607965937009_gi442.png]

[image: 607965937009_gi443.png] tal que




[image: 607965937009_gf19.png]










se tiene que




[image: 607965937009_gf20.png]










Por otro lado, dado que
[image: 607965937009_gi427.png]
, se nota que



[image: 607965937009_gi446.png]



además



[image: 607965937009_gi447.png]



De esta forma, puesto que 
[image: 607965937009_gi448.png]
,



[image: 607965937009_gi449.png]



Luego, 
[image: 607965937009_gi406.png]
 no es continua en 
[image: 607965937009_gi407.png]
.

El resultado anterior indica que las funciones
[image: 607965937009_gi408.png]
, bajo hipótesis adecuadas, no son continuas en elementos de [image: 607965937009_gi450.png] que tienen una forma concreta, de hecho, esta forma implica que el elemento tiene una β-expansión con cola de números 0 y, por lo tanto, no tiene β-expansión única. La pregunta, ahora, recaería en analizar si es siempre discontinua en puntos son β-expansión única. En general, esto no es así, dado que se puede extender, de cierta manera, el resultado de la Proposición 4 a puntos sin β-expansión única mediante la Proposición 3, se tiene el siguiente resultado que caracteriza los elementos de [image: 607965937009_gi451.png] ∖ [image: 607965937009_gi452.png] en los cuales las funciones 
[image: 607965937009_gi410.png]
 son continuas.




Proposición 7


Sea 
[image: 607965937009_gi416.png]
 una función estrictamente creciente. Si 
[image: 607965937009_gi419.png]
 es tal que
[image: 607965937009_gi454.png]
, entonces, para todo 
[image: 607965937009_gi455.png]
 con
[image: 607965937009_gi456.png]
, se tiene que 
[image: 607965937009_gi409.png]
 es continua en



[image: 607965937009_gi457.png]







Demostración. Se supone que 
[image: 607965937009_gi420.png]
 es tal que 
[image: 607965937009_gi429.png]
. Sean 
[image: 607965937009_gi459.png]
 con
[image: 607965937009_gi460.png]
, y se define



[image: 607965937009_gi458.png]



Ahora, sea
[image: 607965937009_gi461.png]
. Como 
[image: 607965937009_gi428.png]
, se toma 
[image: 607965937009_gi424.png]
 tal que
[image: 607965937009_gi463.png]
. Se toma 
[image: 607965937009_gi430.png]
 tal que



[image: 607965937009_gi462.png]



Por la Proposición 3, para
[image: 607965937009_gi464.png]
, existe δ > 0 tal que, para todo 
[image: 607965937009_gi465.png]

[image: 607965937009_gi466.png], 
[image: 607965937009_gi467.png]
 implica que 
[image: 607965937009_gi468.png]
 para todo 
[image: 607965937009_gi469.png]
 y, además,




[image: 607965937009_gf21.png]










o 




[image: 607965937009_gf22.png]










De aquí, se tiene que, para todo 
[image: 607965937009_gi474.png]

[image: 607965937009_gi475.png], si
[image: 607965937009_gi476.png]
, entonces




[image: 607965937009_gf23.png]










o 




[image: 607965937009_gf24.png]










De esta forma, se tiene que para todo 
[image: 607965937009_gi477.png]

[image: 607965937009_gi478.png], si
[image: 607965937009_gi479.png]
, entonces se tienen dos casos.

- Considerando el primer caso, se tiene que




[image: 607965937009_gf25.png]










- Considerando el segundo caso, se tiene que




[image: 607965937009_gf26.png]










Así, se sigue que 
[image: 607965937009_gi411.png]
 es continua en 
[image: 607965937009_gi495.png]



Con los resultados precedentes, se logra caracterizar completamente, de manera directa, los puntos de discontinuidad de las funciones
[image: 607965937009_gi413.png]
, cuando 
[image: 607965937009_gi482.png]
 es una función estrictamente creciente. Así, se tiene el siguiente resultado.




Teorema 2


Si 
[image: 607965937009_gi417.png]
 es una función estrictamente creciente, el conjunto de discontinuidades de 
[image: 607965937009_gi414.png]
 es:




[image: 607965937009_gf27.png]

















4. Conclusiones 


Se presentó de manera explícita, directa y original una demostración al hecho de que dada una función
[image: 607965937009_gi418.png]
, la función 
[image: 607965937009_gi485.png]
 es continua en casi todas partes. Para esto, se presentaron algunos resultados de las β-expansiones que, aunque son conocidos, las demostraciones aquí realizadas no utilizan resultados fuertes de áreas como la Teoría de la medida o la Teoría de la probabilidad, como lo hacen Billingsley (2012); Kallenberg (2002);Williams (1991), sino que se desarrolla basándose únicamente en las definiciones. Entre estos resultados están:

1. Dado que todo número en [image: 607965937009_gi486.png] tiene una β-expansión y como para toda 
[image: 607965937009_gi494.png]


[image: 607965937009_gi488.png]
, se tiene que todo número real tiene al menos una β-expansión y a lo sumo dos. 

2. Las β-expansiones de números “cercanos” coinciden en sus primeras componentes. En el caso de que un número tenga β-expansión única, para cualquier índice, se puede determinar un radio
[image: 607965937009_gi490.png]
, suficientemente pequeño, para que los números con distancia a lo más 
[image: 607965937009_gi489.png]
 tengan la misma β-expansión hasta ese índice. 

3. Sabiendo que todo número irracional tiene β-expansión única, se tiene que[image: 607965937009_gi491.png], el conjunto de números con β-expansión única, tiene medida 1. 

El Teorema 1, justifica completa y detalladamente que las funciones presentadas por Billingsley (2012), Kallenberg (2002), Williams (1991), son, en efecto, variables aleatorias, es más, son funciones continuas en casi todas partes. La demostración de este teorema es original y plantea una forma constructiva de generar este tipo de funciones; es decir, se tiene una forma constructiva de generar variables aleatorias.

Por otro lado, como implicación del Teorema 1, se tiene que, partiendo de las funciones dadas por los reordenamientos del zigzag de Cantor:




[image: 607965937009_gf28.png]










para todo
[image: 607965937009_gi492.png]
, se pueden generar las funciones 
[image: 607965937009_gi493.png]
 (en referencia a las funciones definidas por las ecuaciones (1)) y, por lo tanto, también son variables aleatorias, así, las funciones presentadas en las ecuaciones (1) son variables aleatorias, completando de esta manera la demostración dada por Williams (1991).

Finalmente, la Proposición 7 da un paso más allá y establece que si la reordenación es “creciente”, entonces los puntos de discontinuidad de las funciones quedan completamente caracterizados bajo el resultado del Teorema 2.
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Notas

1 Se presenta aquí el ejemplo tal y como consta en el texto original.
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