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Resumen

En este trabajo se presenta un desarrollo para mejorar el desempefio del algoritmo de optimizacion
metaheuristico nombrado Particle Swarm Optimization (PSO). El algoritmo PSO esta inspirado en el
comportamiento que demuestran los grupos de individuos en la naturaleza, como ejemplo podemos mencionar
las parvadas y los cardimenes. Cada individuo o particula, de forma analoga en un proceso matematico; es
considerado como una posible solucion y en ellos se contempla, como informacién relevante, su posicion y la
velocidad. La velocidad de cada particula es modificada al multiplicarse por un parametro nombrado factor de
inercia y es este parametro que proponemos modificar para mejorar el desempefio del algoritmo. La
modificacion del factor de inercia se desarrolla de dos maneras, decremento lineal y decremento cadtico. Se
han considerado las funciones de referencia Eggholder y Six-Hump Camelback, para determinar la mejora en
el desempeifio del algoritmo PSO. Los resultados presentados en este trabajo indican un mejor desempeiio al
aplicar el decremento de tipo cadtico al factor de inercia.

Palabras clave: PSO, inercia, optimizacion, inercia cadtica.

Abstract

In this work an improvement of the metaheuristic algorithm called Particle Swarm Optimization (PSO) is
shown. The PSO algorithm is inspired in the behavior that groups of individuals from nature exhibit, it can be
mentioned for example flocks and shoals. Each individual or particle, on a mathematical process in an analogue
manner, is considered as a possible solution and from them it is contemplated, as relevant information, its
position, and velocity. The velocity of each particle is modified as it is multiplied by a parameter named inertia
weight and it is this parameter that we propose to modify for the improvement of the performance of the
algorithm. The variation of the inertia weight develops as the following two manners, linear decreasing, and
chaotic decreasing. The functions Eggholder and Six-Hump Calmelback were considered to determine the
improvement of the performance in the PSO algorithm. The reported results in this work indicate a better
performance in the application of chaotic decreasing to the inertia weight.

Index terms: PSO, inertia weight, optimization, chaotic inertia.
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I. INTRODUCCION

El método de optimizacion por enjambre de particulas (PSO, por sus siglas en inglés) es un algoritmo
estocastico originalmente presentado por Kennedy y Eberhart en 1995 inspirandose en el comportamiento que
manifiestan las agrupaciones de entes biolégicos como es el caso de una parvada y un banco de peces en busca
de comida [1]. Para este algoritmo, un pez o un ave representa una ‘particula’, cada particula esta definida por
3 elementos: posicion, velocidad y ajuste (fitness). Cada una de ellas viajara a través del espacio de busqueda
o solucion, considerando su propia experiencia y ajustando su conocimiento de acuerdo con el mejor resultado
de entre los més exitosos del resto de los miembros del enjambre; por lo que cada particula representa una
solucion potencial [2].

En PSO, un enjambre estd conformado de N particulas o individuos y, matematicamente, puede ser
representado por el siguiente vector:

X ={x1,%3,..., %5} (1

En donde la posicion de la i-ésima particula en la iteracion (o generacion) ¢ es:
x; (1) =[x, Xizy - -0 Xi5] 2)

siendo j un parametro que representa una caracteristica o variable en el espacio de solucion. La posicion es
modificada utilizando el vector velocidad:

v;(t) = [Vi1, Vi, -+ -, V] (3)
para la siguiente ecuacion de movimiento:

Donde ¢y ¢ + 1 indican dos generaciones sucesivas del algoritmo. El vector de velocidad (Ec. 3) determina la
forma en que las particulas se desplazan a través del espacio de busqueda o solucion. La exploracién o
desplazamiento de las particulas dentro del espacio de busqueda esta determinado por las siguientes 3
componentes:

1. Parametro de inercia o momento, evita un cambio drastico de direccion al realizar un seguimiento del
flujo anterior;

2. Componente cognitivo, explica la tendencia de las particulas a regresar a la mejor posicion
previamente registrada, si la nueva posicion no representa un mejor valor; y

3. Componente social, identifica la predisposicion de una particula a moverse hacia la mejor posicion o
solucién determinada por todo el enjambre.

Conforme a lo anterior el vector de velocidad de la i-ésima particula en una generacién ¢ + 1 se define como:
vij(t+ 1) = w(t + Dy (0) + e (pij — x5 (@) + 1262935 — x35(2)) (%)
Paraj=1,2,..., dim.

donde 7, 1, son niimeros aleatoriamente generados dentro del rango [0,1); c; y ¢, denotan los coeficientes de
aceleracion cognitivo y social, respectivamente, y el rango tipico para ellos es [0,4]; w(t + 1) es la inercia en
una generacion t + 1 con un rango de [0,1], que para nuestro caso inicia con un valor igual a la unidad y decrece
conforma avanza el proceso de optimizacion; p;; es el mejor personal encontrado por la i-ésima particula; y
finalmente g;; es el mejor global hasta el momento.
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Lo que destaca a PSO de otros algoritmos es su facil implementacion, robustez en control de parametros y
eficiencia computacional, por lo que los campos de estudio y los problemas en los que se puede utilizar son
numerosos. Inicialmente, PSO se aplico para resolver multiples problemas matematicos con funciones no
lineales, funciones multimodales con y sin restricciones [1]. Debido a su aceptacion, esta técnica no sélo se
puede encontrar en articulos para analisis matematico o estadistico, sino también hace su incursion en el
disefio de antenas, optimizacion biomecanica, clustering, mineria de datos, optimizaciéon combinatoria,
solucion de ecuaciones implicadas en leyes de control, entrenamiento en redes neuronales, entre otros [2], [3],

(4], [5], [6], [7]1, [8], [9], [10], [11].

II. OPTIMIZACION DE FUNCIONES DE REFERENCIA

Para las pruebas desempefio del algoritmo PSO se utilizaron dos funciones de referencia para ser evaluadas, las
cuales seran descritas a continuacion.

A. Funcion Eggholder
El espacio de solucion en esta funcion esta acotado en un rango de —512 > x; < 512 para las variables de

solucion, con un minimo global ubicado en fzy(512,404.2319) = —956.6407 [12], y su representacion, en
una vista isométrica, se pude observar en Fig. 1. La funcién en su forma matematica estd definida como:

feu (X1, x2) = —(x, + 47) sin( |x2 + 962_1 + 47|> - X sin( [x; — (x5 + 47)|) 6)

-400 -400
-600

Fig. 1. Representacion gréfica de la funcién Eggholder.

B. Funcion Six-Hump Camelback

Esta funcion de prueba tiene dos parametros como variables de busqueda, cuenta con seis minimos locales,
donde dos de ellos son globales. El area de prueba se encuentra normalmente en los rangos =3 > x; <3y
—2>x,<2. Los minimos globales se encuentran en fgy-(—0.0898,0.7126) = —1.0316 y
fsuc(0.0898,—-0.7126) = —1.0316, su representacion en vista isométrica se presenta en la Fig. 2 [13].
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Fig. 2. Representacion grafica de la funcién Six-Hump Camelback.

IIT. METODOS PARA EL CALCULO DEL DESCENSO DEL PARAMETRO DE INERCIA

El pardmetro nombrado "inercia" se encarga de regular el vector de velocidad asociado a cada particula.
Disminuir este parametro, durante la ejecucion de algoritmo ha demostrado que mejora el desempefio del
algortimo PSO [14], [15], aunque en el trabajo originalmente no se contemplaba [1]. Fue hasta 1998, que por
primera vez Shi y Eberhart [16] introdujeron el concepto de masa inercial al aplicar un coeficiente de inercia
para limitar la velocidad de las particulas en el algoritmo PSO; a su vez establecieron que dicho coeficiente
facilitaba la busqueda global cuando se trataba de un nimero grande, mientras que si se trataba de un nimero
pequetio se facilitaba la busqueda local.

Sin embargo, se ha demostrado en numerosos estudios que el parametro de inercia, con ajuste dindmico en
el tiempo, puede aumentar significativamente la convergencia de una solucion, comparandolo con un valor
constante [14], [17], [18].

Para las pruebas realizadas se consideraron dos métodos de descenso de la inercia: lineal y cadtico.

A.  Meétodo de descenso inercial lineal

Este método ajusta w (Ecu. 5) con la siguiente formula:

w(t+1) = Wnax = Winin) (tmax_t) t Wiin (3)

tmax
De donde wy,,, es el valor inicial del parametro de inercia al iniciar el algoritmo y w,,;, representa el valor
final. Se ha reportado que el rango idoneo para el parametro w es de [0.9 - 0.4] [19]. El método de descenso

lineal habitualmente presenta problemas de convergencia con funciones que tiene una mayor cantidad de
variables en su solucion.
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B.  Meétodo de descenso inercial caotico

La inercia caotica fue propuesta por Feng et. a/ [15] en donde agrega al método de descenso lineal un factor
que genera un mapeo cadtico en el rango [0,1]:

z=u2)(z-1) (€))

donde 3.57 < ¢ < 4y z es un numero aleatorio de [0,1]. Sin embargo, cuando p = 4 se cubre el intervalo de
[0,1]. Se ajusta entonces con la siguiente formula

W(t + 1) = (Wmax - Wmin) (t-rtnax—t) + Wmin(z) (10)

IV. METODOLOGIA

Se realizan dos estudios donde se modifica el método de descenso inercial, y que para cada uno de los
estudios se analizaran los resultados para las dos funciones de prueba (Ec. 6, Ec. 7).
Para ambos estudios se establecen los parametros mostrados en la Tabla 1.

TABLA 1
PARAMETROS GENERALES PARA EL ALGORITMO PSO PARA LOS ESTUDIOS PROPUESTOS

Parametros Valores

[c1, c5] [2.5,2.5]
Max. nam. iteraciones 1000
Limites eje x [-512,512]
Limites eje y [-512,512]
Particulas 250 - 1000
Corridas 200

A.  Estudio 1. Método de descenso inercial lineal

Para este estudio se considera el uso de la Ec. 8 para su implementacion dentro del algoritmo PSO, analizdndose
las funciones Eggholder (Ec. 6) y Six-Hump Camelback (Ec. 7), considerando que ambas dependen de dos
variables.

B.  Estudio 2. Método de descenso inercial cadtico

Para este estudio se considera el uso de la Ec. 10 para su implementacion dentro del algoritmo PSO,
analizandose las funciones Eggholder (Ec. 6) y Six-Hump Camelback (Ec. 7), considerando que ambas
dependen de dos variables.
La construccion del algoritmo, asi como la realizacion de los estudios y obtencion de resultados se realiza a
través del software MATLAB® version 14.0 en un sistema operativo Windows 10 con plataforma de 64-bits.
Los resultados se daran con base en una comparacion entre las dos funciones de referencia. Para cada una
de ellas se han tomado en cuenta tres factores:

—_

Iteracion: nimero de iteracion en la que el sistema detecto el minimo global.
2. Costo: valor obtenido al evaluar matematicamente la funcion de referencia.
3. Gréficos asociados al registro de multiples pruebas realizadas, empleando las funciones de
referencia.
Para lo anterior se consideraran datos estadisticos.
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V. RESULTADOS

A.  Estadisticas asociadas al niimero de iteraciones

En la Tabla 2 se presentan los datos estadisticos asociados a las iteraciones en las que se alcanz6 el costo 6ptimo
(este costo Optimo corresponde al valor numérico obtenido al evalua la funcion de referencia con los datos que
presenta como solucion final el algoritmo PSO), para cada una de las funciones en el Estudio 1, mientras que

en la Tabla 3 se muestran los datos para el Estudio 2.

TABLA 2

ESTADISTICA ASOCIADA AL NUMERO DE ITERACION EN QUE SE ALCANZA EL COSTO OPTIMO
PARA UN METODO DE DESCENSO INERCIAL LINEAL

Funcién Eggholder Funcién Six-Hump Camelback
Posicion Costo Iteracion Posicion Costo Iteracion
Iteracién Minima [512,404.2318]  -959.6407 438 [-0.088 0.713] -1.0314 820
Iteracién Maxima [512,404.2318]  -959.6407 972 [-0.088 0.713] -1.0314 1000
?“d‘a.“a delas [512,404.2318]  -959.6407 607 [0.088-0.713]  -1.0314 969
teraciones
TABLA 3

ESTADISTICA ASOCIADA AL NUMERO DE ITERACION EN QUE SE ALCANZA EL COSTO OPTIMO
PARA UN METODO DE DESCENSO INERCIAL CAOTICO

Funciéon Eggholder Funcién Six-Hump Camelback

Posicion Costo Iteracion Posicion Costo Iteracion
Iteracion Minima  [512,404.2318]  -959.6407 32 [-0.0880.713] -1.0314 68
Iteracion Maxima  [512,404.2318]  -959.6407 360 [-0.0880.713]  -1.0314 455
LG EURGEIES [512,404.2318]  -959.6407 56 [0.088-0.713]  -1.0314 154

Iteraciones

B.  Estadisticas asociadas al costo

Para este caso se debe resaltar que para la funcion Six-Hump Camelback no se realiza esta comparacion, ya que
no hubo variacion en el valor para todas las corridas realizadas en ambos estudios, por lo que sélo se
mencionaran los datos asociados a los estudios realizados con la funcion Eggholder. En la Tabla 4 se muestran

los resultados para ambos estudios.

TABLA 4

ESTADISTICA ASOCIADA AL COSTO ENCONTRADO POR EL ALGORITMO PARA LA FUNCION EGGHOLDER USANDO UN METODO DE
DESCENSO INERCIAL LINEAL Y CAOTICO

Inercia Lineal

Inercia Caotica

Posicion Costo Media de Iteracion Posicion Costo Media de Iteracion
Co’st.o [512,404.2318] -959.6407 584 [512,404.2318] -959.6407 59.8496
Minimo
Costo [283.0759, [283.0759,
Maximo 487.1257) /181675 808 -487.1257] -718.1675 >4
Mediana [482.353,
del Costo [512,404.2318] -959.6407 584 432.879] -959.6407 59.8496
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C. Historial de convergencia asociado a las estadisticas de las iteraciones
Para esta seccion se mostraran los graficos del historial de convergencia, comparando para cada funcion el

método de descenso lineal y el método de descenso cadtico. Para ello se utilizarad la corrida asociada a la
iteracion minima, asi como la media de todas las corridas realizadas.

En la Fig. 3 se muestra el historial para la corrida asociada a la iteraciéon minima de la funcion Eggholder.

(a)
Minima lteracién de la funcion Eggholder
935F T T T T T I I T T
Método de Descenso Inercial Lineal
Método de Descenso Inercial Cadtico|-
-940 + -
-945 + -
o
w
Q
O
-950 + .
-955 .
1 1 L | L L | Il |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Iteracion
(b)
Minima Iteracion de la funcién Eggholder
Método de Descenso Inercial Lineal
957 - Método de Descenso Inercial Cadtico[]
-957.5+ 1
-958 - -
o
o 1
[ 1
© 1
-958.5 | ]
-959.51
- L . | 1 | L | - |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Iteracion

Fig. 1. Historial de convergencia de los dos métodos de variacion del pardmetro de inercia de la corrida con la minima iteracion de la
funcién Eggholder. (a) Muestra el historial completo y (b) un acercamiento donde se observa de la iteracion 0 a la 50,

aproximadamente.

En la Fig. 4 se aprecia el historial de convergencia promedio para la funcion Eggholder.
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Media de la funcion Eggholder
1

T T 1 I I
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830} ]
900 ]
2 ]
%]
2 ]
o ]
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-920 1
930[ ]
— 4
| 1 1 1 1 T .
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Iteracion

Fig. 2. Historial de convergencia promedio de los dos métodos de variacion del pardmetro de inercia de la funcién Eggholder. Se

muestra el historial completo.

Para la funcion Six-Hump Camelback se muestra en la Fig. 5 el historial asociado a la corrida con la minima
iteracion de convergencia. Mientras que en la Fig. 6 se observa el historial de convergencia promedio.

x108

25

(a)

05

Minima iteracion de la funcién Six-Hump Camelback
T T T I I

I I
Método de Descenso Inercial Lineal
Método de Descenso Inercial Catticol

0 100

I I L I L I
200 300 400 500 600 800 900
Iteracion

700 1000

Minima iteracion de la funcion Six-Hump Camelback

25 -

(b)

T T

" T I —
Método de Descenso Inercial Lineal
Método de Descenso Inercial Cadtico

L | . L
10 15 20 25 30 35 40 45
Iteracioh

Fig. 3. Historial de convergencia de los dos métodos de variacion del parametro de inercia de la corrida con la minima iteracion de la
funcion Six-Hump Camelback. (a) Muestra el historial completo y (b) un acercamiento donde se observa de la iteracion 0 a la 45,

aproximadamente.
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Fig. 4. Historial de convergencia promedio de los dos métodos de variacion del parametro de inercia de la funcion Six-Hump
Camelback. (a) Muestra el historial completo y (b) un acercamiento donde se observa de la iteracion 0 a la 150, aproximadamente.

VI. DISCUSION DE RESULTADOS

A partir de los resultados obtenidos, al considerar los criterios de iteracion, costo y el registro de resultados en
multiples pruebas de convergencia aplicado en las funciones de referencia, se puede mencionar que, los valores
numéricos al evaluar las funciones de referencia con los parametros obtenidos al aplicar el algoritmo PSO, no
presentaron diferencias significativas al considerar la variacion del valor del pardmetro de inercia de forma
caotica o de forma lineal.

Para la funcion Six-Hump Camelback, se obtuvo un valor de —1.0314 al evaluar la funcion con los
parametros obtenidos al ejecutar el algoritmo PSO en 200 ocasiones, variando unicamente en la posicion de los
dos puntos considerados como minimos globales, establecido en los antecedentes tedricos.

Para el caso de la funcion Eggholder, nuevamente se ejecuto el algoritmo PSO en 200 ocasiones, tanto para
la variacion del valor del pardmetro de inercia de forma cadtica y lineal. Para los dos tipos de variacion, en
ciertas ocasiones se alcanz6 el valor de —718.1675 al evaluar la funcion; sin embargo, el mejor costo que se
puede obtener con esta funcion de prueba es de —959.6407. Esta diferencia es debida a la multiple cantidad de
minimos locales, que caracteriza a esta funcion y a los valores iniciales de las particulas [20].

Entonces, la diferencia entre ambos métodos de variacion del parametro de inercia se puede observar en las
estadisticas asociadas al nimero de iteraciones en que se alcanza la convergencia al ser ejecutado el algoritmo
PSO en una ocasion. Para la inercia lineal, es necesario un niamero mayor de iteraciones para alcanzar la
convergencia en comparacion a lo requerido en inercia cadtica.
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Ademas de las caracteristicas estadisticas, se tienen los graficos del historial de convergencia, de los cuales
especificamente, los asociados a la media de las corridas muestran aspectos interesantes respecto a la velocidad
de convergencia. Para la funcion Eggholder se observo una convergencia mas rapida en el método de descenso
cadtico con respecto al método de descenso lineal, sin embargo, para este tltimo se observa que se llegd al
resultado 6ptimo en mas ocasiones con respecto al descenso cadtico (véase Fig. 4), es decir, que llega al valor
esperado en un mayor niimero de ocasiones con respecto al método cadtico.

Para el caso de la funcion Six-Hump Camelback se pueden percibir dos situaciones: Primero, el método de
descenso cadtico es mas rapido y certero al llegar al costo 6ptimo. Segundo; desde la primera iteracion, el valor
del costo es mas cercano al valor 6ptimo (véase Fig. 6).

VII. CONCLUSIONES

En este trabajo se hace un comparativo de la modificacion del parametro de inercia del modelo PSO, entre dos
métodos, el lineal y el cadtico. De acuerdo con el andlisis de resultados se puede mencionar principalmente que
el hecho de que para el método caotico se requiera de menos iteraciones para alcanzar el costo optimo en
relacion con el numero de iteraciones para el método lineal, se puede asociar con la eficacia del método, es
decir, que el método de descenso inercial cadtico representa un mejor modelo para la obtencion de minimos sin
requerir de una gran cantidad de iteraciones.

Esta razon permite establecer parametros para futuros trabajos, recomendando el uso del método de
descenso inercial caotico, asi como la utilizacién de determinado nimero de iteraciones maximas, la cantidad
de veces que hay que accionar el algoritmo, mejorando de esta manera la eficiencia computacional y asegurando
la obtencion de mejores resultados.
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