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RESUMEN:

Esta investigacion gira alrededor de secuencias en las que la practica de modelacidn se introduce en forma intencional y de esta
manera se favorece en los estudiantes un aprendizaje significativo de la funcién cuadratica y sus aspectos variacionales. El trabajo es
propuesto y aplicado a estudiantes de inicios del bachillerato (12-13 afios). La investigacién se fortalece gracias a las contribuciones
que se obtienen al usar la metodologia de experimentos de disefio. El marco teérico que sustenta el trabajo es la socioepistemologa.
PALABRAS CLAVE: Modelacién, funcién cuadritica, socioepistemologia, aspectos variacionales, experimentos de disefio (es)
Modeling, quadratic function, socioepistemology, variational aspects, design experiments (en) Modelagem, fungio quadratica,
socioepistemologia, aspectos variacionais, experimentos de desing (pt), Modelacién, funcién cuadritica, socioepistemologfa,
aspectos variacionales, experimentos de disefio.

ABSTRACT:

This research revolves around sequences, where the practice of modeling is introduced intentionally and thus is conducive to
students learning about a significant quadratic function and its variational aspects. The work is proposed and applied to early high
school students (12-13 years). The research is strengthened by the contributions that are obtained by using the methodology of
design experiments. The theoretical framework underpinning the work is socioepistemology.

KEYWORDS: Modeling, quadratic function, socioepistemology, variational aspects, design experiments.

REsumo:

Esta pesquisa tem a ver com sequéncias, nas quais as praticas de modelagem sao introduzidas de forma intencional e desta
maneira favorece-se nos alunos a aprendizagem significativa da fun¢io quadrética e seus aspectos variacionais. O trabalho ¢
proposto e implementado com alunos de ensino fundamental (12-13 anos). A pesquisa ¢ fortalecida conforme as contribui¢ées
que sio constituidas no uso da metodologia de experimentos de desing. O referencial tedrico que fundamenta o artigo ¢ a
socioepistemologia.

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem, fungio quadrética, socioepistemologia, aspectos variacionais, experimentos de desing .

INTRODUCCION

Dentro de la investigacién que sustenta este escrito se acoge la modelacién como una prictica que ofrece
las herramientas necesarias para establecer un vinculo entre contextos extra-escolares y los libros de texto
junto con el discurso matematico escolar. Modelar significa dar una relacién significativa y articulada entre
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elementos de ambos mundos. Se pretende dar a conocer secuencias de aprendizaje en las que la modelaciéon
resignifica la funcién cuadritica para estudiantes que inician el trasegar en el precélculo. Se favorece la
articulacién entre el conocimiento cientifico (fenémeno fisico de movimiento) y el conocimiento escolar
(gréficas cartesianas) por medio del desarrollo de argumentos y herramientas variacionales que fomentan
nuevos significados.

La resignificacién es la construccién del conocimiento mismo que hacen los individuos a la luz
del desarrollo intencional de ciertas practicas, como la modelacién, y que estd normado por aspectos
institucionales y colectivos. Se manifiestan en el uso del conocimiento en una situacion especifica; en nuestro
caso es el enriquecimiento, la articulacidn e integracién de nuevos significados dados por los estudiantes al
concepto de funcién cuadratica, la cual esta mediada por aspectos variacionales a través del uso de graficas
y tablas.

El uso de las gréficas que las secuencias buscan favorecer lleva a que el estudiante reconozca puntos clave
e intervalos en ellas, que permitirdn reconocer el comportamiento variacional del fenémeno tratado; esto es,
desarrollar argumentos a través de los cambios y variaciones que pueden sufrir las variables para determinar
si el comportamiento es curvo o lineal. El uso de tablas numéricas propicia un manejo visual y significativo
del sistema numérico, al tiempo que permite organizar la informacién y mostrar proporcionalidad entre las
variables que intervienen, aspectos que apoyan en la resignificacién de lo cuadratico y lineal.

Los experimentos de diseno dardn la pauta para el desarrollo de las actividades en las secuencias. Confrey
(2006) comenta, con relacion a las investigaciones de disefio, que se busca documentar qué recursos y
conocimientos previos ponen en juego los estudiantes en las tareas, coOmo interactian alumnos y profesores,
coémo se crean las anotaciones y los registros, cdmo brotan y evolucionan las nociones, qué recursos se usan
y cémo se lleva a cabo la ensenanza a lo largo de la instruccion. Los experimentos de disefio que guiardn los
aspectos metodoldgicos de la investigacion.

ANTECEDENTES

La funcién cuadratica ha sido objeto de estudio para muchos investigadores, en especial en la ultima década,
cuando se ha ampliado el campo de accién en diferentes postulaciones. Hay estudios que se centran en
encontrar secuencias que ayuden al aprendizaje y se enfoquen en ¢él. Pech y Ordaz (2010), por ejemplo,
muestran una secuencia diddctica para la ensenanza de la funcién en estudiantes universitarios, utilizando la
metodologia de ingenieria diddctica en un contexto socioepistemoldgico, en el cual el estudiante construye
conocimiento matemdtico referente al concepto de funcidn, en situaciones variacionales. Mercado, Aguas
y Arrieta (2010) nos muestran a través de una secuencia didéctica la comprensién del concepto de funcién
usando situaciones del contexto sociocultural en la prictica de modelacién, aplicando un diagnéstico inicial
para establecer estrategias didacticas. Estas investigaciones dan cuenta de la necesaria articulacién para el
conocimiento de la funcién cuadritica que se debe dar entre el fenémeno presentado y al representar sus
variables en una grafica. Se busca que por medio de esa articulacién se llegue a la resignificacién de un
concepto.

Cordero y Sudrez (2005) realizaron una investigacion para resignificar la pardbola mediante graficas. Se
utiliza un contexto fisico para que el estudiante plasme los datos de las variables del fenémeno en una
gréfica. Para los autores, la graficacién es el medio por el cual la relacién modelacidén-graficacién-tecnologia
se puede implementar en las aulas para construir signiﬁcativamente conocimiento matematico. En nuestra
investigacién proponemos que los estudiantes utilicen la graficacién como el medio para generar argumentos
sobre los aspectos variacionales involucrados y tener un conocimiento significativo de la funcién cuadrética
durante la introduccién académica del tema.

Villa (2008) considera que para lograr un mejor conocimiento del concepto de funcién cuadratica desde
la perspectiva variacional hay que tener en cuenta aspectos como la relacién entre dos magnitudes, llevar los
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datos a una tabla, identificar la razén de cambio entre las magnitudes, reconocer la variabilidad de la razén
de cambio y comprender la funcién como un modelo.

Retomaremos entonces los aspectos variacionales mencionados en dichas investigaciones como base de los
disenos que se experimentaran.

La modelacién con enfoque socioepistemoldgico

Para Cantoral y Farfin (2003) la socioepistemologfa es el ¢je de investigacion del pensamiento matematico
y el lenguaje variacional. El énfasis para explicar la construccién de conocimiento matemdtico estd en
las practicas sociales, que adquieren sentido en el campo de la variacién y del cambio en los diferentes
sistemas educativos. La socioepistemologia como teoria permite mirar la educacién matematica no solo
como transmisién de conocimientos, en la que se expresan postulados, se solucionan problemas, se realizan
demostraciones, sino que permite mirar mds alld de los conceptos, cudl es su trasfondo, cémo es que la practica
norma su generacion para permitir transformar y llevar los conceptos a otros contextos, acercindonos
al mundo real. Para Buendia y Montiel (2011) la socioepistemologia se constituye como un enfoque
teérico para comprender los fenémenos especificos que se relacionan con la transmisién de conocimiento
matematico, reconociendo su naturaleza social a través del papel epistemoldgico que se le asignan a las
practicas sociales como normativas de ese conocimiento matematico.

Los trabajos enmarcados en la socioepistemologia no coinciden en los conceptos, pero si en las practicas
que lo anteceden y que se manifiestan en un contexto sociocultural especifico. Importa cémo se usa
el conocimiento en ese contexto, la manera en que se construye, qué razonamientos se asocian y qué
clase de significados se comparten. La modelacién en un marco socioepistemoldgico permite que los
estudiantes resignifiquen conceptos matematicos con base en el conocimiento matemético. Esto lo podemos
observar en la investigacién de Cérdoba (2011), quien nos muestra la prictica de modelacién en un marco
socioepistemoldgico, tratando el fenémeno de enfriamiento de Newton y usando la ecuacién diferencial de
primer orden como conocimiento matemético aplicado a estudiantes de nivel ingenieril. Esto le permite
hablar de la resignificacién de una ecuacién diferencial favorecida por una practica, la modelacién, en un
contexto especifico como la ingenieria.

La investigacion

En muchas ocasiones escolares se utiliza la modelacién para ensefar a modelar, para ensefar teoria, como
herramienta did4ctica o para medir un objeto matemitico simplemente. En esta investigacién se reconoce
la modelacién en un acercamiento socioepistemoldgico como préctica que permite desarrollar actividades
didécticas teniendo en cuenta la epistemologia de lo cuadratico, la parte cognitiva de los individuos
involucrados, los elementos did4cticos propios del contexto escolar y social en el cual se desarrollan las
actividades propuestas; lo anterior reconociendo el papel de la argumentacién e interaccién de los estudiantes
como herramienta.

En las actividades desarrolladas intervienen elementos de la cotidianidad del estudiante, la
experimentacion, las diferentes relaciones entre el conocimiento cientifico y el conocimiento escolar,
para resignificar y elaborar asi procesos de conocimiento matemdtico en el aula, con relacién a aspectos
variacionales de la funcién cuadritica.

A través de la modelacion se espera que el individuo fundamente el saber hacer en contexto y genere
significados para el conocimiento matemético. Este conocimiento se concibe no en funcién de la adquisiciéon
del concepto de "funcién cuadrética” sino en la generacion de significados a través de la practica de
modelacién; por ello se habla de resignificacion.
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La investigacion se dirige a crear ambientes ricos en significados y en argumentos, partiendo de cada una
de las acciones de los individuos como seres humanos en las actividades matemdticas trazadas. La modelacién
norma el quehacer de los estudiantes y favorece asi el desarrollo de herramientas que queremos en ellos, para
que lleguen a obtener el conocimiento de la manera acertada y préctica.

Los experimentos de diseno son la metodologia seleccionada para desarrollar lo anterior ya que permiten
concebir los disefios, no como tareas de clase, sino dentro de un disefio pedagégico mirado hacia el aula de una
manera inteligente y propositiva a partir de resultados de la investigacién, lo cual permite ademds desarrollar
teorfa. Lo anterior nos lleva a analizar cémo los aspectos variacionales pueden vivir en el aula de clase con
los estudiantes.

Aspectos variacionales

Los aspectos variacionales en el estudio de la funcién cuadratica se establecen como elementos de andlisis
en el desarrollo de la investigacién. Cada uno de estos aspectos y el conjunto de ellos encierran el objetivo
de la investigacién: discutir cémo la modelacién favorece los aspectos variacionales en los fenémenos fisicos
presentados en las secuencias. Los aspectos variacionales por reconocer en el anélisis de investigaciéon y que
conforman nuestra malla de andlisis son los siguientes: el papel del tiempo como variable independiente; el
uso de las graficas en el reconocimiento significativo de puntos claves y los intervalos como parte fundamental
en el contexto variacional; y el uso de tablas en las que la secuencia numérica se relaciona con lo variacional.

La modelacién y los aspectos variacionales establecen un duo bastante productivo. Bricefio (2014)
comenta que los aspectos variacionales en la funcién cuadratica se resignifican mediante la practica de
modelacidn, porque a través de ella se puede determinar cémo se pone en juego el conocimiento matemidtico
en forma de herramienta, qué relaciones se utilizan, por qué camino se dirige, el para qué del conocimiento.

Tiempo como variable independiente

El tomar fenémenos fisicos para el estudio de la variabilidad de la funcién cuadritica implica reconocer
el tiempo como variable independiente para analizar la variacién de otro componente, como distancia o
altura, al poner un objeto cualquiera en movimiento. Dolores, Alarcén y Albarrdn (2002) comentan que
las representaciones semidticas del movimiento utilizadas con frecuencia en cinemdtica hacen visibles las
trayectorias en representacion espacial, y en matemdtica escolar los datos y las variables se plasman en las
graficas cartesianas. Trabajos como el de Diaz (2005) reconocen el tiempo como algo connatural que tiene
que ver con estados distintos de acuerdo al paso del tiempo, donde hay un antes y un después de una misma
cosa a la que se le detectan estados diferentes.

Uso de la grifica

El uso que se le puede dar a la grafica en fenémenos de movimiento permite relaciones de una manera més
coherente debido a la visualizacion del comportamiento del fendémeno tratado. Cuando se toman intervalos
en una grifica se pueden analizar trozos de ella, es decir volver mas pequenos los trayectos, con el propdsito
de que el estudiante establezca las diferencias cuando se tiene una porcién grande de la gréfica o cuando es
pequena. Buendia (2012) en su trabajo de investigacion aplica dos talleres a profesores de matemadticas, en
los cuales se plantea el problema que consiste en una grafica cartesiana velocidad-tiempo que representa lo
que sucede con dos ciclistas que se mueven a distintas velocidades. Se reconoce que es probable que para
la solucién de las actividades se use la gréfica para facilitar la consecucion del logro y también se reconoce
el uso de los intervalos en la gréfica como una estrategia de resolucion de la actividad propuesta, en la cual
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la acumulacién de distancias de intervalos da la proporcion total y se puede transitar significativamente en
la relacién distancia-velocidad. También podemos pensar en nuestro caso que el estudiante, para esbozar
la gréfica, utiliza el plano cartesiano con cuadricula; este se transforma en pequefios intervalos constituidos
que le permiten establecer intersecciones distancia-tiempo o altura-tiempo y uniendo dichas intersecciones
mostrar el comportamiento grafico del fenémeno tratado.

Tomar puntos clave facilita, ademds, la consecucién de los intervalos de tiempo o distancia, porque
estos permiten realizar interpretaciones y cdlculos de movimiento del objeto. Buendia (2012) comenta
que una estrategia de resolucién cuando se plantean tareas a través de graficas es identificar puntos clave
o significativos, ya sea numéricamente para utilizarlos en férmulas o de forma gréfica, para hallar las
coordenadas de interseccion. Estos puntos estan ligados con los intervalos, porque estos ultimos favorecen el
transito de una concepcion local-puntual del comportamiento en cuestién a una global.

Uso de tablas a través de una secuencia numérica

Las tablas favorecen la visualizacién de datos porque a partir de ellas se puede determinar el tipo de
proporcionalidad que presentan las variables y en algunos casos el comportamiento del movimiento. El tomar
intervalos de tiempo iguales permite observar en las tablas si la distancia o altura aumenta o disminuye
en el transcurrir del tiempo. Arrieta (2003) llama numerizacion de los fendmenos a aquellas pricticas de
modelacién en las que se parte de la recoleccién de datos numéricos de un fenémeno y luego se realizan
précticas de prediccion para construir asi modelos numéricos.

Aspectos metodolégicos

La metodologfa escogida para la aplicacién de las secuencias son los experimentos de disefio. La investigacion
de diseno surge ante la necesidad de metodologias que permitan obtener argumentaciones basadas en la
evidencia de contextos naturales, de abordar cuestiones teéricas sobre la naturaleza del aprendizaje en un
determinado contexto y de producir resultados de investigacién a partir de la evaluaciéon formativa. La
mayoria de los experimentos de disefio de aula se conceptualizan como casos del proceso de apoyo alos grupos
de aprendizaje de los estudiantes en un dominio de contenido particular (Cobb et 4l. 2003).

Nuestros aspectos metodoldgicos inician con la aplicacién de un cuestionario diagndstico para indagar qué
conocimiento posee el estudiante referente a trayectorias, graficas, relacion distancia-tiempo y tratamiento
de situaciones que reflejan la modelacién como practica. El instrumento se aplicé a estudiantes de entre 11y
12 afios. El cuestionario diagnéstico sirvié de punto de partida para el disefio y la aplicacién de las secuencias
y para reflejar el nivel de profundidad del conocimiento que estos estudiantes tienen sobre funcién y funcién
cuadrdtica. Las secuencias se disefian partiendo de fendmenos fisicos extraidos de la observacion diaria, en
los que el estudiante puede establecer relaciones para el desarrollo de los aspectos variacionales elegidos de
la funcién cuadratica.

El disenio de las secuencias se fortalece en el ambito de lo cotidiano, es decir, en aquello que el estudiante
puede observar y relacionar con su medio ambiente. Por esto se plantean dos secuencias relacionadas con el
movimiento de ida y regreso de un auto y el lanzamiento vertical de una pelota. Cobb et 4l. (2003) comentan
que la mayoria de los experimentos de diseno de aula se conceptualizan como casos del proceso de apoyo a
los grupos de aprendizaje de los estudiantes en un dominio de contenido particular.
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Secuencia 1

La actividad se basa en el estudio del desplazamiento que sufre un automévil de un punto determinado a
otro. Su propdsito es que el estudiante analice el movimiento de un objeto para que busque y encuentre las
diferentes relaciones entre lo que ve y piensa y las plasme en el desarrollo de las preguntas propuestas. El auto
parte del punto B y avanza hacia la derecha pasando por los puntos G, H, I; disminuye progresivamente la
velocidad hasta detenerse en el punto C; luego regresa al sitio de partida aumentando progresivamente su
velocidad hasta obtener la misma velocidad con la que partié y pasando por los mismos puntos. El fenémeno
propuesto del movimiento se simula a través del software de GeoGebra como se muestra en la figura 1.

Figura 1. Movimiento de un auto de un punto (B) a otro (C) y su regrese

La secuencia consta de siete preguntas en las cuales se consideran los aspectos variacionales de la funcién
cuadrética propuestos.

Si dos autos se ponen en movimiento al mismo instante, uno va en forma horizontal moviéndose de B-
C a C-By otro a través de una montafia, las distancias que recorren son las mismas y el tiempo transcurrido
también es idéntico, ¢como serfan sus trayectorias? Dibujelas. Se quiere llevar los puntos marcados en el
movimiento de ida y regreso horizontal (B, G, H, I, C) al movimiento del auto en montafa. Discuta con sus
compaineros dénde los localizarfa. Marquelos.

Tomando el tramo B-G y el I-C de ida, al comparar los tiempos gastados en esos tramos, ¢cémo serfan y
por qué?

Si tomo esos mismos tramos pero de regreso C-I'y G-B, ¢cémo serfa la comparacion de los tiempos con
respecto al movimiento de ida?

Si le pidieran llevar el movimiento del auto F a una grafica teniendo como magnitudes el tiempo y la
distancia, ;cémo lo harfa? Esbdcela.

Compare la grafica que obtuvo con la de otros compaifieros. ;Qué diferencias encuentra?

Toma intervalos de tiempo pequefios en el movimiento que hace el auto de ida y regreso para medir las
distancias recorridas y plasmarlas en una tabla, ¢cdmo cree que esla relacion de los datos numéricos del tiempo
con relacion a la altura? Comente.

:Cémo serfa la gréfica del movimiento teniendo en cuentala situacién del numeral anterior? ; Tiene alguna
similitud con la que esbozé anteriormente? Compare la grafica'y dé su opinién.

Secuencia 2

En esta secuencia se presenta otra actividad también de movimiento, pero ahora en desplazamiento vertical:
el lanzamiento de una pelota hacia arriba. La secuencia comienza presentando cémo seria el lanzamiento
de la pelota (véase la figura 2). Para realizar el experimento se coloca un fondo especial con el fin de captar
con mayor nitidez el movimiento del objeto lanzado. Para el analisis del fenémeno de lanzamiento vertical
se utilizard el software Tracker-310y el software Modellus, programas de libre acceso que ayudan a realizar
modelaciones de este tipo de situaciones de movimiento.
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Figura 2. Movimiento del objeto en sentido vertical

La secuencia consta de siete preguntas, que se relacionan con los aspectos variacionales.

Realice los siguientes lanzamientos con una pelota: un lanzamiento vertical y uno que forme una curva.
Suponga que se demoran los movimientos igual tiempo en caer y llegan a la misma altura. Comente con
sus companeros. Tomando unos puntos cualesquiera en el lanzamiento vertical, transportarlos al otro
movimiento ¢dénde los ubicaria? Dibuje en una hoja las dos trayectorias y localice los puntos.

¢Cémo llevaria a una grafica el movimiento que hace la pelota al lanzarla verticalmente desde el punto de
partida (P) hasta que llega nuevamente a su inicio?

Comente con sus compafieros el lanzamiento de la pelota hacia arriba un instante antes de que esta llegue
al punto donde se regresa, y ese mismo intervalo de tiempo después de que se regresa. ¢ Cémo serfan las alturas
en esos puntos y qué pasa con el tiempo transcurrido? ¢Por qué sucede eso?

Si tomamos un corto intervalo de tiempo después del lanzamiento y ese mismo momento de tiempo, pero
antes de caer, ¢qué piensa sobre las alturas en ese intervalo y a qué se debe?

Para realizar la siguiente actividad los estudiantes toman una pelota y realizan un lanzamiento vertical
hacia arriba. Con anterioridad se han marcado en una regleta valores numéricos con el propdsito de medir
las alturas en un determinado tiempo.

Tomando intervalos de tiempo pequenos, mida las alturas correspondientes y muéstrelas en una tabla.
Deben ser més de diez tomas. ; Cémo cree que es la relacion de los datos numéricos del tiempo con respecto
ala altura? Comente.

¢Coémo serfala grafica del movimiento teniendo en cuenta la situacién del numeral anterior? ¢ Tiene alguna
similitud con la esbozada en el numeral 2? Comparen su gréfica con la obtenida por otros grupos y dé su
opinion.

Sile piden comprobar que el modelo grifico que se obtuvo es el indicado para el fenémeno mostrado de
lanzamiento vertical, ;qué debe hacer?

Planeacion de las secuencias

Cada una de las secuencias se planea mirando aquellos fendmenos mas cercanos a los estudiantes o que
ellos presencian diariamente. Esto se logra dialogando con ellos ¢ intercambiando ideas, hasta observar qué
fenémenos conocen. Una vez que se tienen disefiadas las secuencias se eligen doce estudiantes y se subdividen
en cuatro grupos a los cuales se aplica cada una de las actividades propuestas. A cada grupo en su lugar de
trabajo se le proporcioné una grabadora de audio y un computador. Se posiciond una cdmara de video en un
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lugar fijo, controlada por una persona y otra cimara rodante que tomd videos cortos y fotografias manejada
por otra persona, a quien se le indicé en qué momentos o instantes debe realizar las tomas. Cobb et 4l.
(2003) sostienen que el apoyo tecnoldgico para la generacion de los datos (por ejemplo, cdmaras de video,
sistemas de grabacién de audio sofisticados, dispositivos electrénicos de almacenamiento en masa) permite
aunar esfuerzos, pero también impone sus propios desafios (por ejemplo, el desarrollo de herramientas y
procedimientos para la gestién y el anlisis de grandes cantidades de datos).

Algunos resultados: analisis de la aplicacion

El anilisis de las propuestas didacticas se realiza a través de los aspectos variacionales, los cuales permitieron
formar un engranaje entre estudiante, practica de modelacién, ambiente y profesor para llegar a la
consecucién de los objetivos propuestos en este trabajo de investigacion. Para este andlisis se toman como
referencia algunos resultados de las dos secuencias dadas propuestos por los estudiantes.

El tiempo como variable independiente

A través de la modelacién se quiere relacionar el conocimiento cientifico (trayectoria que realiza un fendmeno
determinado) con el conocimiento escolar (el tiempo como variable independiente, lo que se aprende
institucionalmente). Se establecié que la mayoria de los estudiantes reconocen que el tiempo es una magnitud
que siempre es positiva y no tiene regreso, siempre va aumentado, como se muestra en las dos graficas de la
figura 3, que corresponden, respectivamente, a las preguntas 2 y 6 de la secuencia 2. En la respuesta de la
pregunta 5 de esta misma secuencia, como se muestra en el escrito dado por el estudiante en la figura 3, toman
el tiempo como algo progresivo mientras la otra variable puede aumentar o disminuir. Algunos al graficar no
sittan el tiempo en el eje horizontal, como se observa en la primera gréfica de la figura 3, pues no es relevante
el establecer la variable el tiempo en el ¢je horizontal. Generalmente reconocen el tiempo como variable en
todas las preguntas de las secuencias que hacian alusién al tiempo ddndole un significado. Aunque es una
convencidn situar el tiempo, variable independiente, en el eje horizontal, por ahora parece que se han puesto
en juego significados més reales para el estudiante. A través del andlisis del tiempo se puede establecer que los
estudiantes con sus acciones reconocen un antes y un después. Lo anterior se observa en las dos gréficas, donde
el estudiante determina un tiempo localizando un punto que establece la ida y el regreso o un subir o bajar.

o

il

Figura 3. El tiempo como variable

En algunas ocasiones los estudiantes toman el tiempo como si fuera una distancia que puede aumentar y
en otras regresar, como se manifiesta en el didlogo realizado por ellos que se muestra en la figura 4.
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retrocediendo

Figura 4. El tiempo como distancia

El estudiante utiliza la tabla numérica para reconocer que el tiempo siempre aumenta, mientras que otras
variables pueden regresar. Esto lo plasma en la respuesta a la pregunta 6 de la secuencia (1), primer escrito de
la figura 5, cuando se le pide que comente la relacién de los datos numéricos del tiempo con referencia a la
distancia. En este momento, el estudiante toma datos de tiempo del fenémeno del auto en movimiento y los
compara con el valor de distancia respectivo y plasma su pensamiento en el escrito. Lo mismo argumenta el
estudiante en la pregunta 5 de la secuencia (2), como lo manifiesta la afirmacién "el tiempo siempre aumenta”.

| i \
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Figura 5. El tiempo aumenta.

Uso de la grdfica: intervalos y puntos clave

Para responder las preguntas propuestas, el estudiante identifica en la grafica puntos clave o significativos, ya
sea numérica o posicionalmente, utilizdindolos para hallar las coordenadas de interseccion. En la gréfica de la
figura 6, tomada de la pregunta 7 de la secuencia 1, se puede ver c6mo los puntos clave le dan forma a la grafica
y ademds marcan lugares que indican inflexiones. Las parejas ordenadas tiempo-distancia las toman de las
tablas elaboradas por cada estudiante: las distancias estin marcadas y el contador del applet mide el tiempo.
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Figura 6. Puntos clave

El estudiante desarrolla argumentos y herramientas que fortalecen el conocimiento sobre funcién
cuadrética cuando compara intervalos, como se observa en el escrito de la figura 7, referente a la pregunta 2 de
la secuencia (1), cuando se les pide comparar tramos del movimiento. Puede verse que toman dos tramos del
movimiento y los comparan en forma numérica. Se evidencia que reconocen que para tramos de distancias
iguales existen tiempos diferentes, lo cual da bases para pensar que los intervalos ayudan a establecer un
modelo grifico.
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Figura 7. Comparacion de intervalos

El estudiante establece intervalos, como en el caso del tiempo con otra variable, ya sea distancia o altura,
determinando parejas como se observa en las graficas de la figura (8), donde toma el tiempo y lo une con
el valor correspondiente de distancia. Podemos constatar en la primera grafica de la figura obtenida de la
secuencia (1), pregunta 4, que el estudiante reconoce los cambios que sufren las variables de los objetos en
movimiento, ya sean cualitativos o cuantitativos, llevando intervalos y puntos de forma unidimensional a
bidimensional. En la segunda gréfica correspondiente a la secuencia (2), pregunta 2, el estudiante toma los
valores de tiempo al pasar la pelota por los puntos marcados que se encuentran a determinada altura y los
traslada a una grafica, estableciendo puntos bidimensionales en forma numérica y posicional en el grifico
cartesiano, donde se le da significado a un punto tanto por sus coordenadas numéricas como por su posicion
en el plano. De esta manera el estudiante traslada o extrae puntos del movimiento de la pelota y los localiza en
una grafica cartesiana, para indicar el arriba, el abajo, el mas arriba o el més abajo. Las dos gréficas dan cuenta
del uso de las graficas por parte del estudiante trasladando intervalos unidimensionales a dos dimensiones; es
un argumento que se desarrolla para resignificar intervalos usando la grafica. Aqui se hace evidente c6mo la
préctica de modelacién favorece dicho desarrollo y la resignificaciéon correspondiente.
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Figura 8. Asociacion de intervalos

El estudiante usa la grafica resignificando puntos clave cuando en la figura 9 establece puntos
bidimensionales (altura, tiempo) en un plano cartesiano. Podemos ver que las lineas punteadas o continuas
asocian cada punto con un valor en el tiempo (eje X) y uno en la distancia (¢je Y). En esta doble asociaciéon
estd trabajando con puntos coordenados. En la primera gréfica de la figura 9 podemos ver que los valores de
la variable dependiente no estan dados en forma proporcional ni secuencial, pero el tiempo si. En la segunda
gréficadelafigura9 vemos que el estudiante pareciera estar trabajando en lo que institucionalmente se conoce
como el segundo cuadrante. Sin embargo, no es asi porque los valores del eje X no son negativos; entonces
podemos decir que el estudiante indiferentemente toma para graficar cualquier cuadrante, mostrando que su
Gnico interés es realizar la gréfica. La primera grafica estd tomada de la secuencia (1), pregunta 7, y la segunda
de la secuencia (2), pregunta 6.
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Figura 9. Resignificacion de puntos clave

En la grifica de la figura 10, extraida de la secuencia (2) pregunta 7, se observa nuevamente que el
uso de los cuadrantes para el estudiante es algo intrascendental y por eso realiza la grafica en el llamado
segundo cuadrante, de acuerdo a las convenciones establecidas institucionalmente o por el discurso escolar
del profesor. Las gréficas desarrolladas por los estudiantes muestran que se conservan los valores del eje (X)
positivos, de la manera como los obtuvo de la observacién del fendémeno sin interesar que la progresién va
hacia la izquierda. Parece ser que ante esta situacién el estudiante resignifica intervalos y puntos clave de
acuerdo al posicionamiento de las parejas ordenadas sin interesar el cuadrante.
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Figura 10. Uso de cuadrantes

El estudiante reconoce que para valores de tiempo diferentes se repiten valores de distancia o altura, como
se observa en la figura 11, correspondiente a la secuencia (1), pregunta 7. Allf crea una relacién entre dos
variables, en este caso tiempo y distancia; asi muestra que para un mismo valor de distancia existen tiempos
diferentes. Esto permite inferir que los intervalos junto a los puntos clave son importantes para romper con

la creencia de que todo fenémeno se debe graficar en forma lineal.

Figura 11. Relacion de tiempos diferentes

El estudiante establece un tiempo medio, en el cual sucede el regreso del objeto y, usindolo como referencia,
puede obtener intervalos de distancia o altura. Al hacerlo, el estudiante reconoce que no todas las variables
de los fendmenos se representan como modelos lineales, segiin se observa en la grafica de la figura 12, tomada
de la secuencia (2) pregunta 6, al evidenciar que uniendo intervalos se forma una curva.
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Figura 12. Unién de intervalos

El estudiante cuando compara las graficas reconoce que los puntos clave lo ayudan a romper con la
linealidad en los fendmenos que se presentan, y que no todos los fenémenos tienen comportamiento lineal.
Esto se puede observar en las graficas de la figura 13, donde el estudiante compara las gréficas y se da cuenta de
que en la primera no toma el movimiento de regreso. En la segunda, la posicién de los puntos le da la forma
de la grafica cartesiana del fenémeno de movimiento. En el didlogo presentado en la figura 13 se plasma la
respuesta de por qué las graficas realizadas por ellos antes y después de la toma de datos son diferentes. La
primera hace referencia a la secuencia (1), pregunta 4, y la segunda corresponde a la pregunta 7 de la misma

secuencia.
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Figura 13. Comparacion de graficas

Las tablas sirven de organizador de los datos numéricos parallevarlos a la grafica; pero también dan indicios
del tipo de proporcionalidad que puede existir entre las variables participantes, tiempo y distancia o altura, asi
como del comportamiento curvo del fenémeno. En la figura 14, a partir de un valor establecido de tiempo se
determina un valor parala distancia o la altura. Estas son un punto de unién entre el fenémeno real y el esbozo
de una grafica, porque los datos de las variables se organizan en tablas que facilitan el dibujo dela grafica. El uso
de secuencias numéricas permiti6 a los estudiantes ordenar los datos y observar su relevancia en la graficacion,
asi pudieron establecer una relacién de fenémeno-sucesiones numéricas y sucesiones numéricas-gréfica. Las
tablas son un punto de unién entre el fenémeno real y el esbozo de una grafica porque, de acuerdo al desarrollo
de la actividad, el estudiante toma directamente los datos recopilados en las tablas para realizar el esbozo de
las graficas cartesianas. Las tablas les permiten ordenar datos y observar su relevancia en la graficacién, asi
como establecer una relacién sucesiones numéricas-grifica y fendmeno-sucesiones numéricas.

124



Octavio AuGUSTO BRICENO, ET AL. UNA SECUENCIA PARA LA INTRODUCCION DE LA FUNCION CUADRATICA A TRAV...

L [ | I - 1
ewpd | A | 2 ]3 [u |5 T3 [8[a [w] 44]
Distocio 905 | F0 |26 | 49 Va3 | ] Welas s s |
F«‘E:"J‘

7 1 I m \5 i J
-"l o 1 115 | Yo | s |

T TS e = T = I

I — 2 |

Figura 14. Secuencias numéricas en las tablas

Podemos determinar que el estudiante resignifica la funcién cuadratica por medio del aspecto variacional
de las secuencias numéricas en la tabla cuando establece intervalos iguales o desiguales de tiempo y determina
su respectiva pareja, cuando es capaz de generar unos datos y graficarlos, cuando en la misma tabla puede
establecer relaciones tiempo-distancia o tiempo-altura y las dos tablas manifiestan estas relaciones. En la
primera tabla establece valores de tiempo secuenciados y para cada uno de ellos halla el valor correspondiente
de la otra variable; esta tabla corresponde al movimiento del auto en la secuencia (1), pregunta 6. En la
segunda tabla, correspondiente ala secuencia (2), pregunta 5, establece la proporcién entre sus datos mientras
que en la primera establece puntos de inflexién como el punto bidimensional (altura, tiempo) donde sucede
el regreso. En las dos secuencias propuestas de ida y regreso del auto y lanzamiento de una pelota, el estudiante
expresa a través de las tablas las relaciones numéricas obtenidas a partir de la observacion del fenémeno.

COMENTARIOS FINALES

Las secuencias disenadas fueron ideadas con el fin de discutir los aspectos variacionales de la funcién
cuadrética favorecidos intencionalmente por la prictica de modelacién como parte activa en el proceso
ensefianza-aprendizaje de la funcién cuadréitica. La investigaciéon ha contribuido a formar un marco de
referencia que involucra la modelacién, los aspectos variacionales, el uso de graficas, los experimentos de
diseno y el uso de la tecnologia como herramienta.

La investigacion nos lleva a generar una base de significados alrededor de elementos variacionales para la
significacion de la funcién cuadritica en un contexto socioepistemoldgico. La aplicacién de secuencias es
realizable en el aula de clase para estudiantes entre 12-13 anos que hasta ahora comienzan el trasegar en el
precalculo.

En las investigaciones en las que la modelacién se toma como una practica es factible que se resignifique
conocimiento matemdtico usando los experimentos de disenio como complemento, de forma que no solo
es valioso lo que el estudiante plasma en un escrito, sino que ademas sus relaciones con el medio y con
sus semejantes, sus formas de expresar y de proponer brindarin respuestas a algunos interrogantes de la
investigacién no observables en el

discurso escolar cotidiano. Esto nos lleva a creer que este trabajo puede ser un referente para el proceso de
ensefianza-aprendizaje de la matematica a nivel de bachillerato y con adaptaciones a otros niveles. Ademis
podemos creer que estableciendo una relacién acorde entre la modelacién y los experimentos de disefo,
se posibilita de una manera més activa la resignificacién de conocimiento, en nuestro caso el de funcién
cuadritica.
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Cuando los estudiantes compararon las graficas que realizaron en grupo, inicialmente como bosquejo y
luego con los datos de la tabla, se admiraron de ver el comportamiento de la grifica en forma de curva.
Algunos comentaron que al establecer parejas ordenadas se observa como si fueran escaleras que le dan
forma a la grafica. Esto manifiesta que los estudiantes reconocen que no todo fendmeno se representa en
forma de linea recta en una grafica, lo que rompe con la linealidad en los fenémenos. Se puede comentar
que las graficas en el caso que nos compete son bésicas para observar las variaciones de las magnitudes
establecidas, determinar el comportamiento del fenémeno, establecer relaciones distancia-tiempo o altura-
tiempo, establecer proporcionalidad, establecer puntos clave, establecer parejas ordenadas y reconocer
intervalos (algo que se puede partir en porciones).

En la investigacion es relevante que se tome el tiempo como variable independiente, debido a que en la
escuela estd institucionalizado de este modo y el objetivo del trabajo es significarlo. A través de la modelacion
se quiere relacionar el conocimiento cientifico (trayectorias visibles a la imaginacién) con el conocimiento
escolar (el tiempo como variable independiente). El estudiante en algunos casos toma el tiempo como una
distancia, en otras lo toma en el eje vertical; es recomendable reconocer y realizar més investigacion al
respecto, los significados que podrian generarse al tomar el tiempo, no como variable independiente -segtin
lo establece el curriculo- sino como una variable cualquiera.

El uso de graficas en intervalos y puntos clave permiti6 a los estudiantes reconocer que los puntos clave
ayudan a que se rompa con la linealidad en los fendmenos que se presentan, y que no todos los fenémenos
tienen comportamiento lineal. Los puntos clave les permiten visualizar cambios y, con estos, representar el
comportamiento curvo del fenémeno. Los intervalos en las graficas no solamente los usan para unir puntos,
sino ademds para correlacionar el tiempo con la distancia o la altura a través de la cuadricula, para establecer
parejas ordenadas y también les ayudan a identificar los cambios que sufren los objetos en movimiento ya
sean cualitativos o cuantitativos.

El uso de las tablas con secuencias numéricas establece relaciones y proporcionalidad entre las variables
participantes. El uso de secuencias numéricas les permitié a los estudiantes ordenar los datos y observar
su relevancia en la graficacién, donde aprecian el comportamiento curvo de algunos fenémenos, como el
de la investigacion. La toma de datos directamente del fenémeno permitié que el estudiante relacionara
el fenémeno con las secuencias numéricas; de esta manera pudo llevarlas a una grafica e integrar los dos
componentes: secuencias numéricas y uso de graficas.

El tener como referente los experimentos de disefio permitié reconocer las posturas de los estudiantes en
las secuencias expuestas. Esto, con la ayuda de los gestos, los movimientos, las acciones, las intervenciones y
las proposiciones que realizaron los estudiantes, captadas en videos y audios, es el complemento necesario
que se tuvo en cuenta en el andlisis de resultados.
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