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El cardcter algebraico en el
conocimiento matemdtico de
maestros en formacién

Algebraic Character in the Mathematics
Knowledge in Prospective Elementary School
Teachers

O cardter algébrico no conhecimento
matemdtico de professores em formacao

Resumen

La integracién del pensamiento algebraico en la escuela primaria es un tema
de interés actual para la investigacién en Diddctica de la Matemdtica. Sin
embargo, esta integracién demanda por parte de los maestros el desarrollo de
un conocimiento que les permita construir una visién para reconocer tanto el
cardcter algebraico de las tareas matemdticas como promover el pensamiento
algebraico en los nifios. La presente investigacién de tipo cualitativo analiza
el cardcter algebraico del conocimiento matemdtico de futuros maestros. Se
utilizaron las propuestas teéricas sobre el conocimiento diddctico-matematico
y los niveles de algebrizaciéon que permitieron, a partir de la aplicacién de un
cuestionario, describir y analizar los conocimientos manifestados por un grupo
de cuarenta maestros de primaria en formacién cuando resuelven tareas ma-
temdticas, al poner de manifiesto en su resolucién el carécter algebraico. Los
resultados informan que los futuros docentes presentan dificultades para resolver
tareas utilizando un conocimiento algebraico consolidado. Se concluye que es
necesario proporcionar a los futuros maestros escenarios en donde experimenten
procesos de desarrollo para el pensamiento algebraico relacionados con la
generalizaciéon de las propiedades estructurales y relaciones funcionales que
subyacen en las ideas matemdticas.

Palabras clave

educacién primaria; formacién docente; actividades matemdticas; generaliza-
cién; dlgebra

Abstract

The integration of algebraic thinking in elementary school is a current topic for
the research in Didactics of Mathematics. However, this integration demands
for the teachers the development of a knowledge that allows them to construct a
vision fo recognize the algebraic nature of mathematical tasks and promote al-
gebraic thinking in elementary school children. This qualitative research analyzes
the algebraic character of the mathematical knowledge of future teachers. We
used theoretical proposals about didactic-mathematical knowledge and levels
of algebraization that allowed, through the implementation of a questionnaire,
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to describe and analyze manifested knowledge of 40 elementary school training teachers when they
solve mathematical tasks, identifying in their resolution the algebraic character revealed. The results
show that future teachers have difficulties solving tasks using a consolidated algebraic knowledge.
We conclude that it is necessary to provide future primary teachers with scenarios where they ex-
perience development processes for algebraic thinking related to the generalization of structural
properties and functional relations that underlie mathematical ideas.

Keywords

primary education; prospective teachers; mathematics activities; generalization; algebra

Resumo

A integracéo do pensamento algébrico no ensino fundamental é um tema atual para a pesquisa
em Diddtica da Matemdtica. No entanto, essa integracéo exige que os professores desenvolvam
um conhecimento que lhes permita construir uma vis@o para reconhecer a natureza algébrica das
tarefas matemdticas e promover o pensamento algébrico em criancas do ensino fundamental.
Esta pesquisa qualitativa analisa o caréter algébrico do conhecimento matemdtico de futuros
professores. Foram utilizadas propostas teéricas sobre conhecimentos didético-matemdtico e
niveis do raciocinio algébrico que permitiram, a partir de um questiondrio, descrever e analisar o
conhecimento expresso por um grupo de 40 professores do ensino bdsico quando resolvem tarefas
matemadticas, identificando em sua resolucdo o cardter algébrico. Os resultados mostram que
os futuros professores t&m dificuldades para resolver tarefas usando um conhecimento algébrico
consolidado. Concluimos que é necessario fornecer aos futuros professores cendrios nos quais
eles experimentam processos de desenvolvimento para o pensamento algébrico relacionados ao
processo de generalizacdo de propriedades estruturais e relacées funcionais que fundamentam
as ideias matemdticas.

Palavras-chave

educacdo primdria; formacéo de professores; atividades matemdticas; generalizacdo; dlgebra



Introduccién

El 4dlgebra es un drea compleja para los estu-
diantes de la escuela secundaria. Las mdltiples
dificultades manifestadas en su aprendizaje se
reportan en diversas investigaciones (Greenes
y Rubenstein, 2008; Kieran et &l., 2016) en
las que se senalan: a) errores sobre el sig-
nificado de las letras; b) errores al resolver
ecuaciones con variables en ambos lados del
signo igual, que refleja una limitada interpre-
tacién del simbolo; c) la tendencia a aceptar
solo valores numéricos como respuesta a un
problema, que implica el rechazo a aceptar
expresiones algebraicas como solucién, y d)
la tendencia de recurrir a la memorizacién de
procedimientos por la falta de comprensién
de los aspectos conceptuales.

Las dificultades y los errores que tienen
lo mayoria de los estudiantes con el dlgebra
motivan la incorporacién del pensamiento
algebraico en los distintos niveles de educa-
cién primaria (Kaput, 2000; Radford, 2015)
e incluso existen pesquisas que sugieren esta
infroduccién en preescolar (Castro et al.,
2017). Esta tendencia implica seguir varias
lineas de cambios sobre lo que ya se sabe
de lo ensefanza y aprendizaje del dlgebra:
su naturaleza en los primeros grados, la
préctica matemdtica de los nifos, las tareas
que permiten su desarrollo y la formacién de
profesores de primaria. Este Gltimo aspecto,
cumple un papel esencial en el cambio de la
actividad matemdtica que se gesta en las aulas
debido a que el profesor es quien gestiona el
desarrollo de determinado tipo de tareas en
el salén de clase. Por esta razén se plantea,
en el dmbito de la formacién inicial de profe-
sores de estos niveles educativos, la cuestion:
2Qué conocimientos deben ser promovidos
en los maestros para que puedan reconocer el
cardcter algebraico de las tareas matemdticas,
y promover el pensamiento algebraico en los

ninos¢ Cuestiones como estas, referidas a los
conocimientos del profesor, constituyen una
problemdtica actual para la comunidad de
investigadores en diddctica de la matemética.
Avanzar en la determinacién de una formacién
de maestros que les faculte para reconocer y
promover el pensamiento algebraico en los
ninos es una necesidad, dadas las deman-
das curriculares actuales. Investigaciones
referidas en este campo se justifican porque
“la mayoria de los profesores de la escuela
primaria tienen poca experiencia con los as-
pectos del pensamiento algebraico [...] [por lo
que] se debe proveer formas apropiadas de
apoyo profesional que produzcan cambios en
las précticas instruccionales” (Blanton y Kaput,
2005, p. 414). Considerando la existencia de
relaciones significativas entre las competencias
de los maestros y el desempefio de los nifios, y
la poca evidencia sistemdtica de los efectos
en la formacién en maestros de acciones
instruccionales especificas (Aké et 4l., 2014,
Borko et &l., 2005; Jacobs et 4., 2007), este
tipo de investigaciones es pertinente.

Para lograr que el maestro pueda desarro-
llar esta tarea compleja, es necesario formarlo
para algebrizar su propia actividad matemdtica
e incidir progresivamente en la algebrizacion
de la actividad matemdtica de los nifios. De
esta manera, como parte de una investigacion
mds amplia sobre la formacién de profesores
de primaria, el presente estudio reporta la
exploracién diagnéstica de algunos aspectos
del conocimiento matemdtico que poseen
los maestros de primaria en formacién sobre
el dlgebra. Asi, en el siguiente apartado se
describen los elementos teéricos considerados
para el disefio de un cuestionario y posterior
andlisis de la experiencia con los maestros. En
el tercer apartado se desarrollan los elementos
metodoldgicos considerados en el estudio, asi
como la delimitaciéon de la muestra y la des-
cripcién de las tareas utilizadas. En el cuarto
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apartado se detallan y discuten los hallazgos encontrados. Se finaliza con algunas
conclusiones e implicaciones para el profesorado de primaria.

Elementos tedricos

Dada la tendencia internacional de introducir formas de pensamiento algebraico
en la escuela primaria, diversos investigadores se han centrado en estudiar el
desarrollo de este tipo de pensamiento y se han apoyado en explorar aspectos
estructurales, proporcionales, funcionales y de generalizacién, entre otras. Sin
embargo, las investigaciones discrepan sobre cudles son los rasgos caracterfs-
ticos del dlgebra que debieran considerarse para el desarrollo del pensamiento
algebraico a lo largo del curriculo escolar de primaria (Carraher y Schliemann,
2007). Ademds, manifiestan que “ain falta mucho por hacer en lo que respecta
a la introduccién del dlgebra en la primaria, especialmente con respecto a la
teorizacién de los aspectos algebraicos en el trabajo de los estudiantes” (Kieran
et dl., 2016, p. 31). Como respuesta, desde el enfoque ontosemidtico (Godino
et al., 2007) se ha realizado una propuesta teérica para describir seis niveles de
algebrizacién en la practica matemdtica de indole algebraica. Los niveles contri-
buyen al desarrollo progresivo del pensamiento algebraico en los estudiantes
(6-18 afos), su conceptualizacién lo describe en tres tipos (Aké et 4l., 2013):
a) de objetos algebraicos, es decir, entidades que tienen un carécter de gene-
ralidad o de indeterminacién; b) de tratamiento que se aplica a estos objetos
algebraicos, en operaciones o transformaciones, basado en la aplicaciéon de
propiedades estructurales; c) de lenguaije o simbolizacién utilizado. De esta ma-
nera, la propuesta de los niveles de algebrizacién implica una visién ampliada
que sugiere que “los objetos algebraicos inmersos en el pensamiento funcional
y estructural, que pueden estar o no en un contexto de modelizacién, van adqui-
riendo un significado diferente conforme haya una ‘evolucién’ en los procesos
de generalizacién o indeterminacién, simbolizaciéon y transformacion” (Aké vy
Godino, 2018, p. 175). Dada la naturaleza del estudio que aqui se reporta con
maestros de primaria se describen los cuatro primeros niveles de algebrizacién

(Aké et &l., 2013; Aké y Godino, 2018):

*  Nivel O de algebrizacién. En este nivel no hay objetos algebraicos pues
se trabaja con numeros particulares, se usan las variables como nimeros
especificos y el significado operacional del signo igual en su acepcién
de resultado. Los objetos son representados de manera informal a través
de formas tabulares, gréficas, icénicas, es decir, se recurre a represen-
taciones diferentes al alfanumérico. Los procedimientos son aritméticos.
En tareas de cardcter estructural no se reconocen propiedades de las
operaciones como la asociativa, conmutativa y otras. Por otro lado, en
tareas de cardcter funcional, se puede iniciar el trabajo con patrones,
pero se determina solamente una regla recursiva.



Nivel T de algebrizacién. Aqui, los
objetos algebraicos conforman con-
juntos o clases, se usa la variable en su
significado de incégnita y se trabaja el
significado relacional del signo igual,
esto es, como equivalencia. A diferen-
cia del nivel anterior, puede manifes-
tarse el uso de simbolos mds no de
letras. Los procedimientos contindan
siendo de cardcter aritmético, pero
emerge el tfrabajo con propiedades
de la estructura algebraica en los na-
turales. En tareas de tipo estructural se
identifican propiedades y relaciones,
ademds se trabaja la equivalencia a
través de ecuaciones numéricas en-
marcadas en el pensamiento relacio-
nal. Para tareas de cardcter funcional,
se expresa una regla general.

Nivel 2 de algebrizacién. Los objetos
algebraicos son de la misma natura-
leza que en el nivel previo, se utiliza
la variable como incégnita y como
numero generalizado, ademds se tra-
baja con el significado de equivalencia
del signo igual. En este nivel existe un
cambio en las representaciones utiliza-
das, emerge la simbolizacién formal,
es decir, de cardcter alfanumérico y se
aplican propiedades de la estructura
algebraica en los naturales. En ta-
reas de fipo estructural se comienzan
a resolver ecuaciones de la forma
Ax+B=C o bien resolucién de ecua-
ciones con cajones vacios o simbolos,
pero en esos casos NO se opera con
ellos en ambos lados de la ecuacién.
En el caso de las tareas de fipo funcio-
nal se obtiene una regla general en
términos simbdlicos literales.

Nivel 3 de algebrizacién. En este se
trabaja con las variables y se continGa
utilizando el significado de equivalen-

cia del signo igual. Los objetos siguen
siendo representados de manera
formal. La caracteristica aqui es que
se opera con las variables, por tanto,
existe un tratamiento de ecuaciones y
de funciones. En tareas estructurales
se resuelven ecuaciones de la forma
Ax+B=Cx+D, es decir, se opera con
la literal en ambos lados de la ecua-
cién. En el caso de las tareas con
cardcter funcional, se obtiene una
regla general y se opera con las varia-
bles para obtener formas equivalentes
de expresién.

La propuesta de niveles de algebrizacién
indica que el nivel O implica la ausencia de
cardcter algebraico, mientras que los niveles
1y 2 son considerados un acercamiento inci-
piente a formas de pensar algebraicamente,
por lo que se denominan protoalgebraicos. El
nivel 3 se enmarca en el dlgebra propiamente.
De esta manera, el grado de algebrizacién
serd proporcionado a partir de las manifes-
taciones externas observables que el maestro
en formacién realice durante la actividad
matemdtica de resolucién, considerando el
cardcter algebraico de esta.

Respecto al conocimiento del profesorado
que ensefa matemdticas, Godino (2009) pro-
pone un sistema de categorias de andlisis que
denomina conocimiento diddctico-matemdtico
que se ha ido ampliando y consolidando hasta
la propuesta actual de conocimiento y com-
petencia diddctico-matemdtico del profesor
(Godino et 4l., 2017). En este modelo, el
conocimiento del profesor se articula en tres
dimensiones: la primera es el conocimiento del
contenido matemdtico per se que constituyen
los conocimientos, comin (correspondiente al
nivel en que se ensefa) y ampliado (relativos
a niveles superiores). En esta dimensién, el
docente tiene que conocer las matematicas
escolares del nivel educativo donde imparte,
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pero también debe estar en la capacidad de articular esos conocimientos con
los correspondientes a algunos niveles posteriores. La segunda dimensién es el
conocimiento didactico-matemdético que articula seis facetas: epistémica, cog-
nitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecolégica, indicativos de un cono-
cimiento especializado. La tercera dimensién es la metadidactica-matematica,
que refiere, entre ofros aspectos, al conocimiento necesario para reflexionar
sobre la propia prdctica.

Para fines de nuestro estudio se incluyen consignas para explorar dos tipos
de conocimientos de los futuros maestros, a saber:

«  Conocimiento comin. Requerido para resolver la tarea matematica
correctamente. Las tareas propuestas a los maestros son resolubles en
la escuela primaria.

«  Conocimiento ampliado. Se requiere para conectar la resolucién de la
tarea con objefos matemdticos més avanzados. Estos conocimientos
tienen un carécter relativo al curriculo del nivel educativo, por lo que
el tipo de conocimiento y las conexiones con objetos matemdticos mds
avanzados son dependientes de las diferentes etapas escolares.

Aspectos metodoldgicos

El estudio parte de una investigacién mds amplia, de tipo exploratorio y des-
criptivo, que reporta la aplicaciéon de un cuestionario a un grupo de maestros
de primaria en formacién, a través del cual se propuso analizar e interpretar
las soluciones llevadas a cabo por los futuros maestros al enfrentarse a tareas
matematicas de cardcter algebraico.

Los participantes

La investigacion se realizé con 40 maestros en formacién en el contexto de un
curso que pertenece a un programa de licenciatura para formar a maestros
de educacién primaria en México. Los futuros docentes cursaban el Gltimo afo
de la Licenciatura en Educacién Primaria. La muestra se escogié de un mues-
treo no probabilistico (Ledn y Montero, 2003), por tanto, la eleccién fue de tipo
incidental, no aleatoria, ya que los futuros maestros participaron en tanto que
estaban inscritos en el curso de formacién referido.

Descripcién y andlisis previo de las tareas

Las seis tareas incluidas en el cuestionario son de respuesta abierta. Estas tareas
fueron seleccionadas de las diferentes investigaciones referidas al élgebra en la
escuela primaria, asi como de los libros de texto. Para la seleccién y modificacién
de las tareas se tomaron en cuenta dos criterios: por un lado, el nivel de alge-
brizacién segin su cardcter potencial para promover el pensamiento algebraico



(Aké y Godino, 2018), y por ofro, el tipo de
conocimiento que puede manifestarse a través
de la resolucién (Aké et &l., 2014; Godino
et 4l., 2017). En las primeras cuatro tareas,
la informacién sobre el conocimiento comin
busca caracterizar el nivel de algebrizacién de
la actividad matemdtica expuesta. Las tareas 5
y 6 fueron incluidas en el cuestionario por sus
contenidos situados, a nivel curricular, en la
educacién secundaria. Su resolucién permitié
caracterizar el conocimiento ampliado de los

maestros en formacién y el nivel de algebriza-
cién que podian alcanzar los futuros docentes
al abordarlas. A continuacién, se realiza la
descripcién y andlisis previo de cada una de
las tareas incluidas en el cuestionario; lo que
facilité la comparacién de las soluciones
esperadas con los hallazgos encontrados en
las resoluciones de los futuros docentes.

La tarea 1 plantea la determinacién de
digitos desconocidos representados por letras
en una suma (figura 1).

Tarea 1

Observa la siguiente suma y determina el nGmero que representa cada letra. Considera que cada letra tiene un valor distinto.

ABC
ABC

+ ABC
2ACC

Responde: ¢Cudles son los valores numéricos de A, B y C2 Explica.

Figura 1. Sumar con letras

Fuente: modificado de Ferrero et dal. (2007, p. 141).

La resolucion de esta tarea implica
hallar el valor de C, para ello se considera
la condicién que se establece en la prime-
ra columna, la de las unidades: 3C=C, o
3C=10+C; de la lectura de la segunda
columna (la de las decenas) se obtiene que
C=5. Para hallar el valor de B, se consi-
deran los casos posibles 3B+1=20+C o
3B+1=30+C. Se determina que 3B+ 1= 25
cumple con las condiciones establecidas en
la columna de las decenas, asi B=0. Para
hallar el valor de A se puede establecer:
3A+2=20+A, de donde A es 9. También
es apreciable que la tarea potencia el plan-
teamiento de una ecuaciéon que describe

la condicién general de la suma 3 (100A
+10B+C)=2000+100A+10C+C, donde
se utiliza un lenguaje simbélico-literal y el
signo igual (=) en su acepcién de equiva-
lencia. Se pone de manifiesto la estructura y
relaciones subyacentes de la suma por lo que
el nivel de algebrizacién que implica es 2.

La tarea 2 corresponde al tipo de los
problemas aritméticos verbales compuestos
de estructura multiplicativa; no se requiere
hacer célculos con nimeros particulares dado
que no se proporcionan datos numéricos en
el enunciado. Las alturas actéan como dos
variables entre las cuales existe una relacién
cuantitativa (figura 2).
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Tarea 2

Tomds es 4 veces mds alto que Maria. Maria es 6 veces mds baja
que Lucia. Con esta informacién dibuja la altura de Maria, la altura
de Tomés y la de Lucia, y establece las expresiones que relacionan
dichas alturas.

Alturm de

'
e Maria

Figura 2. Comparar alturas

Fuente: modificado de Carraher et &l. (2000, p. 8).

A través de la solucién es posible potenciar el concepto de variable y el
planteamiento de dos relaciones funcionales donde las alturas son variables
que podrian ser analizadas a través del uso de tablas. El nivel de algebrizacién que
potencia la tarea es de un nivel 2, se expresa la relacién entre las alturas, en la
que la altura de Maria puede tomar un conjunto de valores y dependiendo del
valor proporcionado se obtendrdn los valores de las alturas de Tomds y Lucia.
El establecimiento de las relaciones potencia un lenguaje simbdlico-literal y el
signo igual (=) indica una relacién funcional.

La tarea 3 se sitGa en una perspectiva funcional para el desarrollo del pen-
samiento algebraico, en contraste con el enfoque mds tradicional que se centra
en el dlgebra como la manipulacién simbdlica (figura 3).

Tarea 3

Una compafifa fabrica barras de colores uniendo cubos

en una fila. La compaffa usa una mdquina para etiquetar

y poner pegatinas de caritas sonrientes en las barras.

La méquina coloca exactamente una pegatina en cada

cara. Por ejemplo, una barra de longitud 2 (dos cubos)
necesitaria 10 pegatinas. Responde: ¢Cudntas pegatinas
se necesitarfan para una barra de: 3 cubos; 4 cubos; 5

cubos; 10 cubos? Con esta informacién determina 2cudl
es la regla para seguir para hallar el nGmero de pegatinas
para una barra de longitud cualquiera?

Figura 3. Generalizar con cubos adosados

Fuente: modificado de Moss y Beatty (2006, p. 461).

El maestro en formacién tiene que identificar patrones, encontrar la regula-
ridad subyacente y expresarla como una funcién explicita a través de un proceso
de generalizacién. El nivel de algebrizacién que se puede alcanzar al resolver
la tarea seria 1, si la regla se expresa en un lenguaije verbal, y de un nivel 2,
si establece la relacién f(n)=4n+2, esta Gltima es la respuesta esperada. La
actividad demanda observar el comportamiento de unos casos particulares (los
suficientes) para luego expresar en términos generales una regla que describa
tal comportamiento. Se potencia el uso del signo igual (=) para designar
una relacién funcional; ademds, se transita de un lenguaje numérico-aritmético
para luego expresar la regla en un lenguaje simbdlico-literal.



La tarea 4 planteada en el cuestionario
se sitGa en los problemas aritméticos verba-
les simples de estructura multiplicativa sin la
presencia de datos numéricos. Pone de ma-
nifiesto el uso de las letras como variables en
un determinado contexto. Se tiene que iden-
tificar la relacién existente entre el nGmero de
estudiantes y el nUmero de profesores como
una relacién de dependencia (figura 4).

Tarea 4

Escribe una ecuacién usando las variables Sy P para
representar lo siguiente: en una Universidad hay seis veces
mds estudiantes que profesores. Usa S para el nimero de
estudiantes y P para el nimero de profesores.

Figura 4. Comparar cantidades

Fuente: modificado de Rosnik (1981, p. 418).

La solucién a esta tarea implica un andlisis
similar al de la tarea 2; se define a las letras
como variables: S= nimero de estudiantes y
sea P= numero de profesores; la expresion
que resulta es S=6F, o bien establecerlo de la
siguiente manera: P = 2 5. Se plantea relacién
de dependencia en un lenguaije simbélico-li-
teral en donde el signo igual (=) indica una
relacién funcional. Esta solucién de la tarea
implica un nivel 2 de algebrizacién.

Las tareas 5 y 6 fueron elegidas para el
cuestionario porque incluyen temas mds avan-
zados respecto al curriculum de primaria. La
tarea 5 se eligié para indagar el conocimiento
ampliado de los maestros en formacién sobre
modelizacién algebraica (figura 5). La solucién

de esta tarea conlleva al planteamiento y desig-
nacién de literales para expresar las dimensio-
nes de la hoja, por ejemplo: £ para el largo
y ancho de la hoja respectivamente. Asi, el drea
de la superficie de impresién estd dada por la
expresion: (L — 4) (5— 5} = 300 cm?; se trata de
una ecuacién de segundo grado L?-14L-560
cm? =0 La letra L funge como incégnita.

Tarea 5

Una editorial necesita cortar hojas rectangulares, cuyo
ancho es la mitad de su largo, para imprimir en cada
pdgina una superficie de 300 cm?. Si los mdrgenes son
de 2 cm arriba y abajo y 2,5 cm en cada lado, determina
2cudles son las dimensiones de la hoja?

Figura 5. Modelizar dimensiones

Fuente: modificado de Cerddn (2007, p. 309).

Se ponen en juego conceptos como
ecuacién cuadrdtica para modelizar las con-
diciones de la tarea, ecuaciones equivalentes
al aplicar procedimientos de transformacién a
través de operaciones elementales. Lo previo
implica una reduccién de términos semejantes
en donde se utilizan simbolos literales para
operar con ellos de manera analitica sin
referir a la informacién del contexto. De esta
manera, la soluciéon puede implicar un nivel
3 de algebrizacion.

En el caso de la tarea 6 (figura 6), aun-
que es posible resolverla mediante relaciones
numéricas, lo que se espera es que el futuro
docente plantee las literales para que emerja
asi el concepto de incégnita.

Tarea 6
Analiza la siguiente situacién y responde:

588 pasajeros deberdn viajar de una ciudad a ofra. Dos trenes estén disponibles. Un tren se compone solo de vagones
de 12 asientos, y el ofro solo de vagones de 16 asientos. Suponiendo que el fren con vagones de 16 asientos tendrd 8
vagones mds que el ofro tren, determina &cudntos vagones se adjuntardn a las locomotoras de cada tren para que los 588

pasajeros puedan viajar?

Figura 6. Calcular el nimero de vagones

Fuente: modificado de Bernardz et 4l. (2001, p. 67).
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El concepto de ecuacién surge con el planteamiento de 12x+16y=588 que
indica la relacién entre la cantidad de asientos de los vagones con el nimero
total de pasajeros. De esta manera la solucién a este problema implica operar
de manera simbdlica con las cantidades indeterminadas. Asi, se estd frente a
un nivel 3 de algebrizacién.

Enlatabla 1 se recogen las caracteristicas de las tareas previamente descritas.

Tabla 1. Caracteristicas de las tareas

Tarea Conocimiento Nivel de algebrizacién
1. Sumar con letras Comun 2
2. Comparar alturas Comin
3. Generalizar con cubos adosados Comun 2
4. Comparar cantidades Comin 2
5. Modelizar dimensiones Ampliado 3
6. Calcular el ntmero de vagones Ampliado 3

Fuente: elaboracién propia.

Resultados y discusidn

En este apartado se organizan los resultados con la l6gica siguiente: se analiza
el tipo de conocimiento involucrado, en donde se detallan los resultados sobre el
conocimiento comudn y avanzado, y se hace énfasis en el cardcter algebraico
a través del nivel de algebrizacién manifestado por los maestros en formacién.

El cardcter algebraico en el conocimiento comin

Para el andlisis de los resultados se ha usado un sistema de codificacién definido
por las variables grado de correccién (cc) y elementos matemdaticos predominan-
tes (Emp). Estos elementos matematicos predominantes permitieron identificar a
los maestros en formacién que utilizan dlgebra en sus soluciones, cuyo cardcter
algebraico estd definido por el nivel de algebrizacién que alcanza.

Para el caso de la tarea 1, en la tabla 2 se indica que 30 maestros en
formacién resolvieron la tarea de forma satisfactoria; un profesor proporcioné
una respuesta parcialmente correcta al determinar algunos de los valores de las
literales, pero no concluye la tarea; cuatro proporcionan digitos incorrectos para
las literales. El grado de correccién de la tarea junto con las formas de solucién
se muestran en la tabla 2.
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Tabla 2. Grado de correccién y método de solucién de la tarea 1
Grado de correccién Frecuencia EMP Frecuencia
Correcta 30 Algebraico 2
Parcialmente correcta 1 Aritmético 14
Incorrecta 4 Ensayo y error 18
No contesta 6 No contesta 6
Total 40 Total 40
Fuente: elaboracién propia.
También se indica que dos de los maes- nitas, que deja a la letra B como pardmetro.
tros en formacién utilizan élgebra en la tarea, El establecimiento de esta relacién se justifica
de los cuales ninguno alcanzé un nivel de en términos de lo que observa en la suma
algebrizacién por presentar inconsistencias ~ B+B+B=C, (C=3B) y atiende al conteo de
en la solucién. Como ejemplo, en la figura  las letras A, By C. Se considera al signo igual
7 se muestra la resolucion del maestro en en su acepcién de resultado e interpreta la
formacién E02, en su trabajo matemdtico se expresién algebraica 2ACC como una conca-
identifica el uso de propiedades de los nG-  tenacién de caracteres, luego considera que
meros reales. Como procedimientos el futuro  concatenar es equivalente a sumar (plantea
maestro plantea una relacién entre las incég- 2ACC=2A+C+C).
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Figura 7. Resolucién de la tarea 1 por el maestro en formacién E02

Fuente: datos de la investigacién.
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La actividad expuesta por el futuro maestro pone de manifiesto objetos
algebraicos; sin embargo, aunque sigue un procedimiento basado en las rela-
ciones entre A, By C que observa en la suma, no los percibe como digitos de un
numero. Intenta operar con las letras y realizar transformaciones en ambos lados
del signo igual (=), pero pasa por alto la estructura matemdtica que soporta al
sistema posicional, lo que le lleva a que la ecuacion que plantea no cumpla con
las condiciones de la tarea. Lo previo también ocasiona que las simplificaciones
que realiza no se correspondan a las condiciones que establece la suma. Aunque
la tarea, segln su andlisis previo favorece un nivel 2 de algebrizacién para el
conocimiento comun, el nivel de algebrizacién de la actividad matemdética que
evidencia el futuro maestro es cero, no hay cardcter algebraico, dado que la
manipulacién simbdlica realizada carece de sentido.

En el caso de la tarea 2, el grado de correccién indica que 24 de los estu-
diantes para maestro establecieron la relacion entre las alturas. Sin embargo, solo
2 resolvieron la tarea de manera satisfactoria estableciendo la relacién adecuada
considerando alguna unidad de medida. 10 futuros maestros no consideraron
una unidad de medida y establecieron de manera errénea la relacién entre las
alturas (tabla 3).

Tabla 3. Grado de correccién y método de solucion de la tarea 2

Grado de correccién Frecuencia EMP Frecuencia
Correcta 2 Gréfico-algebraico 26
Parcialmente correcta 22 Icénico-algebraico 5
Incorrecta 10 Aritmético 3
No responde 6 No responde 6
Total 40 Total 40

Fuente: elaboracién propia.

Cabe destacar que entre las formas que los futuros maestros usaron para
dar solucién a las tareas, 26 utilizaron una grdfica para sefalar la relacién entre
las alturas, es decir, recurrieron a barras o rectas para determinar la relacién
con letras; 5 establecieron la relacién entre las alturas mediante dibujos. Aunque
31 utilizaban las letras para determinar las relaciones entre las alturas, dichas
relaciones no se correspondian con el planteamiento de la tarea; asi, genera-
ron expresiones errébneas como M=4T (maestro en formacién E11). De estas
manifestaciones de indole algebraica, solo 2 soluciones alcanzaron un nivel 2
de algebrizacién, nivel que la tarea promovia. Como ejemplo, en la figura 8 se
muestra la resolucién del maestro en formacién E30.



T = 4M
L=6M

Figura 8. Resolucién completa de la tarea 2 por
el maestro en formacién E30

Fuente: datos de la investigacion.

El estudiante para maestro trabaja
una representacién gréfica de barras para
establecer las diferencias entre las alturas;
considera a la altura de Maria como un
valor determinado pero genérico y la utiliza
como unidad de medida. Intervienen tres
datos: las alturas de Maria, Tomds y Lucia.
Tomds y Marfa actéan como dos variables
entre las cuales existe una relacién cualitativa

" z 4 ’

cuatro veces mds alto que”; a su vez Maria
y Lucia también actéan como variables en-
tre las cuales existe una relacién cualitativa
" . 7 . ”" +l:

seis veces més baja que”. Utiliza las letras
M, L, T como indicadores o etiquetas para
identificar las alturas correspondientes a
Maria, Lucia y Tomds. En las expresiones
T=4M; L=6M, el signo igual expresa una
relacion de dependencia entre las variables
Ty L con respecto a M.

En la tarea 3, 18 maestros la resolvieron
de manera correcta al establecer la regla que
describe la relaciéon entre el numero de cubos
y las pegatinas de forma general, incluso si
es expresado verbalmente. 11 respuestas son
parcialmente correctas al no expresar la regla
general que relaciona el nUmero de caras con
el de pegatinas, se quedaron en el plano de los
casos particulares. 10 maestros en formacién
plantearon incorrectamente la relacién entre
los cubos y las pegatinas (tabla 4).

Tabla 4. Grado de correccién y método de solucién de la tarea 3

Grado de correccién Frecuencia EMP Frecuencia
Correcta 18 Icénico-numérico-verbal 37
Parcialmente correcta 11 Numérico-verbal 2
Incorrecta 10
No responde 1 No responde 1
Total 40 Total 40

Fuente: elaboracién propia.

En la tabla 4 también se recogen los
elementos matemdticos predominantes utili-
zados por el maestro en formacién para dar
su respuesta. Se indica que 37 participantes
usan un método icénico al pintar dibujos de
cubos para identificar la variacién numérica
de las pegatinas respecto a los cubos, una
minoria utilizé la regla de tres para encontrar
la relacién entre los cubos y las pegatinas,
esto proporcioné respuestas incorrectas. Pese

a que la tarea planteada permite acceder a un
nivel 2 de algebrizacién, no se manifesté el uso
del simbolismo para articular una regla gene-
ral (f(n)=4n+2), pero si se alcanzé un primer
nivel al articular una expresién general de
manera verbal. En la figura 9 se muestra la so-
lucién del maestro en formacién E21, uno de
los 18 participantes que articularon una
regla de manera verbal de forma correcta,
lo que implica un nivel 1 de algebrizacién.
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El futuro maestro especifica: “De acuerdo con el nimero de cubos, se multiplica
por 4 y suma 2. Se va sumando cuatro pegatinas mds conforme se agrega un
cubo” (maestro en formacién E21).

1 z 6 P@ﬁa{'iﬂw

Figura 9. Resolucién de la tarea 3 por el maestro en formacién E21

Fuente: datos de la investigacion.

En la solucién del maestro en formacién se plantea el signo igual (=) como
un indicador de correspondencia entre el nUmero de cubos y el de pegatinas al
escribir “1=6". Con ello establece que a un cubo le corresponden seis pegatinas,
que a dos cubos le corresponden diez y asi sucesivamente. Utiliza una notacién
inadecuada para la ensefanza, pero bajo la perspectiva del futuro maestro
adquiere légica. Se apoya en un lenguaje icénico para contar las pegatinas re-
queridas por cubo una vez que se encuentran unidos, por lo que la simbolizacién
y la realizacién de transformaciones estdn ausentes.

En la tarea 4 se considerd como correcto si el maestro en formacién establece
la expresion que relaciona el nimero de profesores con el nUmero de estudiantes.
Pese a que los 40 participantes utilizaron letras, 25 tradujeron incorrectamente
las condiciones de la tarea al expresar, por ejemplo: “6S=P de donde S=P/6”
(maestro en formacién E31). Este hecho conlleva a manifestar que las tareas de
comparacién multiplicativa (tarea 2 y 4) implican dificultades para los futuros
maestros de primaria (tabla 5).

Tabla 5. Grado de correccién de la tarea 4

Grado de correccién Frecuencia
Correcta 15
Incorrecta 25
Total 40

Fuente: elaboracién propia.
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En la figura 10 se muestra la resolucién
del futuro maestro E29, uno de los 15 parti-
cipantes que movilizaron un nivel 2 de alge-
brizacién, el cual demandaba la tarea en el
marco del conocimiento comin.

S = cstudrante$
f= Profesores

F
cocuo.clon

S=¢p

Figura 10. Resolucién de la tarea 4 por el maes-
tro en formacién E29

Fuente: datos de la investigacién.

Los resultados referentes al grado de
correccién evidencian que, aunque los futu-
ros maestros resuelven las tareas planteadas
(lo que indica un conocimiento comun), los
elementos matemdticos utilizados no son
apropiados para el desarrollo del pensamiento
algebraico, tal es el caso del ensayo y error que
se puede constatar en el caso de la tarea 1.
“La idea no es simplemente atribuir significado
algebraico a las actividades matemdticas de
la escuela primaria, sino que los contenidos
matemdticos deben ser transformados sutil-
mente para resaltar su cardcter algebraico”
(Carraher et &l., 2006, p. 88). Es necesario
que los maestros sean capaces de poner de
manifiesto el cardcter algebraico de la tarea
matemdtica elemental y consideren al élgebra

una forma de pensamiento y no como una
lista de procedimientos a seguir (Carraher y
Schliemann, 2007; Stephens, 2008).

El cardcter algebraico en el
conocimiento ampliado

El conocimiento ampliado se indagé a través
de las tareas 5y 6. Es importante sefialar que
no se precisa de tareas con temas explicita-
mente avanzados para analizar el conocimien-
to ampliado de los maestros en formacién, este
se puede poner de manifiesto al reconocer
en las tareas las condiciones necesarias para
realizar un planteamiento algebraico.

En los resultados de la tabla 6 se recono-
ce que la tarea 5 representé una actividad de
mayor complejidad para los estudiantes para
maestro; se obtuvieron dos respuestas parcial-
mente correctas al proporcionar un resultado
aproximado evidenciando un proceso poco
claro. En 15 de las soluciones se manifesté una
serie de operaciones que no condujeron a un
resultado concreto. La mayoria de los maestros
en formacién no respondié a la tarea. Hubo
un predominio de elementos matemdticos de
cardcter aritmético. Es importante sefialar que
los estudiantes para maestros, en su totalidad,
hicieron un dibujo para representar la situacién
del problema, aunque no alcanzaran a realizar
algun cdleulo.

Tabla 6. Grado de correccién y método de solucién de la tarea 5

Grado de correccién Frecuencia EMP Frecuencia
Parcialmente correcta 2 Algebraico-icénico 1
Incorrecta 15 Avritmético-icénico 16
No responde 23 No responde 23
Total 40 Total 40

Fuente: elaboracién propia.
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El maestro en formacién E21, realizé una actividad de indole algebraica. En
la figura 11 se puede observar que logra establecer la relacién de dependencia
entre el largo y el ancho de la hoja. En su primer intento por plantear una ecua-
cién, no tiene claro las variables designadas =(L — 4) y se equivoca en el uso
del paréntesis y en la designacién de las variables. No reconoce la dependencia
entre las variables al trabajar con dos literales diferentes, donde una puede ser
expresada en términos de la otra. Aplica la misma operaciéon en ambos lados
de la ecuacién y la reduce. Sin embargo, al ver que llega a una expresién que
no le permite determinar datos numéricos, replantea la expresién inicial.

T

A‘: _%L

(#-9) = + (t-9)

2R = O :L_ﬁi

24z 46 (A5 (24-9):= 300
A = (+GC B
-2 AR ?A__-—J’DAFZO::’,OO
= 1’ Z4a = AR
=236
5’,=,-—-__d_'._".-'_‘-’ - 'l?
Figura 11. Resolucién de la tarea 5 por el maestro en formaciéon E21

Fuente: datos de la investigacién

En su segundo planteamiento, la ecuaciéon es correcta, (A-4)(L-4)=300,
y sustituye L=2A. Sin embargo, no realiza correctamente la multiplicacién
de los dos binomios. Desde el andlisis previo de esta tarea se establecié que
promovia un nivel de algebrizacién 3, sin embargo, la actividad puesta de
manifiesto por el futuro maestro no logré dicho nivel. El trabajo simbélico
adelantado presenta inconsistencias y no se llegé a una solucién congruente
a la situacién planteada.

La tarea 6 también fue planteada para indagar sobre el conocimiento avanza-
do. Los resultados expuestos en la tabla 7 ponen de manifiesto la dificultad de la
tarea, se aprecia que cinco maestros en formacién respondieron correctamente al
proporcionar un procedimiento coherente. Particularmente dos soluciones fueron
consideradas parcialmente correctas, pues evidenciaron un procedimiento que
llevé a un resultado aproximado.



Tabla 7. Grado de correccién y método de solucién de la tarea 6

Grado de correccién Frecuencia EMP Frecuencia
Correcta 5 Algebraico 1
Parcialmente correcta 2 Aritmético 18
Incorrecta 12
No responde 21 No responde 21
Total 40 Total 40

Fuente: elaboracién propia.

De la tabla 7 también se desprende que
los elementos matemdticos utilizados son de
cardcter aritmético. El andlisis de estas ta-
reas muestra que las resoluciones por parte
de los futuros maestros no muestran cone-
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xiones con conocimientos mds avanzados.
En la figura 12 se ilustra el procedimiento
del maestro en formaciéon E30, actividad
matemdtica en la que se manifestd el uso
del dlgebra.

12X Teaer+®

12x + [((x+8) = 5%“

— e

Figura 12. Resolucién de la tarea é por el maestro en formacién E30

Fuente: datos de la investigacion

En la resolucién del maestro en formacién
se aprecia que con la expresién x=16 intenta
denotar que uno de los frenes x, solo tiene
vagones de 16 asientos. Por otro lado, con
la expresion 8x=128 intenta traducir la frase:
el tren con vagones de 16 asientos tendré 8
vagones mds que el ofro tren. Parece que el
estudiante para maestro entiende el problema,
pero se le dificulta traducirlo en una notacién
algebraica y deja incompleta la tarea. La
orientacién adecuada de esta tarea implicaria
un nivel 3 de algebrizacién de acuerdo con el
andlisis a priori realizado previamente.

El andlisis de estas tareas muestra que las
resoluciones por parte de los futuros maestros

no muestran conexiones con conocimientos
mds avanzados. Muchas de sus dificultades
se remontan a la limitada comprensién de
los nGmeros y las operaciones, mientras que
ofros errores son causados por no traducir
correctamente el problema verbal a su inter-
prefacién simbélica-literal.

Conclusiones e implicaciones
para el profesorado de primaria

Este andlisis pone de manifiesto, en el caso del
conocimiento comun, que los futuros maestros
presentan dificultades al resolver las tareas por-
que utilizan elementos matemdticos de cardcter
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algebraico de modo inadecuado o bien, no los utilizan. Esto se evidencia en las
tareas 2 y 4 que exigia un nivel 2 de algebrizacién ya que, de los 40 participantes
en el estudio, 2 alcanzaron este nivel para la tarea 2, y 15 para la tarea 4. La prin-
cipal dificultad radicaba en nombrar lo indeterminado estableciendo la relacion de
dependencia que se indicaba en ambas tareas. Respecto a la tarea 3, que segin
el andlisis previo también favorecia un nivel 2 de algebrizacién, solo 18 futuros
maestros alcanzaron un primer nivel al plantear una regla general de manera
verbal. En este caso no emergieron elementos mateméticos para articular una
regla general mediante la simbolizacién. La tarea 1 representé mayor complejidad
respecto al trabajo algebraico, pues hubo una tendencia en los estudiantes para
maestros en resolverla probando valores especificos. Cuando intentaron llevar a
cabo un trabajo algebraico, los planteamientos para nombrar lo indeterminado
y las transformaciones simbdlicas que realizaban carecian de sentido respecto a
las condiciones de la tarea.

En el caso de las tareas sobre el conocimiento ampliado, ningn maestro
en formacién alcanzé un nivel 3 de algebrizacion, nivel que exigia la resolucién
de las tareas 5 y 6. La traduccién del problema verbal a un lenguaije algebraico
y las transformaciones sobre las expresiones representaron un reto para los fu-
turos maestros. En ambas tareas hubo una tendencia de resolucién en términos
aritméticos; ademds, mds de veinte estudiantes para maestros no realizaron
ningUn planteamiento para aproximarse a la solucién de estas dos tareas. Esto
evidencia que los conocimientos que los maestros en formacién poseen sobre
el dlgebra son limitados, porque no permitieron resolver las tareas, al menos no
de una manera algebraica.

Los resultados sefialan la necesidad de analizar e incidir, en un primer plano,
en los programas y planes formativos de los futuros maestros porque el hecho de
que estudios evidencien que los niflos son capaces de desarrollar un pensamiento
algebraico, implica la necesidad de formar a los profesores para promover dicho
desarrollo. Incluir tareas especificas en programas de formacién del profesora-
do constituye un componente relevante para alcanzar una competencia algebraica
que no se limite a la manipulacién simbdlica adecuada, sino que permita una com-
prension del sentido de su uso. A través de los programas de formacién inicial
(y también durante la formacién continua) se debe incidir en los conocimientos y
creencias que tienen los maestros sobre la ensefanza del dlgebra en general y en
particular sobre su desarrollo en los niveles bésicos. Tal como indican Vesga-Bravo
y Losada (2018), es necesario incorporar cambios en los disefios curriculares de
los maestros de acuerdo con los fines de la educaciéon matemética y que facilite
el desarrollo de competencias en los estudiantes. De esta manera, se necesita
articular de modo coherente y congruente los programas de formacién del
profesorado con los programas formativos de los estudiantes, atendiendo a las
competencias algebraicas que se precisan desarrollar en los aprendices. Focalizar
en aspectos de generalizacién de propiedades y relaciones funcionales mds que en
la reproducciéon de procedimientos es una via segin las investigaciones.
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