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LA VERDAD LOGICA EN EL FRAGMENTO PROPOSICIONAL DE LOS
PRINCIPIA Y SUS IMPLICACIONES METALOGICAS*

Victor Aranda Utrero**

RESUMEN. La teoria de tipos de los Principia Mathematica contiene
una subteorfa muy especial que constituye una logica correcta
y completa y cuyo conjunto de verdades es, ademas, decidible:
la 16gica proposicional. El propésito de este articulo es explicar
qué entendian Whitehead y Russell por una verdad de esta
légica y analizar por qué no se preocuparon por la consistencia
de sus axiomas ni por la completud de su calculo. ;Hay alguna
relacion entre su concepcion de las verdades logicas y la falta de
desarrollos metalogicos?

PALABRAS CLAVE. Logica proposicional, consistencia, completud,
tablas de verdad, Russell.

LOGICAL TRUTH IN THE PROPOSITIONAL FRAGMENT OF THE
PRINCIPIA AND ITS METALOGICAL IMPLICATIONS

AsstrACT. The theory of types in Principia Mathematica contains
a very special subtheory which constitutes a sound and com-
plete logic and whose set of truths is, in addition, decidable: it
is propositional logic. The aim of this article is to explain what

* Este trabajo ha sido posible gracias a la beca FPU15/00830, concedida por el Ministerio
de Educacion espanol. Agradezco a los dos revisores anénimos de la revista Andamios
sus interesantes comentarios y sugerencias.

** Contratado predoctoral en el Departamento de Logica y Filosofia de la Ciencia de la
Universidad Auténoma de Madrid, Esparia. Correo electronico: vicarandau@gmail com

Volumen 16, numero 41, septiembre-diciembre, 2019, pp. 43-61 Andamios

43


http://dx.doi.org/10.29092/uacm.v16i41.714
mailto:vicarandau@gmail.com

44

Victor ARANDA UTRERO

a tautology is for Whitehead and Russell and to analyse why
they were not worried about the consistency of their axioms nor
about the completeness of their calculus. Is there any relation
between their conception of logical truths and the lack of meta-
logical developments?

Key worbs. Propositional logic, consistency, completeness, truth
tables, Russell.

INTRODUCCION: LA CARTA DE RUSSELL A HENKIN

En la carta que escribio a Henkin en 1963, Russell hace algunas obser-
vaciones sobre lo que tenia en mente cuando Whitehead y él estaban
trabajando en los Principia:

Te diste cuenta de que éramos indiferentes a los intentos de pro-
bar que nuestros axiomas no podian conducir a contradicciones.
En esto, Godel mostré que habiamos estado equivocados. Pero
yo pensaba que debia ser imposible probar que cualquier con-
junto dado de axiomas no conduce a una contradiccion y, por
esa razon, presté poca atencion a la obra de Hilbert. Ademas,
con la excepcion del axioma de la reducibilidad, que siempre
consideré un parche, todos nuestros otros axiomas me parecian
luminosamente evidentes. No veifa como nadie podia negar, por
ejemplo, que q implica p 0 g, 0 que p o q implica q o p (Russell
1963, pp. 592-593).

Hay, como minimo, dos interpretaciones posibles para este parrafo.
La primera de ellas consiste en entender literalmente la frase “yo
pensaba que debia ser imposible probar que cualquier conjunto dado
de axiomas no conduce a una contradiccion”. Tomada de esta manera,
deberiamos pensar que, para Russell, era tan imposible probar la
consistencia de los axiomas de la aritmética como la de los axiomas de
la l6gica proposicional.
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Sin embargo, la alusién a Godel y al programa de Hilbert sugiere
que, en realidad, Russell se referia a cualquier conjunto de axiomas que
permitiera expresar las verdades de la aritmética. Es mas, como ya senalo
Skolem (1922), el uso del axioma de reducibilidad (“que siempre con-
sideré un parche”) evidencia que Whitehead y Russell fueron incapaces
de desarrollar pruebas de caracter metaldgico para su teoria de los tipos.

La segunda interpretacion consiste, pues, en situar esa frase de
Russell en el contexto de los teoremas de Godel. En este sentido, el
comienzo de la carta resulta particularmente ilustrativo:

Me percaté, por supuesto, de que el trabajo de Godel es de fun-
damental importancia, pero me dejo perplejo. Me alegré de ya no
estar trabajando en logica matematica. Si un determinado con-
junto de axiomas conduce a una contradiccion, esta claro que al
menos uno de ellos debe ser falso. ;Se aplica esto a la aritmética
de los nifios de la escuela vy, si es asi, podemos creer algo de lo
que nos ensenaron en la juventud? ;Debemos pensar que 2 + 2
no son 4, sino 4.001? (Russell 1963, p. 592).

Por tanto, parece que Russell crefa que Whitehead y él se equivocaron
al ignorar los intentos de probar que los axiomas de los Principia eran
consistentes, ya que Godel habria mostrado que, de hecho, no lo son.
Mas alla de esta confusion palmaria entre lo que es una teoria incom-
pleta y lo que es una teoria inconsistente!, Russell no solo pensaba
que la consistencia de su teoria de tipos era indemostrable, sino que,
ademas, ciertos axiomas no requerian una prueba tal.

Russell argumenta en esta misma carta que, si un conjunto de
axiomas conduce a una contradiccion, entonces al menos uno de esos
axiomas debera ser falso. Ahora bien, desde su punto de vista, axiomas
de la logica proposicional como “q implicap o q'y ‘p o q implica q o p”
son luminosamente autoevidentes.

1 “En respuesta a la pregunta final de Russell, Henkin intent¢ aclarar la relevancia del
segundo teorema de Godel, enfatizando la distincion entre incompletud e inconsis-
tencia. Finalmente, una copia de la carta de Russell llego a Godel, quien comenté que
“Russell evidentemente malinterpreta mi resultado; sin embargo, lo hace de una manera
muy interesante....”” (Dawson 1988, pp. 90-91).
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Luego, en tanto se trata de axiomas verdaderos, es natural pensar
que para Russell era obvio que carecian de consecuencias contradic-
torias. Tanto es asi que, en la seccion de los Principia dedicada a la
logica proposicional, Whitehead y Russell no estan preocupados por el
problema de la consistencia:

En la presente seccion, ciertas proposiciones seran establecidas
como premisas y se demostrara que son suficientes para todas
las formas comunes de inferencia. Se mostrara que todas son
necesarias, y es posible que el numero de ellas disminuya. Todo
lo que se afirma sobre las premisas es (1) que son ciertas, (2)
que son suficientes para la teoria de la deduccion, (3) que no
sabemos como disminuir su numero (Whitehead y Russell 1910,
p. 94).

Como se advierte, estaban convencidos de que sus premisas de partida
(0 sea, los axiomas de la logica proposicional) eran verdaderos. Y, entre
esas premisas de partida, destaca la siguiente afirmacion: “1.1. Todo
lo que implica una proposicion elemental verdadera es verdadero”
(Whitehead y Russell 1910, p. 98). De este modo, tras postular la co-
rreccion del modus ponens, les resulté inmediato que una contradiccion
nunca podria estar entre las consecuencias de la logica proposicional.
Whitehead y Russell simplemente no veian la necesidad de probar la
consistencia de estos axiomas, porque su verdad, luminosidad o au-
to-evidencia era (gracias al citado axioma 1.1) transmitida a cualquier
proposicion que se dedujera de ellos.

Que los axiomas de los Principia sean verdaderos o auto-evidentes
contrasta con la concepcion actual de las verdades logicas. Es decir,
en la practica habitual de la logica ya no escogemos los axiomas de
un sistema formal por su luminosidad y auto-evidencia, sino porque
son siempre verdaderos en la estructura matematica que nos interesa
representar. Asi, el objetivo de este articulo es justamente responder
a la pregunta: ;Qué es una verdad de la logica proposicional® en los

2 “La gran cuestion ahora”, reflexionaba Wittgenstein en una carta a Russell, “es: ;como
debe construirse un sistema de signos a fin de hacer que toda tautologia sea reconocible
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Principia y qué relacion hay entre este concepto y la ausencia de meta-
teoremas para dicha logica?

El articulo se divide en dos grandes bloques. En el primero, analiza-
mos la manera en que Whitehead y Russell definian las proposiciones
y su concepto de “funcion proposicional”. En el segundo, veremos qué
se entiende en los Principia por verdad logica (“funciéon proposicional
aseverada”) y cudl su relacion con los problemas de consistencia y com-
pletud. Finalmente, discutiremos los resultados obtenidos a la luz de
Henkin, Dreben y van Heijenoort y el propio Russell.

PROPOSICIONES. .. Y FUNCIONES PROPOSICIONALES

Naturalmente, antes de determinar qué entendian Whitehead y Russell
por verdad logica es necesario saber cuales eran para ellos las formulas
bien formadas de la logica proposicional. En su opinion, la logica se
distinguia por tratar con los enunciados mas generales, es decir, aque-
llos cuyo contenido no afecta a su verdad. “Las ideas y proposiciones
de la logica son todas generales: una aseveracion (por ejemplo) que
es verdadera de Socrates pero no de Platén, no pertenece a la logica”
(Whitehead y Russell 1910, p. 97). Debido a ello, las formulas bien for-
madas de la 16gica proposicional tendran que expresar esa generalidad.

A este respecto, en los Principia se distingue entre proposiciones
elementales y funciones proposicionales elementales. De hecho, el
modus ponens se extendera también a esas funciones proposicionales
elementales (se trata del axioma 1.11, p. 99), por lo que una deduccion
puede darse entre proposiciones o entre funciones proposicionales.

Entrando ya en las diferencias entre una y otra nocion, al principio
de la seccion dedicada a la logica proposicional (que ellos llaman ‘teo-
ria de la deduccion’) encontramos una definicion muy precisa de lo
que es una proposiciéon elemental:

Por proposicion “elemental” se entiende aquella que no involucra
ninguna variable o, en otras palabras, aquella que no incluye

como tal DE UNA SOLA Y UNICA MANERA? {Este es el problema fundamental de la
logical” (Monk 1994, p. 103).
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palabras como “todo”, “algunos”, “el” u otras equivalentes. Una
proposicion como “esto es rojo”, donde “esto” es un dato sen-
sorial, serd elemental. Cualquier combinacion de determinadas
proposiciones elementales por medio de la negacion, la disyun-
cion o la conjuncion (ver mas abajo) sera elemental. (Whitehead
y Russell 1910, pp. 95-96)

La primera parte de esta definicion viene a decir que “elementales” solo
son las proposiciones donde no hay cuantificadores. La segunda, en
cambio, tiene mas que ver con esa generalidad caracteristica de la 1ogi-
ca. Supongamos que la sensacion denotada por “esto” de la que hablan
Whitehead y Russell fuera la percepcion de unas fresas. En tal caso,
la proposicion “esto es rojo” seria verdadera, pero no lo seria si “esto”
denotara la percepcion de unas naranjas. Por analogia con el ejemplo
de Socrates y Platén, debemos concluir que lo que sea verdadero de
unas fresas y no de unas naranjas no podra pertenecer a la logica. “Es
un hecho que ninguna proposicion elemental constante ocurre en el
presente trabajo, ni podra ocurrir en cualquier otro trabajo que emplee
solo ideas logicas” (Whitehead y Russell 1910, p. 97).

A continuacion, explican lo que son las funciones proposicionales
elementales, enfatizando que estas toman como valor proposiciones
elementales:

Por una “funcion proposicional elemental” entendemos una ex-
presion que contiene un componente indeterminado, es decir,
una variable, o varios de esos componentes, y tal que, cuando se
determina el componente o componentes indeterminados, o sea,
cuando se asignan valores a la variable o variables, el valor resul-
tante de la expresion en cuestion es una proposicion elemental.
Por lo tanto, si p es una proposicion elemental indeterminada,
“no-p” es una funcioén proposicional elemental. (Whitehead y
Russell 1910, p. 96).

Para entender mejor el significado de la expresion “constituyente
indeterminado”, podemos recurrir a la distincion hoy estandar entre
lenguaje interpretado y lenguaje sin interpretar. A pesar de que
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Whitehead y Russell utilizan “constituyente determinado” y “valor
ambiguo” de manera practicamente indistinta’, serfa un error pensar
que las variables proposicionales toman un valor que es indeterminado/
ambiguo. Por el contrario, la idea es que no toman ningtn valor
determinado: las funciones proposicionales elementales son formulas
de la logica proposicional sin interpretar.

No obstante, el hecho de que las funciones proposicionales ele-
mentales sean funciones que toman proposiciones elementales incluye
mas expresiones que las meras formulas sin interpretar. Para empezar,
parece que las propias variables proposicionales se ajustarian a esta
definicion, dado que en los Principia la asignacion de estas variables es
cualquier proposicion elemental.

Similarmente, las propias conectivas, en la medida en que White-
head y Russell las introducen como funciones de verdad, son asimismo
funciones proposicionales:

La Adicion Logica es una funcion proposicional con dos argu-
mentos p y g, y es la proposicion que afirma p o q disyunti-
vamente, es decir, que afirma que al menos uno de los dos p
y q es verdadero [...] La Multiplicacion Légica es una funcion
proposicional con dos argumentos p y q, y es la proposicion que
afirma p y q conjuntamente, es decir, que afirma que tanto p
como q son verdaderos (Whitehead y Russell 1910, p.6).

En lo relativo a las conectivas, basta con definir el conjunto de for-
mulas bien formadas para expresiones que contengan el negador y el
disyuntor, ya que el resto se pueden obtener combinando el signifi-
cado de la negacion y el de la disyuncion. Debido a ello, después de
haber estipulado que mo-p’ es una funcioén proposicional elemental
si y solo si ‘p’ es una proposicion elemental sin determinar (o sea, sin

3 “Hay que lamentar que la primera presentacion exhaustiva y completa de una logica
matematica, y la deduccion de las matematicas a partir de ella, carezca de tanta preci-
sion formal en sus fundamentos (contenida en las secciones 1-1.21 de los Principia)
que presenta a este respecto un considerable retroceso en comparacion con Frege”
(Godel 1944, p. 126).
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ningtn valor asignado), Whitehead y Russell enuncian que: “1. 72.
Si ®p y ¥p son funciones proposicionales elementales que toman las
proposiciones elementales como argumentos, ®p V {p es una funcién
proposicional elemental” (Whitehead y Russell 1910, p. 101).

Por tanto, todas las férmulas bien formadas de la logica proposi-
cional son funciones proposicionales elementales (salvo, como ya
veremos, las precedidas por el signo de asercion®). Esas formulas, que
al contener al menos una letra proposicional sin interpretar no tienen
valor de verdad, son la base del sistema logico de los Principia. “El
principio anterior [1.1] se utiliza siempre que tengamos que deducir
una proposicion de una proposicion. Pero la inmensa mayoria de las
aseveraciones del presente trabajo son funciones proposicionales ase-
veradas, es decir, contienen una variable indeterminada” (Whitehad y
Russell 1910, p. 99).

Asi pues, la cuestion ahora es explicar como distinguian Whitehead
y Russell entre las formulas bien formadas que son verdades logicas y
aquellas que no lo son, o sea, entre las funciones proposicionales ele-
mentales que pueden ser aseveradas y las que no.

VERDAD LOGICA, CONSISTENCIA Y COMPLETUD
Las verdades de la logica proposicional: funciones proposicionales
aseveradas

Tomemos como ilustracion la funcién proposicional elemental p O (p
D p). Esta funcion proposicional elemental es una verdad logica (segun
Whitehead y Russell, puede ser aseverada) porque el valor de verdad
de la proposicion que resulta de determinar ‘p’ por una proposicion
elemental es siempre ‘verdadero”.

4 “Este signo “F” se llama “signo de asercion”. *Hemos adoptado tanto la idea como el
signo de asercion de Frege” (Whitehead y Russell 1910, p. 96).

5 “Las entidades consideradas son numeros que pueden ser todos 0 o 1; p D q debe
tener el valor O si p es 1y qes 0; de lo contrario, debe tener el valor 1; ~p debe ser 1
sipes0,yOsipesl;p qdebeserlsipyqsonambos 1,y debe ser O en cualquier
otro caso; p V q debe ser O si p y q son ambos 0, y debe ser 1 en cualquier otro caso;
y el signo de asercion significa que lo que sigue tiene el valor 17 (Whitehead y Russell
1910, p. 120).
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Veamoslo ahora con una analogia. Para Whitehead y Russell, las
verdades de la logica debian ser como las verdades contenidas en los
enunciados de Euclides. Enunciados como ‘si ABC es un triangulo
isosceles, entonces sus angulos en la base seran iguales’ se aplicarian a
cualquier triangulo isésceles, ya que son verdaderos de cualquier trian-
gulo isosceles y no de uno en concreto. Es decir, el valor de verdad de la
proposicion que resulta de determinar ‘ABC’ por un triangulo isésceles,
sea este el que sea, es siempre ‘verdadero. Como sucedia en logica,
el enunciado de Euclides contiene un constituyente que ain no toma
ningun valor (‘ABC’), lo cual expresaria la generalidad caracteristica de
los sistemas formales.

Esta concepcion de las verdades logicas permite explicar algo tan poco
intuitivo como que una expresion que no tenga valor de verdad pueda
estar aseverada. Cuando se introduce el signo de asercién en los Principia
(p. 96), Whitehead y Russell afirman que deberia ser leido como ‘es ver-
dadero que.... De este modo, la proposicion ‘César muri¢’ precedida del
signo de asercion deberia ser leida como ‘es verdadero que César murio.
Ahora bien, imaginemos que el nombre propio ‘César’ fuera sustituido
por la variable x’. En tal caso, la expresion x muri¢’ precedida del signo
de asercion deberia leerse ‘es verdadero que x muric, lo cual, en tanto
no sabemos quién es ‘x’, es absurdo. No obstante, Whitehead y Russell
insisten en que hay un tipo especial de funciones proposicionales que si
pueden estar aseveradas:

Ademas de la aseveracion de proposiciones definidas, necesita-
mos lo que llamaremos “aseveracion de una funcion proposicio-
nal” [...] Sea ®x una funcién proposicional cuyo argumento es x.
Podemos afirmar ®x sin asignar un valor a x. Lo hacemos, por
ejemplo, cuando la ley de identidad se afirma bajo la forma ‘A es
A’ Aqui A se deja indeterminado, porque, sin importar como se
determine A, el resultado es verdadero. Asi, cuando afirmamos
que ®x deja x indeterminado, estamos afirmando un valor ambi-
guo de nuestra funcion. Esto solo es legitimo si, independiente-
mente de como se determine esa ambigtiedad, el resultado sera
verdadero. (Whitehead y Russell 1910, pp. 96-97).
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La diferencia entre las expresiones “x muri6” y “A es A” es que solo en
la segunda la proposicion que resulta de asignar un valor a la variable
es siempre verdadera. En efecto, “x murio” es verdadera si “x” designa
a César, pero no lo es si “x” hace referencia a una persona viva; por el
contrario, ‘A es A” es verdadera sea cual sea la denotacion de la letra sin
interpretar “A”. Esta es la razon por la que Whitehead y Russell pen-
saban que ciertas funciones proposicionales podian estar aseveradas a
pesar de que su contenido estuviera indeterminado. Son, como vimos,
aquellas cuya proposicion resultante es verdadera independientemente
del modo en que esa indeterminacion sea resuelta (o sea, las verdades
logicas como el principio de identidad).

En definitiva, una verdad de la logica proposicional en los Principia
es una funcion proposicional elemental (una férmula sin interpretar
que contiene al menos una variable libre) que, en la medida en que
esta aseverada (esto es, en la medida en que su verdad es independiente
del valor que le asignemos a esa variable), constituye una proposicion
siempre verdadera. Las verdades de la logica son, en tanto enuncia-
dos maximamente generales, proposiciones que aseveran algo que se
cumple para toda posible determinacion de su contenido. Mas, ;hay
alguna relacion entre esta caracterizacion de las mismas y la ausencia
de resultados metalégicos en los Principia?

La justificacion matemdtica de las verdades logicas: la tesis doctoral de Post

Con respecto a la consistencia de sus axiomas, ya vimos en la introduc-
cién que se trata de un problema que pasaron por alto al considerar
obvio que estos no podian ser falsos. Pero, atendiendo solo a la logica
proposicional, lo cierto es que podrian haber probado facilmente la
correccion de la unica regla que hacen explicita®, el modus ponens.
Basta con postular que los axiomas de la logica proposicional son

6 “Esta operacion [la regla de sustitucion] no esta explicitamente definida en los Prin-
cipia, pero Russell sefiala que es necesaria (1919, p. 151). Su forma particular nos fue
sugerida por la primera parte de la operacion “sustitucion” dada por Lewis (1918, p.
295)” (Post 1921, p. 264).
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proposiciones siempre verdaderas (es decir, funciones proposicionales
elementales que pueden estar aseveradas) para que la demostracion
de que el modus ponens preserva esa propiedad no sea especialmente
complicada.

Asi, sean p y ~p V ¢ dos funciones proposicionales elementales que
estan aseveradas. Puesto que, por hipétesis, p denota una proposicion
siempre verdadera, es obvio que ~p denota una proposicion siempre
falsa. Por este motivo, para que ~p \V q denote una proposicion siempre
verdadera, ‘¢’ debe referirse asimismo a una proposicion siempre ver-
dadera. De ahi se concluye que toda funciéon proposicional elemental
que se siga (por modus ponens) de otra que esté aseverada también esta
aseverada. Como una contradiccion no puede estar nunca aseverada
(ya que es una proposicion siempre falsa), si los axiomas de la logica
proposicional son proposiciones siempre verdaderas, entonces seran
consistentes. Por tanto, entender las verdades ldgicas como funciones
proposicionales elementales que pueden estar aseveradas no es incom-
patible con el desarrollo de una prueba de correccion para el modus
ponens.

La clave esta, pues, en como mostrar que las proposiciones que
resultan de asignar un valor a las variables contenidas en los axiomas
de la logica proposicional son siempre verdaderas. Debido a que
Whitehead y Russell no vefan la consistencia como un problema, no
sintieron la necesidad de demostrar matematicamente que esto era asi y
se conformaron con una justificacion informal de dichos axiomas:

Algunas proposiciones deben ser asumidas sin prueba, en la
medida en que toda inferencia procede de proposiciones previa-
mente aseveradas [...] Estas, en tanto ideas primitivas, son hasta
cierto punto un asunto de eleccion arbitraria; aunque, como en
el caso anterior, un sistema logico crece en importancia cuanto
menos y mas simples son sus proposiciones primitivas. Veremos
que, debido a la debilidad de la imaginacion al tratar con ideas
abstractas simples, no se puede hacer mucho énfasis en su ob-
viedad. Son obvias para la mente instruida, pero también lo son
muchas proposiciones que no pueden ser del todo ciertas, ya que
son refutadas por sus consecuencias contradictorias (Whitehead
y Russell 1910, p. 13).
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Por decirlo ya, nuestra hipotesis es que esta justificacion informal (no
matematica) de las verdades logicas (o sea, que la prueba de que una
funcion proposicional elemental estd aseverada se deje a las “mentes
instruidas” que sepan captar su “obviedad”) explica que Whitehead y
Russell no se plantearan cuestiones como la completud semantica. Un
posible argumento para defender esta idea se encuentra en la que fuera
la tesis doctoral de Post (1921). En ella, Post también considera que
las verdades de la logica proposicional son un subconjunto especial de
funciones: “esta teoria trata con la aseveracion de un cierto subconjunto
de estas funciones. Denotamos la aseveracion de una funcion escribien-
do a F antes de ella” (Post 1921, p. 267). Sin embargo, él no recurre a
la luminosidad o auto-evidencia de algunas funciones proposicionales
para persuadirnos de que resultan en una proposicion siempre verda-
dera: “Nuestro teorema mas importante da un método uniforme para
probar la verdad de cualquier proposicion del sistema y, por medio de
este teorema, podemos mostrar ciertas relaciones generales que existen
entre estas proposiciones”. (Post 1921, p. 265)

Ese teorema “mas importante” (el teorema fundamental’) establece
formalmente una condicion necesaria y suficiente para que una fun-
cion proposicional elemental esté aseverada. Asi, Post demostrara que
una funcion proposicional esta aseverada si y solo si es una funcion
positiva, es decir, si y solo si todos los valores de su tabla de verdad son
+. El método de tablas de verdad es, a diferencia de la apelacion de
Whitehead y Russell a las mentes instruidas, un procedimiento efectivo
(0 sea, un algoritmo) que permite decidir si una funciéon proposicional
elemental es 0 no una verdad logica.

Y, como senala el propio Post, ese procedimiento de decision no
estaba en los Principia. “Los valores de verdad, funciones de verdad
y nuestras tablas de verdad primitivas se describen en Whitehead y
Russell 1910, pags. 8 y 120, pero no se introduce la nocién general
de tabla de verdad.” (Post 1921, p. 267). Por tanto, la razén de que
escojamos una funcién proposicional elemental como axioma ya no

7 “Una condicion necesaria y suficiente para que una funcion de F sea aseverada como
resultado de los postulados II, III y IV es que todos sus valores de verdad sean +” (Post
1921, p. 269).
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es que nos parezca evidente que siempre resulta en una proposicion
verdadera: ahora disponemos de las tablas de verdad para comprobarlo.

Es mas, gracias a este método, Post también es consciente de que
puede formular ciertos metateoremas para la logica proposicional que
no estaban al alcance de Whitehead y Russell:

Deseamos subrayar aqui que los teoremas de este articulo se re-
fieren a la logica proposicional, pero no se incluyen en ella. Mas
particularmente, mientras que las proposiciones de los Principia
son aseveraciones particulares introducidas por su interés y utili-
dad en partes posteriores del trabajo, las del presente articulo se
refieren al conjunto de todas esas posibles aseveraciones”. (Post
1921, p. 265)

Los dos metateoremas mas importantes que logra demostrar (y que,
en el fondo, constituyen el nicleo del teorema fundamental) son que
toda funcion proposicional elemental que se deduzca de los axiomas es
una funcion positiva (correccion de la logica proposicional) y que toda
funcion positiva puede deducirse a partir de los mismos (completud
semantica). Para Whitehead y Russell, que no justificaron la eleccion de
ninguno de sus axiomas mediante conceptos matematicos como el de
funcion positiva, result6 imposible tomar el conjunto de proposiciones
logicas como un todo. De ahi que, a pesar de mantener que todas las
verdades de la matematica podian obtenerse deductivamente partiendo
solo de un numero relativamente exiguo de conceptos logicos, ni se
plantearan llegar a probar que esto era realmente asi.

DiscusiON: HENKIN, VAN HEJENOORT Y RUSSELL

Por supuesto, habia matematicos y légicos que no estaban con-
vencidos. Y asi surgi6 la necesidad de una prueba. En realidad, la
formulacion adecuada del problema de si un sistema de axiomas
es adecuado para establecer todas las afirmaciones verdaderas de
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algin campo de investigacion requiere una formulacion mate-
maticamente precisa de la nocién de “sentencia verdadera”, y no
fue hasta 1935 que Alfred Tarski, en un trabajo pionero, hizo
plenamente evidente la forma en que las nociones semanticas
deben ser analizadas para los lenguajes matematicos (Henkin
1962, p. 790).

Como podemos observar, Henkin pensaba que para preguntarse si un
conjunto de axiomas es suficiente para derivar todas las verdades de una
teoria formalizada es necesario, previamente, haber alcanzado cierto
grado de precision matematica en la definicion de ‘sentencia verdadera’.
Si esto es asi, en el caso de la l6gica proposicional seria necesario cierto
grado de precision matematica en la definicion de ‘verdad de la logica
proposicional’. El diagnostico de Henkin parece apoyar, pues, la hipo-
tesis que sugerimos mas arriba. Ahora bien, la alusion a Tarski puede
malinterpretarse, ya que a partir de la referencia a 1935 alguien podria
inferir que para probar completud se requiere, ademas, un concepto
explicito de consecuencia semantica. Pero Post, a pesar de no tenerlo,
da a entender que ha probado algo que recuerda mucho a lo que dice
Henkin en el parrafo citado: “Estas relaciones muestran definitivamente
que los postulados de los Principia son capaces de generar el sistema
completo de la logica de las proposiciones sin introducir nunca resulta-
dos ajenos a ese sistema —una conclusion a la que dificilmente se podria
haber llegado por medio de los procesos particulares utilizados en esa
obra”. (Post 1921, p. 265)

De este modo, Post, al igual que Henkin, también crefa que la
manera en que Whitehead y Russell encaraban su sistema formal era
incompatible con ciertos resultados metalogicos como la completud.
No obstante, esto no se debe a que el concepto de funcion proposi-
cional aseverada no recoja una buena intuicion sobre lo que es una
verdad logica (que ciertamente lo hace), sino a que, matematicamente
hablando, su justificacion no es lo suficientemente precisa.
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Por otro lado, si Dreben y van Heijenoort estaban en lo cierto®,
entonces esa nueva justificacion de las verdades de la logica
proposicional que encontramos en Post (o sea, el método de tablas
de verdad) debe provenir del Algebra de la Logica. Pues bien, él
mismo admitié que su método no era esencialmente distinto al que ya
estaba en Schroder, aunque obviamente este no lo usara para probar
metateoremas de la lo6gica proposicional. “El método para comprobar las
proposiciones incorporadas en este teorema [el teorema fundamental]
es esencialmente el mismo que el dado por Schroder (1891, s. 32) para
su sistema logico” (Post 1921, p. 269). De hecho, Post matiza ain mas
y asegura (basandose en la autoridad de Lewis) que el concepto general
de tabla de verdad fue precisado por Jevons y Venn.

En cambio, para Whitehead y Russell la tradicion que arranca con
Boole habria sido, a pesar de tener cierto interés, demasiado acentuada;
ese excesivo énfasis en la logica entendida “como un calculo” habria
sido a expensas de minusvalorar su papel como la parte mas elemental
de la matematica (1910, p. 120). Russell, en The Principles of Mathema-
tics, ya habia criticado afios antes al Algebra de la Logica afirmando que
el desarrollo técnico que Boole procurd a la disciplina no vino acompa-
nado de ninguna utilidad para la filosofia o para la propia matematica
(1903, p. 10). Posteriormente, en My philosophical development, dira que
ni Boole, ni Pierce ni Schroder arrojaron luz sobre los problemas que la
aritmética presenta a la logica (1959, p. 65).

Sin embargo, la critica mas injusta de Russell a estos pioneros es,
quiza, la que podemos leer en Our knowledge of external world:

El desarrollo moderno de la logica matematica data de las Leyes
del Pensamiento de Boole (1854). Pero en él y en sus sucesores,

8 “Para plantear la cuestion de la completud semantica, hubo que abandonar la vision
Frege-Russell-Whitehead de 1a logica [...] y la nocion de Frege de sistema formal tenia
que convertirse en un objeto de investigacion matematica y ser sometida a los analisis
modelo-teoréticos de los algebristas de la logica.” (Dreben y van Heijenoort 1986, p.
45).
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antes de Peano y Frege, lo unico que realmente se logro, aparte
de ciertos detalles, fue la invencién de un simbolismo matema-
tico para deducir consecuencias de las premisas que los nuevos
métodos compartian con los de Aristoteles. Este tema tiene un
interés considerable como rama independiente de las matema-
ticas, pero tiene muy poco que ver con la logica real. El primer
avance serio en la logica real desde la época de los griegos fue
hecho independientemente por Peano y Frege, ambos matemati-
cos (Russell 1914, p. 50).

La desatencion de Russell al Algebra de la Logica (“tiene muy poco
que ver con la logica real™) fue tal que, mas de quince afos después
de que Post aplicara las tablas de verdad a la logica proposicional de
los Principia, seguia sin justificar matematicamente que las verdades
logicas eran tales. En el prologo a la segunda edicion de The Principles of
Mathematics, la idea de que son proposiciones que aseveran algo que se
cumple para toda posible determinacion de sus variables alcanza cierta
madurez. Asi, recuperando la oposicion entre forma y contenido'® que
hizo explicita en 1914 (pp. 52-53), sostiene que las proposiciones l6gi-
cas son verdaderas en virtud de su forma.

Esta concepcion refinada de las verdades logicas (que, de nuevo, se
basa en la generalidad de los enunciados que son siempre verdaderos)
tampoco encuentra mayor rigor matematico en un Russell que se con-
fiesa incapaz de especificar mas:

La caracteristica fundamental de la logica es, obviamente, la
que se indica cuando decimos que las proposiciones logicas son
verdaderas en virtud de su forma [...] Confieso, sin embargo, que

9 Los principios de la “logica real” no requieren de justificacién matematica, pues,
recordemos, resultan autoevidentes para las “mentes instruidas”.

10 “En toda proposicion y en toda inferencia hay, ademas de la materia particular en
cuestion, una cierta forma, una manera en que los constituyentes de la proposicion o
la inferencia son combinados. Si digo “Socrates es mortal”, “Jones estd enfadado”, “El
sol esta caliente” hay algo en comun en estos tres casos, algo indicado por la palabra
“es”. Lo que es comun es la forma de la proposicion, no un constituyente real” (Russell
1014, p. 52).
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soy incapaz de dar cuenta clara de lo que significa decir que una
proposicion es “verdadera en virtud de su forma”. Pero esta frase,
por inadecuada que sea, apunta, creo, al problema que debe ser
resuelto si se quiere encontrar una definicion adecuada de la
logica (Russell 1938, p. xii).

Por tanto, es natural pensar que haya cierta relacion entre la incapaci-
dad de Russell para justificar matematicamente las verdades de la logica
proposicional (que, como hemos visto, le acompané mas alla de los
Principia) y el hecho de que las cuestiones metaldgicas se le escaparan.
A favor de esta hipdtesis no solo hay que tener en cuenta que Post si
logré probar la correccion y la completud de esa logica conservando
mucha terminologia de Whitehead y Russell, sino también que le pres-
t6 poca atencion a la tradicion donde el propio Post descubrio la clave.

CONCLUSIONES

Recordemos que este articulo pretendia aclarar qué era una verdad de
la 16gica proposicional para Whitehead y Russell, asi como analizar en
qué medida esa concepcion explica que no se probaran metateoremas
en los Principia.

Una proposicion logica debia ser, antes que nada, un enunciado
general, por lo que en los Principia se introduce el concepto de fun-
cién proposicional como base de cualquier sistema légico. No todas
las funciones proposicionales son verdades de la logica proposicional,
puesto que basta con tener un constituyente indeterminado (o sea, una
variable) para formar parte de este conjunto. Ahora bien, una funcion
proposicional elemental (sin cuantificadores) solo es una verdad logica
si la proposicion que resulta al resolver dicha indeterminacion es siem-
pre verdadera. Esta peculiaridad implica que, a pesar de no tener valor
de verdad, puedan estar aseveradas.

Que las funciones proposicionales elementales precedidas del signo
de asercion fueran proposiciones verdaderas se justificaba en su aparente
luminosidad y auto-evidencia. Esta obviedad hizo pensar a Whitehead
y Russell que los axiomas de la l6gica proposicional no podian conducir
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a una contradiccion, pues de lo contrario serian falsos. Debido a este
sesgo epistemoldgico, no vieron la consistencia de tales axiomas como
algo que hubiera que demostrar, a pesar de que podian haber probado
la correccion del modus ponens (y, simplemente, la postularon). Si
hubieran sentido la necesidad de demostrarla, tal vez habrian dedicado
mas tiempo a justificar matematicamente que sus axiomas eran verdades
logicas. Presumiblemente, esto les habria permitido distinguir entre
dos maneras de clasificar funciones proposicionales elementales: la
derivacion de teoremas y la aplicacion de procedimientos semanticos.

Haber precisado un concepto de verdad logica independiente de la
relacion de deducibilidad (y, como decimos, matematicamente preciso)
habria supuesto que la cuestion de la completud semantica aflorara con
naturalidad. Como muestra de ello, expusimos la introduccion de las
tablas de verdad en la tesis doctoral de Post (quien si probo correccion
y completud), ademas de recurrir a la autoridad de Henkin para apoyar
nuestro argumento. Finalmente, vimos que el refinamiento matematico
de la idea de verdad logica se debié en gran medida al Algebra de la
Logica, la cual fue, casualmente o no, ignorada por Russell.
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