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CONOCIMIENTO Y CREENCIA EN LOGICA EPISTEMICA
DINAMICA

Fernando Soler-Toscano*

REsuMEN. Este trabajo presenta una introduccién a la 16gica epis-
témica dindmica a través de diversos sistemas formales que permiten
representar conocimientos y creencias de uno o varios agentes, asf
como acciones epistémicas que pueden modificarlos. Concreta-
mente, presentamos la légica de anuncios publicos, modelos de
accién y modelos de plausibilidad.
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KNOWLEDGE AND BELIEF IN DYNAMIC EPISTEMIC LOGIC

ABsTRACT. This paper presents an introduction to dynamic epis-
temic logic through some formal systems that allow to represent
knowledge and beliefs of one or more agents, as well as epistemic
actions that can modify them. Specifically, we present the public
announcements logic, action models and plausibility models.
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INTRODUCCION: LOGICA DEL CONOCIMIENTO

Este trabajo se centra en varios sistemas de légica epistémica dindmica, es
decir, sistemas légicos que permiten representar y razonar con informa-
cién relativa al conocimiento y creencia de uno o varios agentes, as{ como
estudiar de qué modo esta informacién puede cambiar mediante acciones
epistémicas (Alchourrén ez al., 1985; van Benthem, 2007; van Benthem,
2011) que implican observacién, comunicacién, cambio de creencias, etc.
Concretamente, presentaremos y discutiremos nociones elementales de
légica de anuncios publicos (en que los agente pueden ofrecer informacién
abierta a todos los participantes), modelos de accién (que permiten formas
mds elaboradas de comunicacién) y modelos de plausibilidad (que integran
conocimiento y creencia).

Comenzamos presentando algunas nociones de logica epistémica, de
momento sin elementos dindmicos. Lo hacemos con un ejemplo que nos
servird de hilo conductor durante todo el trabajo. Ana y Belén han quedado
en ir a casa de Carmen, que celebra su fiesta de cumpleanios. A diferencia de
otras veces, no han acordado cuil de las dos buscard un regalo para Carmen.
Asi que camino de casa, sin poder comunicarse con Belén, Ana decide parar
en una librerfa y comprar un libro para Carmen. Del mismo modo, sin po-
der comunicarse con Ana, Belén entra en una floristerfa y compra un ramo
de flores para Carmen.

CONOCIMIENTO INDIVIDUAL

Podemos utilizar diagramas para representar el conocimiento de Ana y
Belén por separado acerca de los regalos que han comprado para Carmen.
Simplificando, sea p la proposicién que representa “Ana ha comprado un
regalo para Carmen”, por lo que —p, la negacién de p, representa que “Ana
no ha comprado un regalo para Carmen”. Del mismo modo, g puede repre-
sentar “Belén ha comprado un regalo para Carmen”. El conocimiento de
Ana se puede representar mediante el siguiente modelo:

wq wWo
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CONOCIMIENTO Y CREENCIA EN LOGICA

Vemos dos estados, w, y w,, que representan, respectivamente, dos situa-
ciones, la de que ambas Ana y Belén han comprado regalos para Carmen
(en w, tanto p como q son verdaderas) como que solo lo ha comprado Ana
pero no Belén (en w, solo p es verdadera, g es falsa). Ambas situaciones son
indistinguibles para Ana, lo que representamos mediante la linea que une
w,y w, El doble circulo que rodea w, significa que ese es el estado real,
cosa que Ana no sabe, pues no es capaz de determinar qué estado w, o w,
es el real. Ana sabe que p es verdad, dado que se verifica en w, y w,, pero no
conoce la verdad de 4.

Como veremos posteriormente, en el diagrama anterior estdn todos los
elementos propios de un modelo de Kripke para la légica epistémica. Es
interesante observar que la linea que une w, con w, (accesibilidad) indica
indistinguibilidad epistémica, es decir, las opciones que estin vinculadas
por a son indistinguibles para la informacién de Ana, aunque otros agentes
(Belén, por ejemplo, pueden distinguirlas).Del mismo modo, el siguiente
modelo representa la informacién que tiene Belén:

(185 ws

Aqui, podemos observar que el estado real, w, sigue siendo el mismo. Sin
embargo, Belén no puede distinguirlo de otro w, (diferente del w, anterior)
en el que esta vez es Ana la que no compr6 regalo para Carmen. Decimos
que Belén conoce g pero no p. Asi que cada una de nuestras amigas sabe que
ella misma lleva un regalo para Carmen, pero no sabe si lo llevard la otra.

CONOCIMIENTO DE DOS AGENTES

Ahora, veamos cémo podemos representar en un modelo, simultineamen-
te, la situacién epistémica de Ana y Belén:
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a
w3 @ Wy

b b

Il'l @ 11‘2

Vemos los estados w, w,y w, presentes en los modelos anteriores. Pero
ha aparecido un nuevo estado w,, donde resulta que ni Ana ni Belén han
comprado regalos para Carmen. Pero ese estado, ¢por qué estd ah{? Veamos
que desde w, no existe una linea rotulada con a ni con b hacia w,, porque
ninguna de las dos amigas confunde el estado real (en que cada una de ellas
ha comprado un regalo para Carmen) con la posibilidad de que ninguna
lo hubiera comprado. Para cada una de ellas, solo resulta indistinguible del
estado real w, el caso en que sea la otra la que no ha comprado regalo para
Carmen. Pero dado que Ana no puede distinguir la situacién real w, de w,
en que Belén no ha comprado regalo para Carmen (por ello la linea rotulada
con a entre w, y w,), Ana considera posible que el estado real fuese w, y en
ese caso, si Belén no hubiera comprado un regalo para Carmen, Belén consi-
derarfa posible w , es decir, que no lo hubiese hecho ninguna de las dos. De
modo que Ana concibe que Belén conciba w,, donde ninguna compré un
regalo para Carmen. Del mismo modo, Belén, no distingue el estado real w,
de w,, porque no sabe si Ana compré o no un regalo, de modo que Belén
considera posible el caso w, en que Ana considerarfa la posibilidad w,. Asi
que el estado w, no es algo que ninguna de las dos amigas considere posible,
pero cada una de ellas considera posible que la otra lo crea posible.

LENGUAJE Y SEMANTICA DE LA LOGICA EPISTEMICA

Mientras Ana y Belén llegan a casa de Carmen podemos aprovechar para
introducir algunos detalles formales de la légica epistémica (van Ditmarsch
et al., 2007). Consideremos un lenguaje formal construido a partir de un
conjunto de proposiciones (que incluye y )y un conjunto de agentes 4
(que incluye a Ana y Belén), cuyas férmulas se construyen mediante la
siguiente gramdtica:
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o=k |70 |orp | pve|p—o K ¢

para cualesquiera AEP y ¢€4. Se trata de una extensién del lenguaje de la
légica proposicional donde hemos introducido un nuevo operador K @
para indicar que “el agente e sabe que ¢”.

En nuestro ejemplo, K pA-K q expresa que Ana sabe que p (ella
misma ha comprado un regalo para Carmen) pero no sabe que g (que
Belén también compré un regalo). Podemos introducir el operador K; @
que leemos como “el agente ¢ considera @ como una posibilidad”, o bien
“el conocimiento de ¢ no descarta @”. Semdnticamente tendremos que KC
@ equivaldrd a =K —1¢. En nuestro ejemplo, pese a ser p y q v?rdaderas en el
estado real w , tenemos que se verifica (en dicho estado) K K, (=pa-g), es
decir, Ana considera posible que Belén considere posible -1pA—g.Estamos
comenzando a escribir férmulas que resultan verdaderas en un modelo,
o en un estado de dicho modelo, sin haber ofrecido aun los criterios que
determinan la verdad de una expresién de la légica epistémica. Utilizamos
modelos epistémicos para ello. Un modelo epistémico se compone de los
siguientes elementos:

* S, que es un conjunto de estados. En los ejemplos anteriores, w, w,,
etc., son estados. Los estados tienen el papel de los mundos posibles
en l6gica modal.

* (R esunafamilia de relaciones de accesibilidad. Es decir, para cada
agente c€4 existe una relacién de accesibilidad R que es un subcon-
junto de pares ordenados de Sx.S. En los ejemplos de Ana y Belén,
tenemos que (w,w, JER o(w,w, JeR,.

*  Vesunafuncién que asigna a cada una de las proposiciones de Pun
subconjunto de S, que se corresponde con aquellos estados en que
la proposicién es verdadera. Asi, en el tltimo modelo, V{g)={w1,
w3}.

Como vemos, un modelo epistémico especifica cudles son los estados
posibles (S), qué es verdadero en cada estado (V), y qué estados son indis-
tinguibles para cada agente ¢ (R ). Si queremos especificar cudl es el estado
real de un cierto modelo epistémico, utilizamos la notacién (M, w) con weS
para especificar que w es el estado distinguido de M. En nuestros modelos
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anteriores, el estado distinguido era w,.

Dado el modelo M=(S,(R_ )V}, para comprobar si una férmula ¢ es
verdadera en un estado distinguido (M, w=@) o no (M,wk @), utilizamos
las siguientes reglas:

*  Dara cada proposicién A€ P, M,w=A si y solo si we V(). Es decir, la
verdad de las proposiciones en un determinado estado depende de
la definicién de 7 en el modelo epistémico.

*  Paralanegacién, M,w=p siy solo si M,wH @, es decir, la negacion
de cierta férmula es verdadera cuando la férmula sin negar es falsa.

*  Parala conjuncién, M,w=@Ay siy solo si M,w=@ y M,w=y.

* En el caso de la disyuncién, M,wi=pvy siy solo si M,w=@ o bien
M,w=y. Utilizamos la disyuncidn inclusiva que es verdadera cuan-
do ambas @ y ¢ son verdaderas.

*  Para el condicional, M,wE=p— si no es el caso de que M,uwkEp y
MwHy.

* Enel caso del operador de conocimiento, Mw=K psiy solo si para
cada w’tal que (2 w,w)eRc, se verifica M, w=p.

El tltimo punto es el caracteristico de la 16gica epistémica: el conocimiento
de @ por parte del agente ¢ requiere que en todos los estados que ¢ considera
epistémicamente posibles (indistinguibles de w), la férmula ¢ sea verdadera.
Para el operador K, dual de K, el criterio para que K[ @ sea verdadera en
(M,w) resulta: ]l/[,w|=Kc @ siy solosiexiste w'eS tal que (w,wQeR[yMw Ep.
De este modo, Kc @ requiere que haya algin estado accesible para ¢ donde @
sea verdadera, lo que equivale a =K —1g.

En un modelo M=(S,(R, )V) puede ocurrir que una cierta férmula @
sea verdadera en cierto estado weS (M,w=@) y falsa en otro estado w’
(M,w'# ). En el ejemplo anterior, considerando el modelo de los cuatro
estados, M, w EpAg pero Myw #pAg.

Cuando una férmula ¢ es verdadera en todos los estados de un modelo
M decimos que es vilida en el modelo y lo indicamos como MkE@. ;Hay
alguna férmula vélida en nuestro modelo de Ana y Belén? En cada uno de
los estados hay una interpretacion diferente de p y ¢, por lo que ninguna
férmula proposicional (salvo las tautologias) serd verdadera en todos los
estados. Sin embargo, si que hay férmulas epistémicas vilidas en el mo-
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delo. Para poder justificarlo necesitamos hacer explicitas las relaciones de
accesibilidad para 2 y . Entendemos para ello que son reflexivas ((w,w)eR,
para cada weS'y ced) y que cada linea que une dos estados establece que
ambos son mutuamente accesibles. Con ello, R_a={(w,w, ), (w,w,), (w,w,
) (wow,) (wow,) (wow, ) (ww, ) (w,w, )}y de forma andloga se define
R,. Entonces, algunas férmulas vilidas en el modelo (es un buen ejercicio
comprobarlo) son:

* K pVvK -p, que indica que Ana sabe si ella ha comprado un regalo
o no. Esta férmula no equivale a la tautologfa K (pv-1p). De hecho,
Belén sabe que Ana ha comprado un regalo o no lo ha comprado
(Belén sabe que pvp, es decir, K, (pv-1p)), pero no podemos afir-
mar que Belén sabe p o sabe -1p (no se verifica K, pvK,-ip).

* K, (K pvK -p), es decir, Belén sabe que Ana sabe si Ana ha com-
prado o no un regalo para Carmen. Es decir, aunque Belén no sabe
si es el caso de que p, sabe que Ana lo sabe.

EL CONOCIMIENTO Y SUS PROPIEDADES

Cuando hemos tenido que evaluar férmulas en el modelo epistémico de
Anay Belén, hemos incluido en la relacién de accesibilidad de cada una de
las agentes cada par de estados (w,w). Con ello, hemos hecho que la relacién
de accesibilidad fuera reflexiva. Tiene sentido, si accesibilidad equivale a in-
distinguibilidad epistémica, que cada estado sea indistinguible de si mismo,
dado que ningdn agente puede encontrar diferencia epistémica entre una
situacién determinada y la misma situacién. Ademds, cada linea que en el
diagrama unfa dos estados w y w’diferentes hemos entendido que indicaba
accesibilidad mutua, incluyendo ambos pares (w,w’) y (w,w) en la accesi-
bilidad de la agente correspondiente. Con ello, hacemos que la relacién de
accesibilidad sea simétrica. La intuicidn tras esta decision es que si un agente
no puede distinguir w de w’entonces tampoco puede distinguir w’de w. Es
una intuicién mds débil que la que nos hizo asumir la reflexividad de las re-
laciones de accesibilidad, pues alguien puede objetar que si w fuera el estado
real, entonces w’serfa indistinguible para cierto agente, pero si el estado real
fuera w', ya sf encontrarfa alguna diferencia con w. Dejamos de momento
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esta observacién de lado. Otra asuncién habitual respecto a las relaciones de
accesibilidad R _es que sean transitivas. Si un agente no puede distinguir w
de w'ni tampoco w’de w” entonces no podré distinguir w de w”. Cuando
en un modelo epistémico se utilizan relaciones de accesibilidad reflexivas, si-
métricas y transitivas (es decir, relaciones de equivalencia), tenemos la légica
epistémica llamada S5, que es la que vamos a caracterizar axiomdticamente
y sobre la que nos vamos a cuestionar algunos aspectos.

Tomar las relaciones de accesibilidad R _como relaciones de equivalencia
tiene la consecuencia de que los siguientes esquemas serdn vilidos (verda-
deros en cualquier estado de cualquier modelo) dado cualquier agente ¢ y
férmula -

*  Verdad: K p—¢. Sic conoce @, entonces ¢ es verdadera. Parece una
propiedad deseable que tradicionalmente distingue el conocimien-
to de la creencia.

* Introspeccién positiva: K p—K K ¢. Si ¢ conoce @, entonces ¢
conoce que conoce @. Ya comenzamos a ver que K. modela un tipo
de conocimiento idealizado

* Introspeccién negativa: 7K @—K K @. Si el agente ¢ no conoce
@, entonces ¢ conoce que no conoce @. Esta propiedad del conoci-
miento es ain mds cuestionable que la anterior, pues implica que el
agente conoce todos los limites de su conocimiento.

A pesar de que algunas de estas propiedades pueden no parecer muy intuiti-
vas, no suelen ser problemdticas si trabajamos con modelos con unas pocas
proposiciones (o si queremos disefiar protocolos de comunicacién segura
usando l6gica epistémica como en Corddén-Franco ez al., 2013). Asi, dado
que Ana no sabe si Belén ha comprado un regalo para Carmen (=K g), no
tenemos mucho problema en aceptar que Ana sabe que ella misma no sabe
si Belén compré un regalo: K =K 4.

Modificando las propiedades de las relaciones de accesibilidad R, cam-
biamos las propiedades del conocimiento. De todos modos, mientras nos
movamos en el terreno de los sistemas modales normales, vamos a tener
dos importantes propiedades que implican lo que conocemos como om-
nisciencia légica:

Andamios

DOL: https://doi.org/10.29092/uacm.v20i53.1036




CONOCIMIENTO Y CREENCIA EN LOGICA

¢ Cadaagente conoce todas las tautologfas: =@ implica =K ¢.

¢ Cada agente conoce todas las consecuencias de su conocimiento:
EK (p—y¥)—(K p—K ). Es decir, que si el agente ¢ conoce p—y
y conoce @, entonces conoce y.

Un agente légicamente omnisciente conoce todas las tautologias y ademds
su conocimiento es cerrado bajo consecuencia ldgica, es decir, cada propo-
sicién que se siga légicamente del conocimiento de ¢ es conocida por ¢. En
determinadas aplicaciones de la 16gica epistémica se considera que la omnis-
ciencia l6gica es un problema (Soler-Toscano, Velizquez-Quesada, 2014),
dado que los agentes reales no lo son ni pueden serlo dados los problemas
de intratabilidad computacional que ello supondria. Por ello, existen pro-
puestas de sistemas de 16gica epistémica que evitan la omnisciencia légica
(Velizquez-Quesada, 2010), pero quedan fuera del alcance de este trabajo.

CONOCIMIENTO DE GRUPOS

En algunas de las férmulas con las que anteriormente hemos representado el
conocimiento de Ana y Belén, hemos anidado operadores de conocimiento
para expresar lo que una de ellas conoce acerca de lo que la otra conoce. Asi,
K, K qexpresa que Belén sabe que Ana no sabe que q. También podemos
introducir en el lenguaje ciertos operadores que nos permiten hablar de
diferentes modos acerca del conocimiento de Ana y Belén como grupo de
agentes (Baltag ez a/., 2018). Por ejemplo, en el estado que hemos considera-
do real, w, tanto p como q son verdaderas (ambas compraron regalos para
Carmen), pero ninguna de las dos amigas sabe pAg. Sin embargo, uniendo
su conocimiento podrian llegar a conocer pAg. Decimos que esta férmula es
conocimiento distribuido para el grupo de agentes {,6} formado por Ana
y Belén. Ademds, aunque ninguna de las dos sabe que pAg, ambas conocen
pVvq (Ana porque conoce p y Belén porque conoce q). Decimos que pvg es
conocimiento general para {2,b/, dado que las dos amigas lo conocen.
Formalmente definimos los siguientes operadores:

* E, pexpresa que @ es conocimiento general en el grupo B. Tenemos
que M,w=E, @ siy solo si para todo w,
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. (w,wQEUCEBR[ implica M,w'=p.

* D, ¢ expresa que @ es conocimiento distribuido en el grupo B.

Tenemos que M,w=D, ¢ siy solo si para todo w,

(w,w)encEB R implica M,w'=p.
Como vemos, los operadores de conocimiento general y distribuido se
evalian como el conocimiento K de un solo agente, pero tomando como
relacién de accesibilidad la unién o la interseccidn, respectivamente, de las
relaciones de accesibilidad de todos los agentes del grupo. Asi, para que
algo sea conocimiento general tiene que ser verdadero en todos los estados
que sean accesibles al menos para algiin agente del grupo, de modo que si
algin agente no conoce una cierta férmula @, entonces es que @ es falsa en
cierto estado accesible para tal agente y por ello no puede ser conocimiento
general. En el caso del conocimiento distribuido se atiende a la interseccién
de las relaciones de accesibilidad. Intuitivamente, es como juntar el conoci-
miento de todos los agentes del grupo B, pues se atiende solo a los estados w’

indistinguibles de w para todos y cada uno de los agentes.

En nuestro modelo, la férmula D, (pAg) es verdadera en w, pues si
atendemos solo a los estados accesibles tanto para Ana como para Belén
desde w, tenemos solo el propio w, en que pAg es verdadera. Sin embargo,
como en el conocimiento general atendemos a todos los estados accesibles
a través de la unién de las relaciones de accesibilidad, en w, solo es conoci-
miento general aquello que sea verdadero tanto en w, como en w,y w,. Por
elloen w, es verdadera £, (pvg).

Otra forma mucho mds fuerte de conocimiento es el conocimiento
comun. Intuitivamente, @ es conocimiento comun de Ana y Belén cuando
ambas lo conocen K ¢ y K, @ pero también ambas conocen que ambas lo
conocen (K K, ¢ y K, K @)y asi sucesivamente. No hay forma de que una
de ellas contemple la posibilidad de que la otra contemple la posibilidad de
que ... que la otra contemple la posibilidad de .

El conocimiento comun es un modo muy fuerte y en cierto modo
idealizado de conocimiento. Si Ana consiguiera mandar un mensaje a Belén
para indicarle que compré un regalo para Carmen (p), Belén podria no
haberlo leido, por lo que Ana no sabe que Belén sabe que p. Belén puede
mandar a Ana una confirmacién de lectura del mensaje que ha recibido,
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y entonces Ana sabrd que Belén sabe que p (K K, p) pero entonces Belén
sigue sin saber que Ana recibi6 la confirmacién, por lo que =K, K K, p.
Obtener conocimiento comun en el sentido que vamos a ver requerirfa de
un intercambio infinito de confirmaciones de lectura entre Ana y Belén.
Los agentes reales nos conformamos por lo general con un par de pasos de
confirmacién. Formalmente, C, , P expresa que @ es conocimiento comun
para el grupo de agentes B, y M,w=C, L @ se verifica si y solo sf, para toda w’,

(ww)e(u R ) implica Mwkp.

donde R’ representa el cierre de equivalencia de la relacién R. Es decir, se
afiaden los minimos pares a R que hacen que la relacién resultante sea una
relacién de equivalencia. De este modo, @ serd conocimiento comun para B
cuando sea verdadera en todos los estados a los que se puede acceder iteran-
do cualquier nimero arbitrario de accesibilidad para todos los agentes de B.
La relacién u__R es la que se usa para el conocimiento general, sirve para
modelar aquello que conocen todos los agentes. Ahora, al hacer el cierre de
equivalencia, tan solo serd conocimiento comun aquello que todos conocen
que todos conocen que ... que todos conocen.

Terminamos mostrando el sistema axiomdtico para la légica S5C, que
presupone relaciones de equivalencia para la accesibilidad y emplea el ope-
rador de conocimiento comun:

Todas las tautologfas proposicionales

K (p—y)—(K o—K ¥) distribucién de K sobre —

Si @ y o=, entonces ¥ Modus ponens

Si @, entonces K @ necesitacién de K

K, p—p Verdad

K ¢o—K K o Introspeccién positiva

K p—K K o Introspeccién negativa

Cy(p—Y)~(Co—C¥) distribucién de C, sobre —
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C,p—(onE, C,0) Mezcla
C,(p—E, 0)—(p—C,0) Induccién de C,
Si @, entonces C, @ necesitacién de C i

ANUNCIOS PUBLICOS

Mientras nos entretenfamos con los formalismos, Ana y Belén han llegado a
casa de Carmen. Ahora ya saben que las dos llevaban regalos para Carmen.
Su conocimiento ha cambiado, ya ninguna de las dos considera que ni p (Ana
ha comprado un regalo para Carmen) ni g (Belén ha comprado un regalo
para Carmen) puedan ser falsas. Saben que pAg es verdadera, y ademds eso
es conocimiento comun. El mejor modelo epistémico para representar tal
conocimiento tendrfa un solo estado con p y g verdaderas. Pero, icémo han
llegado Anay Belén a tener ese conocimiento? ;Laldgica ofrece herramientas
que permitan modelar cémo va cambiando su conocimiento? Desde luego,
a eso se dedica la 16gica epistémica dindmica. Dindmica porque estudia no el
conocimiento de forma estitica (un modelo epistémico fijo) sino el modo en
que el conocimiento de uno o varios agentes cambia mediante acciones epis-
témicas. En esta seccién vamos a presentar la accién epistémica mds sencilla
(pero no por ello poco importante), que es el anuncio publico.

Resulta que Carmen ha preparado una sorpresa para sus amigas. Mien-
tras las esperaba habia estado leyendo un libro de acertijos 16gicos (van Dit-
marsch, Kooi, 2015) y ha decidido poner uno en prictica. Se conoce como
“Los tres reyes sabios”, pero, ¢por qué no plantearlo como “las tres amigas
sabias”? Asi que muestra a sus amigas tres sombreros negros y dos rojos. Las
tres amigas se tapardn los ojos y, una vez mezclados los sombreros, cada una
de ellas se colocard uno al azar. Los sombreros sobrantes se guardan sin que
sean vistos por ninguna de las tres. Al destaparse los ojos, cada una de ellas
puede ver los colores de los sombreros de las otras dos, pero no el propio.
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La figura de arriba muestra un modelo epistémico que representa el cono-
cimiento que Ana («), Belén (4) y Carmen (c) tienen tras descubrir sus ojos.
Como no sabemos cudl es la distribucién de sombreros, no podemos marcar
un estado como distinguido. Las letras R y IV representan los colores de los
sombreros; asf, NRNN que vemos en w , representa que Ana tiene un sombrero
negro (la Ninicial), Belén tiene un sombrero rojo (la R central) y Carmen un
sombrero negro (la /N final). Formalmente, podemos usar tres proposiciones
2> q y r para indicar los colores de los sombreros de Ana, Belén y Carmen,
respectivamente, considerando que a cada valor de verdad corresponde un
color. De momento, no necesitamos formalizar tanto. La accesibilidad viene
indicada por las lineas que unen distintos estados. Consideramos que las
relaciones de accesibilidad son relaciones de equivalencia, pero por aligerar el
diagrama no representamos las lineas que pueden ser presupuestas.

Como vemos, cada agente no puede distinguir entre dos estados en que
el tnico color que cambie sea el de su propio sombrero. Asi, Ana no puede
distinguir entre w, (RRN) y w, (NRN) porque los colores de los sombreros
de Belén y Carmen son iguales en ambos estados (rojo y negro, respectiva-
mente) y ella no sabe si el suyo es rojo (y el estado real serfa w,) o es negro
(el estado real serfa w,). Ademds, si Ana estuviera dudando entre w,y w,
sabe que Belén no conoce el color de su sombrero, porque en ambos casos
hay un estado diferente accesible para Belén (w, desde w,y w, desde w ). Sin
embargo, en tal caso de dudar entre w,y w,, Ana no sabe si Carmen conoce
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o no el color de su sombrero, dado que en w, Carmen si conocerfa que su
sombrero es negro (Carmen observarfa dos sombreros rojos de Ana y Belén,
y no hay un tercer sombrero rojo), pero en w,, siendo también negro el
sombrero de Carmen, no puede saberlo porque le resulta indistinguible de
w, en que su sombrero es rojo. Estos comentarios solo valen desde el punto
de vista de Ana en caso de que el estado real fuera w, o w, pero el modelo
ofrece muchas mds posibilidades. Como solo hay dos sombreros rojos,
cuando una de las tres amigas observa que los sombreros de sus comparieras
son rojos, sabe que el suyo es negro. Eso ocurre en w, (para Carmen), w;
(para Belén) y w_ (para Ana). Por ello, estos estados solo tienen lineas que
indican accesibilidad a estados diferentes para dos de las tres agentes.

En esta situacion, Ana, como en la versién original del acertijo, dice
“yo no sé el color de mi sombrero”. Con ello estd realizando un anuncio
publico, es decir, ofrece una informacién que las tres agentes pueden tomar
como verdadera. Si el color del sombrero de Ana viniera determinado por la
proposicion p, su anuncio se corresponderfa con la férmula =K pA=K -p.
El efecto de este anuncio publico es modificar el modelo epistémico.

wy wo

Como vemos, la diferencia del nuevo modelo con respecto al original es que
se ha eliminado el estado w_, Ginico en que Ana conocfa el color de su som-
brero (negro). Se ha eliminado porque (bajo la suposicién, no trivial, de que
Ana no miente en su anuncio) la informacién que da Ana solo es verdadera
en el resto de estados. Como podemos observar, la eliminacién de w., ofrece
a Belén y Carmen nuevas opciones de aprender el color de sus sombreros.
Al descartar la opcién NRR, en el estado w, ahora Carmen aprenderia el
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color de su sombrero tras el anuncio de Ana. Lo mismo ocurre a Belén
en w,. Sin embargo, Belén, como en el acertijo original, anuncia que ella
tampoco conoce el color de su sombrero. Esto tiene el efecto de eliminar los
dos estados, w.yw,en que ahora Belén conoceria el color de su sombrero,
y vuelve a reducirse el modelo:

b

w1 wo

ws w4

Finalmente, Carmen dice “ya sé el color de mi sombrero”. En el acertijo
original se trataba de descubrir cudl era el color de su sombrero y cémo era
posible que Carmen lo hubiera aprendido tras los anuncios de Ana y Belén.
En el modelo epistémico resultante podemos ver que en los cuatro estados
resultantes el sombrero de Carmen es negro y que en todos ellos lo conoce.

Podemos introducir una variante del acertijo, si Carmen dijera que
aprendié el color de su sombrero tras el anuncio de Belén, ¢qué mds sabria-
mos? ¢Y si lo aprendi tras el anuncio de Ana?

Formalmente, la l6gica de anuncios publicos (Baltag ez 4/., 1999) intro-
duce en el lenguaje un operador /@/¥ que se lee “tras el anuncio publico de
@ se verifica ¥”. En el acertijo, tenemos que, dado el modelo inicial, /@ /
[@, ]¢> donde @ es el anuncio que hace Ana (por ejemplo =K pA-K -p,
si p representa el color del sombrero de Ana), @, el anuncio de Belén (=K,
gA-K,ng) y ¢ la férmula que expresa que Carmen conoce el color de su
sombrero (K 7vK =7, por ejemplo).

Para evaluar una férmula como /@/y¥ necesitamos especificar formal-
mente cémo queda un modelo epistémico M=(S,(R_ ),V’) tras el anuncio
publico de @. Formalmente A4, w:(S J(R”)V") es el resultado de anunciar ¢
en M, y se compone de:

o S§'={s€S| Ms=p}. Es decir, los estados de A1, ,son los estados de M
en que @ es verdadera. Por tanto, el modelo se reduce eliminando
los estados en los que @ era falsa.
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¢ DParacadaeed, R'=R n(5'xS’). Dado que se reducen los estados, la
accesibilidad R de cada agente e queda limitada a los estados de M4 o
*  Paracada el V(A)=V(2)nS". Es decir, en los estados de M,  Siguen

siendo verdaderas las mismas proposiciones que en .

Ya tenemos los elementos para evaluar una férmula como /@/y. Dado un
modelo epistémico M y un estado w del mismo, tenemos que M,w=/p/y
siy solo si

Mw=@ implica Mlp,wl=;k

De modo que una férmula como /@/y (tras anunciar ¢ se verifica ) es
verdadera en w si y solo si, en caso de que @ sea verdadera en w (lo que
se anuncia es verdad), tras obtener M _ (bdsicamente eliminar de M los
estados que no hacen verdadera @), se verifica y. Hay varias cosas que vale la
pena observar. Lo primero es qué pasa si @ no es verdadera en w. Entonces,
por definicién /@/y. Eso significa que si @ es algo falso, tras anunciarlo se
verifica cualquier cosa. Ello es asi porque un anuncio ¢ falso en w no puede
ser evaluado en w porque el modo de construir 4 o elimina w del conjunto
de estados. Existen otras l6gicas que si permiten anunciar mentiras (van
Ditmarsch, 2014), produciendo modelos en los que algunos agentes (que
saben que se ha anunciado una mentira) obtendrin una informacién
distinta de otros (que creen que lo anunciado es verdad). Pero a nivel de
conocimiento, no podemos considerar anuncios publicos falsos. Para no
trivializar el anuncio publico, existe el operador dual (@)¥, que equivale a
=/@]~¥; lo que significa que M, w=(p)y si y solo si
Muw=p y M | Sp,wt:%.

Por tanto, M,w=(@)y requiere que @ sea verdadera en (M, w) y que tras su
anuncio se verifique ¥ en w.

Otra observacién importante es que podriamos intuir que tras anunciar
@, obtenemos K¢ para cada agente ¢, incluso que ¢ se vuelve conocimiento

comun. Sin embargo, esto solo es cierto si @ es una férmula puramente pro-
posicional, sin operadores epistémicos. En el caso de férmulas epistémicas,
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es posible que tras anunciarlas se vuelvan falsas, y por tanto no se conviertan
en conocimiento. Este fenémeno es una variante de lo que se conoce como
paradoja de la incognoscibilidad (Salerno, 2008): hay verdades que no pue-
den ser conocidas. El caso mds simple se observa en el siguiente modelo:

w Wy

(D—
p 4

Tenemos que en w, resulta verdadera la férmula pA—K p (es verdad p pero

Ana no lo sabe). Sin embargo, Ana no podrd conocer pA=K  p, pues los

axiomas que hemos presentado hacen de K (pA—K  p) una inconsistencia,

dado que de ahi se sigue K py =K p, que es una contradiccién. Pero como
a a

PAK p es verdadera en w, si que se puede anunciar, y obtenemos el mo-

delo siguiente:

wq

Ahora, Ana conoce p, por lo que se ha vuelto falsa pA=K p justo tras su
anuncio. Es como si al llegar Ana a casa de Carmen, Belén dijera “yo traigo
un regalo para Carmen y no lo sabes”. Eso era verdad en nuestro ejemplo,
pero si Belén lo anuncia se vuelve falso, simplemente porque ahora Ana si
sabrd que Belén trae un regalo para Carmen.

La légica de anuncios publicos que hemos presentado se conoce como PAL,
y si afiadimos conocimiento comun se llama PAC'y resulta axiomatixable.
Ademis de los axiomas de SSC que presentamos mds arriba, se incluyen
(van Ditmarsch ez al., 2007):

[elp—=(p—p) Permanencia atomica
(o]~ (p—[p]¥) Anuncios y negacion
[el(vry)=([e]ynlo]y) Anuncios y conjuncién
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[p] K_cy<(p—K_a[o]¥) Anuncios y conocimiento
[ellvIx—lon[elvly Composicion de anuncios
Si @, entonces [Y]p Necesitacién de [ ]

Siy—[olvy (yng)—E By, Anuncios y conocimiento comun
entonces y—[o] C_By

MODELOS DE ACCION

Ademds de anuncios publicos, son posibles otros tipos de acciones epis-
témicas que no suponen la distribucién de la misma informacién a todos
los agentes de un grupo. Por ejemplo, si jugando a las cartas, Ana ensefia
a Belén sus cartas a la vista de Carmen, Belén aprende las cartas de Ana,
pero Carmen no. Sin embargo, Carmen aprende que cualesquiera que sean
las cartas de Ana, Belén las conoce. El modo en que se puede modelar este
tipo de acciones epistémicas es mediante modelos de accién (Baltag, 1999).
Vamos a ver un pequefio ejemplo que muestra qué es un modelo de accién
y cémo funciona.

Supongamos que Ana (), Belén (4) y Carmen (c) juegan un sencillo
juego de cartas. De un mazo mezclado de tres cartas (1, 2 y 3), cada una
toma una carta en secreto, y la mira sin mostrarla a las demds. El modelo
epistémico que representa el conocimiento que cada una obtiene al ver su
carta, es el siguiente:
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Las etiquetas que encontramos en cada estado indican el reparto resultante.
Asi, 1 2, 3_indica que Ana tienela carta 1, Belén la 2 y Carmen 3. Podriamos
usar variables proposicionales para representar estos estados. La accesibilidad
indica, como sabemos, la incertidumbre de cada agente. Asf, 1 2, 3_es indis-
tinguible para Anade 1 3, 2, dado que en ambos repartos Ana tiene la carta
1y no distingue cudl de las cartas 2 y 3 tiene cada una de sus amigas.

Vamos a ver cémo podemos modelar la accién de que Ana le ensefia su
carta a Belén. La herramienta que permite hacerlo es un modelo de accién.
Parece un modelo epistémico, pero los estados representan acciones, a las
que hay asociadas precondiciones (que vienen dadas por férmulas que
deben verificarse para que la accién pueda realizarse) y relaciones de acce-
sibilidad. Veamos:

pre(ml) =1,
pre(m2) = 2,
pre(m3) = 3,

El diagrama superior es un modelo de accién. Tiene tres acciones distintas,
que Ana muestre a Belén el 1 (accién m1), que muestre el 2 (m2) o que
muestre el 3 (m3). Se trata de las tres posibilidades en que se materializa el
hecho de que Ana ensefie a Belén su carta. A cada accidn estd asociada una
precondicién, que es una férmula que debe verificarse para que la accién
se pueda ejecutar. Asf, pre(m1)=1, es decir, la precondicién de que Ana
muestre el 1 a Belén es que Ana tenga el 1 (proposicién 1 ). Como vemos,
hay accesibilidad epistémica entre las diferentes acciones, en este caso ¢ no
puede distinguir entre ellas, porque no conoce la carta de Ana ni puede verla
cuando Ana la muestra a Belén. Sin embargo, Ana y Belén si que distinguen
entre las diferentes acciones.

La operacién principal en la Iégica de los modelos de accién es ejecutar
una accién (modelo de accién) sobre un modelo epistémico. Lo que resulta
es un nuevo modelo epistémico cuyos estados son aquellos pares (w,72) del
producto cartesiano de estados del modelo epistémico inicial por el conjun-

Andamios

DOL: https://doi.org/10.29092/uacm.v20i53.1036

223



224

FERNANDO SOLER-TOSCANO

to de acciones del modelo epistémico, tales que la precondicién de la accién
(pre(m)) es verdadera en el estado del modelo original (A, w=pre(m)). En
nuestro caso, en cada estado del modelo epistémico solo serd aplicable una
accién, dado que la precondicién de cada accién es la carta de Ana. La
accesibilidad en el modelo epistémico resultante es tal que (w,72) es indistin-
guible de (w’m) para el agente e si y solo si w era indistinguible de w'parace,
asi como 7 y m’. El modelo epistémico que resulta en nuestro ejemplo es:

‘;uzblr

Como vemos, Belén ha aprendido cudl es el reparto de cartas, cualquiera
que este sea. ¢Y no ha cambiado el conocimiento de Ana y Carmen? Por
supuesto que si. Su conocimiento proposicional no ha cambiado, conocen
las mismas férmulas de la I6gica proposicional. Pero ahora saben que Belén
conoce cudl es el reparto de cartas, y eso es conocimiento comun, dado que
Crug (K, I VK, 2 VK, 3 )NK, 1 VK, 2VK, 3 )NK, IVK, 2VK, 3 )

es una férmula vdlida en el modelo resultante.

Existen variantes de los modelos de accién que permiten modificar las

variables proposicionales tras la ejecucién de una accién. Eso permite, por
ejemplo, que Ana y Belén cambien sus cartas a la vista de Carmen.

CONOCIMIENTO Y CREENCIA EN MODELOS DE PLAUSIBILIDAD

Los modelos de plausibilidad (Baltag, Smets, 2008) permiten, de modo
elegante, combinar conocimiento y creencias. Esto resulta atil, por ejem-
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plo, cuando queremos distinguir el conocimiento que tiene un agente de
las conjeturas que realiza por ejemplo en contextos de razonamiento no
deductivo (Nepomuceno ez al., 2022). El conocimiento se evalda tal como
hemos visto en los modelos epistémicos anteriores: es conocimiento de un
agente aquello que es verdadero en todos los estados accesibles, pero existe
un orden subjetivo (cada agente tiene uno propio) entre estados que de-
termina las creencias. Cada agente creerd aquello que es verdadero en los
estados mds plausibles.

Para ilustrar esta légica, supongamos que Ana y Belén preparan un pas-
tel de fruta sorpresa para Carmen por su cumpleafios. La dan la siguiente
informacién a Carmen:

* Han podido usar cuatro tipos de fruta: fresa (f), kiwi (k), manzana
(m) y plétano (p).

* Han hecho una tarta usando al menos dos tipos de fruta, y a lo
sumo tres.

¢ Con estainformacién, Carmen considera diez posibles combinacio-
nes de frutas que Ana y Belén pueden haber empleado en la tarta.
Pero ademds, Carmen cree que:

*  Usardn fresa, porque es su fruta favorita.

*  Si usan manzana, no usarin pldtano, porque Ana piensa que no
combinan bien, aunque Belén no estd muy de acuerdo.

El conocimiento y la creencia de Carmen acerca de las frutas que sus amigas
han usado para elaborar el pastel se puede representar por el siguiente mo-

delo de plausibilidad:

we wy wy wy wio

Andamios

DOL: https://doi.org/10.29092/uacm.v20i53.1036

225



226

FERNANDO SOLER-TOSCANO

En este modelo observamos diez estados que representan las combinaciones
de frutas que Ana y Belén han podido utilizar. En este caso, representamos
en cada estado solo las proposiciones verdaderas. Asf, en w , por ejemplo, se
usa kiwi y plitano pero no fresa ni manzana. Vemos que entre los estados
hay flechas, que indican un cierto orden entre ellos. Suponemos transiti-
vidad en el orden (si hay una flecha de w, 2 w, y otra de w aw, también
existe entre w, y w,, aunque no aparezca explicitamente representada), asi
como reflexividad (cada estado estd conectado consigo mismo). Arriba del
todo tenemos los estados w ~w,, en que se cumplen las dos creencias de
Carmen (todas las opciones incluyen fresa y si tienen manzana, no tienen
plitano). Un poco por debajo se encuentra w,, en que se cumple solo la
creencia mds fuerte de Carmen, que el pastel tenga fresa. Mds abajo estin
w,y w, en que se cumple solo la creencia menos segura (si el pastel lleva
manzana, no lleva plitano), y finalmente, los estados menos plausibles son
w,y w, que no verifican ninguna de las creencias de Carmen. Por supuesto,
hay combinaciones de frutas (aquellas con menos de dos tipos o mds de
tres) que no aparecen en el modelo, porque Carmen las descarta, dado que
por la informacién que sus amigas le han dado sabe que no son posibles.

Simplificando a un solo agente, el lenguaje de la 1égica de plausibilidad
se define como,

pz=d| 1@ | prp | pve | o= [(S)p | (~)p

para cualquier variable proposicional A€ P. Las férmulas de tipo (<) se leen
“hay un estado al menos tan plausible como el actual donde se verifica ¢, y
las férmulas como (~)@ se leen “hay un estado epistémicamente indistingui-
ble del actual donde se verifica ¢”.

Las dos modalidades (<) y {~), permiten definir las nociones de creencia
y conocimiento, que como comentamos dependen del orden de plausibili-
dad que el agente establece entre los estados del modelo. Formalmente, un
modelo de plausibilidad es una estructura M=(5,<, /) donde

¢ Sesun conjunto no vacio de estados.

*  <C(S5xS) es la relacién de plausibilidad, y representa el orden de
credibilidad que el agente establece entre los estados. Leemos w<u
como “u es al menos tan plausible como w”. Entre las propiedades
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de < estd ser una relacién reflexiva y transitiva. Ademds, es local-
mente conexa, lo que implica que siempre que dos elementos sean
comparables a un tercero, esos dos elementos sean comparables
entre si, es decir: para todo w,w ,w €S, si se dan Rww, o Rw, wy
también Rww, o Rw, w, entonces tienen que darse Rw, w,o Rw,
w,. Ademds, se requiere que no exista ninguna cadena R'-ascenden-
te de longitud infinita, siendo R' la version estricta de R, es decir
R'wu siy solo si Rwu y no Ruw.

*  Ves una funcién que asigna a cada variable proposicional el con-
junto de estados en que es verdadera.

Representamos mediante (A4,w) un modelo de plausibilidad A4 con un
estado distinguido we V.

A partir de la relacién de plausibilidad < podemos definir las creencias
del agente como aquellas férmulas que son verdaderas en los estados mds
plausibles. Para definir el conocimiento, necesitamos una relacién de ac-
cesibilidad ~ que divide el conjunto S en clases de equivalencia de estados
indistinguibles, tal como es habitual en légica epistémica. Asi, el agente
conocerd @ en el estado w si y solo si @ es verdadera en todos los estados in-
distinguibles de w. Dadas las propiedades de <, podemos definir la relacion
epistémica de indistinguibilidad ~ como la unién de <y su inversa, es decir,
~=<U2. Asi, aunque un estado # sea mds plausible que w, w<x, ambos son
epistémicamente posibles para el agente, y por ello la preferencia de # no
excluye la posibilidad de w, por lo que a efectos de conocimiento debemos
considerar por igual wy .

Ahora podemos ver cémo se evaltia una férmula en un modelo de plau-
sibilidad. Sea (A4,w) un modelo M=(S,<,V/) con el estado distinguido wesS.
Indicamos mediante (A, w)=y que la férmula es verdadera en el estado w
de M. Las férmulas proposicionales se evalian de la forma habitual. En
cuanto a las nuevas conectivas:

*  (Mw)=(<)o siy solo si existe un ue$ tal que w<u y (M,u)=@. Es
decir, hay un estado al menos tan plausible como w en que ¢ es
verdadera.

*  (M,w)=(~)o siy solo si existe un ueW tal que w~u y (M,u)=¢. Es
decir, hay un estado epistémicamente indistinguible de w (ya sea
mds o menos plausible) en que ¢ es verdadera.
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Los operadores [<] y [~] se definen como los duales de (<) y (~), respectiva-
mente. Esto es, [</p=~(<)"¢@ y [~]p=—(~)"p. Mediante /</p expresamos
que en todo estado al menos tan plausible como el actual se verifica . De
forma andloga, [<]g se interpreta como que en todo estado indistinguible
del actual se verifica @.

Los nuevos operadores permiten definir las nociones de conocimiento
y creencia. El conocimiento funciona igual que en los modelos epistémi-
cos anteriores. El agente conoce ¢ (K@) cuando se trata de una férmula
verdadera en todos los estados epistémicamente indistinguibles del actual.
Formalmente, Kp=/~/p. En cuanto a la creencia de ¢ (que se representa
como B), se trata de que en todos los estados mds plausibles para el agente
se verifique @. Entre el estado distinguido y los estados mds plausibles pue-
de haber estados en que ¢ sea falsa, pero a partir de cierto momento solo
encontraremos estados que hagan ¢ verdadera. Formalmente, Bp=(<)/</p.

En el modelo de plausibilidad de nuestro ejemplo, Carmen cree que el
pastel tiene fresa, lo que podemos expresar como Bf, que equivale a que fes
verdadera en todos los estados de la capa superior del modelo. Igualmente
cree que 72—1p. Pero aunque crea estas proposiciones, no las conoce, porque
hay estados que las hacen falsas, pero son estados menos plausibles que los
que las verifican. Sf que conoce que sus amigas no han usado las cuatro frutas
K=(fakamap) y que han usado al menos una (K(fvkvmvp)), incluso dos.

Conocimiento y creencia se pueden modificar mediante diferentes
acciones. La primera que vamos a presentar, la observacién, modifica el
conocimiento. Funciona como un anuncio pl’lblico, pues consiste en elimi-
nar todos los estados donde la férmula observada no se satisface, de modo
que se reduce el dominio del modelo. Formalmente, sea M=(S5,<V’) un
modelo de plausibilidad. La operacién de observacién de ¢ produce el mo-
delo M W:<S < V") donde W'={weS|(M,w)=y}, <'=<n(5'xS’) y, para cada
proposicién A, V'(4)=V{(w)nS'. En resumen, la operacién elimina estados
de 1, dejando solo aquellos que satisfacen la ¥ observada. La relacién de
plausibilidad queda restringida a los estados que sobreviven.

Otra operacién que podemos hacer es modificar la relacién de plausibili-
dad. Esto se puede hacer de diversas formas. La operacién que llamamos con-
jetura es conocida como radical upgrade en la literatura. Dado un modelo de

plausibilidad A1=(S,< V), la conjetura de ¢ produce el modelo M1 wz(S,SQV},
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que solo difiere de 1 en la relacién de plausibilidad, que ahora es:

<= {(wu) |wsu "y "(Mu)=yju
{(wu) |wsu "y " (Muw)=—ypu
{(wu) |w~u "y " (Muw)==y y (Mu)=y}

La nueva relacién de plausibilidad indica que después de conjeturar y; todos
los y-estados devienen mds plausibles que todos los =1y~estados. El orden que
hubiera previamente dentro de los Y-estados o dentro de los =1y~estados no
cambia (van Benthem, 2007). Esta operacién preserva las propiedades de la
relacion de plausibilidad, tal como se muestra en (Velizquez-Quesada, 2010).

Para ilustrar las operaciones en modelos de plausibilidad, supongamos
que Carmen oye una conversacion entre Ana y Belén por la que cree que va
a venir Diana a la fiesta, a quien no le gusta el kiwi. Entonces, al conjeturar
=k se modifica la relacién de plausibilidad, favoreciendo los estados en que
el pastel no tiene kiwi. El modelo resulta:

ora, armen cree que la tarta tiene manzana o é ano m , COSsa
Ah C la tarta t 14t B(mv
que originalmente no CI‘Clla. Pero supongamos que sus amigas lC dan una
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pista, diciéndole que la tarta no tiene manzana. Lo modelamos como la
observacion de -, y el efecto que tiene es eliminar los estados en que estd
presente la manzana, resultando el modelo:

En este ultimo modelo, Carmen cree que la tarta tiene fresa y pldtano,
BfABp, pero atin no es conocimiento, 7KfA-Kp. Sin embargo, ha apren-
dido que la tarta tiene fresa o plitano, K(fVvp), algo que anteriormente no
sabfa.
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