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REsumo:

A curiosidade manifestada sob forma de questionamentos ¢ um fator rico e importante para a aprendizagem. Procedimentos,
resultados e férmulas matematicas aceitas e reproduzidas de maneira automatizada por professores, muitas vezes, sio recebidas com

estranhamento por estudantes, momento em que sio langados “por qués” !, porém nem sempre os professores estio preparados
pararesponder. O objetivo deste artigo ¢ construir justificagdes para alguns “por qués” matematicos de licenciandos em Matemdtica
e servir de apoio e referéncia a estudantes, professores ¢ pesquisadores. Ao longo do texto sao desenvolvidos quatro “por qués”
baseados em registros ¢ encaminhamentos que sio utilizados ¢ desenvolvidos em sala de aula com os futuros professores de
Matemitica. Ao final, conclui-se que trabalhar “por qués” na formagao do professor contribui para o desenvolvimento de uma
postura responsével e investigativa do estudante e futuro professor e para uma mudanga na visio sobre a Matemdtica.

PALAVRAS-CHAVE: Por qués matemdticos, Procedimentos, Formagio de professores.

ABSTRACT:

The curiosity manifested in form of questions is a rich and important factor for learning. Proccedings, results and mathematical
formulas accepted and reproduced by teachers as an automated way, are often received with strangeness by students, moments
when the “why” are released, however the teachers aren’t always ready to answer. The purpose of this article is to build justifications
for some mathematical “why” from future mathematics teachers and serve as support and reference for students, teachers and
researchers. Throughout the text are developed four “why” based on registers and referrals that are used and developed in the
classroom with future mathematics teachers. At the end, it is concluded that to work “why” in teacher formation contributes to the
development of student’s responsible and investigative posture and future teacher and to the change in view about Mathematics.

KEYWORDS: Mathematical Why, Proccedings, Teachers Formation.

RESUMEN:

La curiosidad manifestada en forma de preguntas es un factor rico e importante para la aprendizaje. Procedimientos, resultados
y férmulas matemdticas aceptadas y reproducidas de manera automatizada por los maestros, a menudo, son recibidos de manera
extrafia por los estudiantes, momento en el cual se les da "por qués”, pero los maestros no siempre estin preparados para responder.
El objectivo de este articulo es construir justificaciones para algunos "por qué" matematicos de estudiantes universitarios de
matemdticas y para apoyar y hacer referencia a estudiantes, maestros ¢ investigadores. En el texto, cuatro "por qués” se desarrollan
en base a registros y referencias que se usan y desarrollan en classes con futuros maestros de matematicas. Al final, se concluye que
trabajar lo "por qués” en la formacién de los estudiantes universitarios de Matematicas, contribuye al desarrollo de una postura
responsable ¢ investigativa del alumno y futuro docente y a un cambio en la visién de las matematicas.

PALABRAS CLAVE: Por qués matemdticos, Procedimientos, Formacién de profesores.
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INTRODUGCAO

A curiosidade ¢ um fator essencial quando se trata de aprendizagem, desenvolvimento, investigagao e
exploragio, mas ser curioso pode significar confrontar, duvidar ou nio aceitar o que estd sendo (ex)posto.
Em sala de aula, o questionamento de um estudante, mesmo sendo motivado por curiosidade, pode ser
encarado como um enfrentamento por alguns professores. Por outro lado, muitos alunos ainda pensam que
seus professores sabem tudo sobre o que lecionam e, muitas vezes, ficam receosos de perguntar sobre o que
nao sabem para nao demonstrar ignorincia ou desconhecimento.

Em Matemadtica, muitos procedimentos € operagoes $ao realizados de maneira “automitica” ou
mecanizada, e diversos resultados e férmulas sao utilizados sem um entendimento, sob o argumento de que
$320 assim “porque ¢ regra da matematica”. Possivelmente, muitos de nds ja ouvimos essa resposta como
“explicagao” ou ja recorremos a ela para responder os alunos mais curiosos.

Nosso papel como professores ¢ encorajar nossos alunos a questionar, pesquisar, sair da zona de conforto e
se desenvolver na busca pelo conhecimento. Consequentemente, “é preciso permitir que [...] se pronunciem
em nossas aulas, incentivando-os a isso. Cabe ao professor abrir esse espago e estar preparado para saber lidar
com as indagacoes dos alunos” (COSTA; SILVA, 2016. p. 02). Afinal, “o objectivo central da Matemadtica a
qualquer nivel, [...], deverd ser ensinar-vos a pensar. Deverd incentivar-vos a perguntar ‘por qué?” (COSTA,
2015, p. 04).

Responder a um “por qué” ¢ argumentar sobre a causa, motivo, razao daquela situacio. Lorenzato
(1993) conceitua “por qué”, como procedimento matematico ou seu signiﬁcado, € porque, como uma
resposta correta a um “por qué”, cabendo ao professor conhecé-la e ensind-la. Assim, tomamos “por qué”
como uma pergunta ou questionamento relacionado a algum procedimento matemaitico ou sobre seu
significado, e consideramos porque como uma resposta correta em situagao de ensino. O correto refere-se
a uma justificativa legitima & medida que possa estabelecer uma interagao produtiva em situagao de ensino
(BARBOSA, 2011).

Conforme a pesquisa realizada por Lins, Lorenzato e Sousa (2018) com licenciandos em Matematica,
professores em formagao conservam duavidas sobre “por qués” matematicos ou os desconhecem, mesmo ao
final do curso. De acordo com os autores, “muitos dos por qués matematicos que nos ocorreram, € ocorrem,
de forma natural, nunca os verbalizamos” (p. 09) e possivelmente os carregamos. Além desses autores,
outros estudos, como o de Lorezanto (1993) ¢ o de Costa e Silva (2016), trazem indicativos de que muitos
professores desconhecem a resposta a esses “por qués”, e que tais questionamentos nao sao discutidos de modo
sistemdtico nos cursos de formagao. Como professores de disciplinas de Pratica de Ensino, Fundamentos de
Matemitica, Geometria Plana e Espacial, entre outras, em um curso de formagao inicial de professores de
Matemitica, nos depararmos com diversos “por qués” dos licenciandos e buscamos desenvolver com eles esse
estudo e postura investigativa em sala de aula.

Nos dias atuais, dispomos de uma ferramenta a mais para pesquisar e buscar respostas aos questionamentos
de nossos alunos: a internet! Ela nos conecta com o mundo e estd literalmente na palma de nossas maos
por meio do celular. Com apenas alguns cliques, “navegamos” nos mais diversos assuntos. Isso tem mudado
a relagao ensino e aprendizagem em sala de aula. No ensino superior, etapa em que os alunos sao mais
autdnomos, isso fica bem evidente. Quando querem saber algo, rapidamente recorrem aos seus smartfones.
Nesse contexto, responder qualquer coisa diante de “por qué” ou tentar explicar o que nao sabe nao ¢ uma
opgao vidvel. Ao sugerir uma pesquisa ou mesmo pesquisar e responder posteriormente ao aluno, o professor,
além de exercer responsabilidade, valoriza a curiosidade do estudante.

Moriel Junior ¢ Wielewski (2011) indicam que hd a necessidade de uma bibliografia que trate
especificamente de respostas a “por qués” matemadticos dos estudantes. A partir de experiéncias vivenciadas
em nossa prética docente, organizamos alguns “por qués” matematicos com o objetivo de construir
justificagdes para “por qués” matemiticos de licenciandos em Matemitica e de servir de apoio e referéncia
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a estudantes, professores e pesquisadores. Ao longo do texto sao desenvolvidos quatro exemplos do uso de
“por qués”, sendo trés relacionados a férmulas € um, a resultado convencionado em Matemdtica: 1) Por que
a férmula do numero de diagonais de um poligono convexo ¢ dada por [equacio]?; 2) Por que a férmula que
determina a soma dos 4ngulos internos de um poligono convexo de n lados é dada por [equacio]?; 3) Por que
0! = 12; ¢ 4) Por que a férmula da soma dos n primeiros nimeros impares positivos ¢ igual a w2
n(n — 3)

2

S=(n-2).180°

Em disciplinas de Prética de Ensino, realizamos atividades e discussoes de “por qués” de Ensino
Fundamental e Médio relacionados a divisio e multiplicagio de decimais, divisao de fragoes, regras de sinais,
formulas, nomenclaturas, simbolos etc. para que os licenciandos possam ampliar seus conhecimentos quanto
a procedimentos automatizados e refletir a partir da perspectiva de um futuro professor, buscando respostas
¢ argumentos acessiveis a alunos desses segmentos de ensino.

Os discentes geralmente tém bastante dificuldades em construir justificativas, refor¢ando os indicios das
pesquisas acima mencionadas. Assim, adotamos essa pratica em sala de aula porque “a preparagio docente em
relagao aos por qués matemdticos dos estudantes da educacio bésica possibilita superar certa desarticulagao
teoria-pritica nos cursos de licenciatura uma vez que estd em jogo uma formagao vinculada a prética
profissional” (MORIEL JUNIOR; WIELEWSKI, 2011, p. 5).

Os “por qués” e as justificagdes aqui apresentadas resultaram de diversas situagoes ocorridas em sala de aula
em nossa pratica docente, seja de atividades diretamente relacionadas ao estudo de “por qués” realizadas em
disciplinas de Pritica de Ensino, seja de perguntas que sao realizadas pelos licenciados no dia a dia em sala
de aula em outras disciplinas do curso. Foram utilizados registros de nossa pratica docente, como notas de
aula, atividades, trabalhos ¢ questionamentos levantados no ambiente de formacao inicial em Matemitica.
Para cada “por qué” sio apresentadas possibilidades de encaminhamentos que utilizamos ¢ desenvolvemos
em sala de aula com os futuros professores. Em cada caso, sempre que possivel, sdo apresentadas mais de
uma possibilidade de justificagio na tentativa de dispor op¢oes que possam ser utilizadas de acordo com o
contexto ¢ nivel de ensino e aprendizagem. Nio se trata de uma abordagem com rigor matematico, mas de
contribui¢des mais informais, intuitivas, de natureza did4tico-metodoldgica que o professor pode levar a sala
de aula para se comunicar com seus alunos (DANTE, 2015).

QUESTIONAMENTOS E ARGUMENTOS

De acordo com Barbosa (2011, p. 12), “o esfor¢o de compreender a relagao entre significados e os por qués
matemdticos tem indicado a necessidade de empreender estudos relacionados aos diferentes usos e regras da
matemitica”. Optamos por desenvolver argumentos e justificativas sobre férmulas matematicas porque elas
raramente sao questionadas, sio tomadas como prontas ¢ encaminhadas como uma definicio matemdtica,
sem uma explicagio de por que elas sio como sio. Aqui buscamos explicar algumas, mas sem a pretensao de
detalhar ou explicar todas as férmulas que sao utilizadas como base para explicar outras. Ja o zero fatorial,
que também serd discutido, ¢ uma pergunta recorrente dos estudantes na graduagio.
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1. Por que a f6rmula do numero de diagonais de um poligono convexo ¢ dada por 2

n(n—3)
2

Antes de adentrarmos a férmula do nimero de diagonais, vejamos alguns conceitos preliminares como
segmento de reta, poligono, poligono convexo e diagonal.

Segmento de reta ¢ o conjunto constituido por dois pontos A e B, distintos, e por todos os pontos que se
encontram entre A e B, que é chamado segmento de reta AB. Com base em Dante (2015), segmento significa
parte, por¢ao. Um segmento de reta ¢ uma parte ou por¢io da reta, limitado por dois pontos. Por exemplo:
quando marcamos dois pontos A e B em uma reta, fica determinado o segmento de reta AB, cuja notagao ¢
[equagao] ou [equacio] .

A B
. B

Y

Y

Os pontos A e B sio chamados de extremos ou extremidades do segmento de reta.

Poligono “é uma linha fechada (o ponto inicial coincide com o ponto final) no plano, formada apenas por
segmentos de reta que nio se cruzam” (DANTE, 2015, p. 155). O prefixo “poli” indica a ideia de muitos,
varios, grande quantidade e o radical “gono” quer dizer Angulo. Assim, poligono ¢ uma figura geométrica que
possui muitos Angulos e, consequentemente, muitos lados.

Poligonos Nio sdo poligonos

A0 OO

Poligono convexo ¢ um poligono classificado como convexo se a reta determinada por dois vértices

consecutivos quaisquer deixa todos os demais (n-2) vértices em um mesmo semiplano dos dois que ela
determina. Se um poligono nio ¢ convexo, entio serd classificado como poligono céncavo.

Poligono convexo Poligono Concavo

M

Neste trabalho, serdo tratados somente os poligonos convexos, por exemplo, tridngulos, quadrados,
retAngulos, losango, paralelogramo, pentdgono, hexdgono e todas as figuras geométricas que seguem esse
padrio de construgio. Eles possuem vértices, lados, Angulos internos, Angulos externos e diagonais ¢ podem
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ser classificados em funcio do numero de 4ngulos ou do niimero de lados, ou seja, seus nomes dependem do
critério que utilizamos para classifica-los:

Niuimero de lados Nome do poligono

(ou de dngulos) Em funcdo do n° de dngulos | Em funcido do n® de lados
3 Tridngulo Trilatero
4 Quadrangulo Quadrilatero
5 Pentagono Pentalatero
6 Hexdgono Hexalatero
7 Heptagono Heptalatero
8 Octégono Octolatero
12 Dodecagono Dodecalatero
15 Pentadecdgono Pentadecaldtero
20 Icosagono Icosalatero

Quadro 01 - Classificagao dos poligonos
Fonte: Dante (2015, p. 156, adaptado).

Diagonal de um poligono ¢ um segmento de reta cujas extremidades sao vértices nao consecutivos do
poligono, por isso o tridingulo nao possui diagonal ja que todos os seus vértices sao consecutivos entre si.

Retornando a questao principal, para calcular a quantidade de diagonais de um poligono de 7 lados,
utilizamos a férmula [equacio]. Por qué? Para o encaminhamento desse “por qué” nas aulas de Prética
de Ensino, utilizamos um material disponivel em nosso laboratério de Matematica, construido por placas
quadradas de mdf 2 e pregos pequenos que representam os pontos de vértices de poligonos, partindo de
cinco até 21 pregos. Para a construgao das diagonais, os alunos sao organizados em grupos ¢ utilizam linhas
coloridas.

_n(n—3)

d 2

a7 2 L R P S Ty h ‘H. B b

Figura 1 — Artesanato e diagonais
Fonte: os autores.

O objetivo ¢ que eles construam com a linha todas as diagonais do poligono e, por meio de seus resultados
e dos colegas, com orientagao ¢ media¢ao do professor, identifiquem a relagao entre o nimero de lados e
o numero de diagonais dos poligonos, seguindo estas regras: construir todas as diagonais do poligono, sem
deixar faltar; a linha nao pode ligar pregos vizinhos porque lado nao ¢ diagonal; nao construir a mesma
diagonal duas vezes, isto ¢, nao pode ir e vir pelo mesmo segmento; e nao cortar a linha antes que todas as
diagonais sejam construidas (REIS et al., 2009).

Os poligonos com maior nimero de lados exige mais trabalho para a construgao das diagonais seguindo
as regras postas. Os alunos “se perdem” na contagem em varios momentos, sendo necessario reiniciar. Um
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sinal de que ha algo de errado na construgao pode ser percebido pelo pequeno circulo que forma no meio
(conforme a Figura 1), uma vez que nio pode haver linha tracando-o, pois o espago circular do meio deve
estar livre. Quando todos finalizam, os resultados sao colocados na lousa em ordem crescente para auxilia-
los na inferéncia da relacio entre o nimero de lados ¢ 0 numero de diagonais do poligono. Esse tipo de
atividade leva-os a participar do processo de construgao de conhecimentos, a compreender a férmula sem se
basear apenas na memorizagao. Esse material também pode ser utilizado pelo futuro professor com alunos
da Educacio Bésica.

Outros caminhos sao trabalhados nas disciplinas de Fundamentos de Matemética e/ou Geometria Plana,
conforme segue:

Raciocinio indutivo - Para desenvolver a f6rmula, pode-se utilizar o raciocinio indutivo sobre o niimero

7 de lados do poligono.

-Se # = 3, o poligono ¢ classificado como trildtero ¢ nao possuird diagonal, (como j4 citado), uma vez que
serdo desconsiderados sempre trés vértices: o proprio e os dois adjacentes.
- Se n =4, o poligono ¢ classificado como quadrilétero e possui duas diagonais como na Figura 2.

A B

D :

Figura 2: Diagonais de um quadrilatero
Fonte: os autores.

Limitaremos a aten¢ao a um dos vértices: o vértice 4 . A partir dele, ¢ possivel tragar apenas uma diagonal,
o segmento [equagao]. Os outros dois segmentos tragados a partir do vértice [equagio] ndo se caracterizam
como diagonais, e sim como lados, pois os vértices B e D devem ser desconsiderados por serem consecutivos.

AC
A (AB e AD)

Seja P o numero de diagonais possiveis de serem tragadas com o vértice A. Desconsiderando os trés vértices
com os quais nio ¢ possivel tragar uma diagonal, a saber: B, D e o préprio A, a relagio matemdtica que descreve
esse nimero ¢ P =4 - 3, o que significa que, a partir do vértice A4 ¢ possivel tragar uma s6 diagonal.

Ao conseguir uma expressao para calcular o niumero de diagonais para um determinado vértice do
poligono, basta entao multiplicar essa expressao pelo numero de vértices desse poligono para encontrar o
total de diagonais:

d = (quantidade de vértices) . (nimero de diagonais por um vertice)
d=4.(4-3)=>d=4
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Contudo, procedendo dessa forma, o que se pode observar ¢ que o resultado serd o dobro do numero
real de diagonais do poligono, uma vez que sabemos que o nimero de diagonais de um quadrildtero ¢ dois e
nio quatro. Isso se deve ao fato de que uma diagonal é sempre “compartilhada” por dois vértices (a diagonal
[equagao] ¢ obtida considerando como ponto de partida o vértice 4 e a diagonal [equagao] considerando
como ponto de partida o vértice C, porém sio segmentos iguais). Dai a necessidade de se dividir por dois,
ou seja: [equagao]

AC
CA
4(4—3)

i
2

2

Facamos agora o caso geral, para um poligono convexo qualquer:
-Se n =k, o poligono possui k lados e [equagio] diagonais.

k.(k=3)
2

Figura 3: Poligono com k lados

Fonte: os autores.

Primeiramente considera-se um dos vértices, por exemplo, o vértice A. A partir desse vértice, é possivel
traar (k - 3) diagonais, pois entre os k vértices do poligono nao serd possivel tragar diagonais com os seguintes
vértices Ay, A e com o proprio Aj, visto que sdo vértices consecutivos do poligono e consequentemente
formadores de lados. Assim, o nimero de diagonais formadas a partir de A; sera:
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P=k~3

Novamente, a partir de uma expressao para calcular o nimero de diagonais para um determinado vértice
do poligono, basta entao multiplicarmos essa expressao pelo nimero de vértices desse poligono e, em seguida,
dividirmos por dois pelo fato de os segmentos [equagio] e [equagdo] serem iguais (quando considerado A,
como ponto de partida ou quando considerado Ay como ponto de partida). Como o poligono possui k
vértices, tem-se que o numero de diagonais serd:

AAeAA
Xy V x
Portanto, para poh’gonos convexos com n lados, tem-se a €Xpressao:

d = ”(?12—_3\),00111?123

Ou ainda:

2
n<—3in
il = — —,comn = 3

Combinatdria: Podemos chegar 4 mesma expressao [equagio] com [equagio] utilizando agrupamento de
elementos com o uso de combinatéria.

Para tanto, vamos retomar brevemente o agrupamento realizado por meio da combinagao simples: seja
M um conjunto com k elementos, ou seja, M = {4, a a3, ...,a;). Chamamos de combinagio simples dos 4
elementos, tomados p a p, aos subconjuntos de M constituidos por p elementos. Esse nimero de subconjuntos
pode ser obtido por meio da expressio:

n!

Ch =
p!(n—p)!

4

Por exemplo, tomando M = {4, b, ¢, d} se desejarmos encontrar todos os subconjuntos de M que possua
exatamente dois elementos, como resultado teremos:
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{a,b} {ack, {adi; {b.c){bd} {cd}

Ou, ainda,

5 4!
G2 _21(4—2)1_6

Nota-se que {a, b} = {b, a}, pois toda combinacio ¢ um conjunto, portanto nio importa a ordem dos
elementos. Assim, podemos associar a cada subconjunto de dois elementos um segmento de reta em que os
extremos sao os dois elementos do subconjunto.

{a,b} <
{a,c} ©
la,d} <
tb,c} ©
tb,d}
{c,d} &

al 2 %1 g 8 &

Voltando ao caso do numero de diagonais em um poligono convexo: dado um poligono 4ABCD, com
quatro vértices, podemos construir um conjunto M = {4, B, C, D}. Nota-se que, ao obtermos todos os
subconjuntos de M com dois elementos, hd alguns que sao associados aos lados do poligono, como: [equagao].
Portanto, o nimero de diagonais do poligono sera obtido pela diferenga entre o total de segmentos possiveis
de serem construidos a partir de seus quatro vértices e do niimero de lados:

AB, BC, CD e AD.

Total de segmentos: [equagio]

. 4!
£k — =6
& W 4—)

Numero de lados do poligono ABCD: 4
Numero de diagonais do poligono ABCD = [equagao]
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Cy —4=6—4=2

De modo geral, dado um poligono convexo A; A, Aj ... A, com n vértices, podemos construir o seguinte
conjunto com esses vértices: M = {A; A, A; ... A,} com n elementos. Qual a quantidade de subconjuntos
de M, com exatamente dois elementos, ¢ possivel formar? Essa quantidade de subconjuntos serd a mesma da
quantidade de diagonais no poligono? Utilizando a expressio de combinagao simples, vamos obter todos os
subconjuntos de M com exatamente dois elementos:

n!
2! (n—2)!

sz

Usando propriedades aritméticas e propriedades de fatorial, tem-se:

n! _mfn—=1)n—2) n(n—1)
21(n—=2)! 2t.(n—=2) 2

(3 = (D

Dentre todos os subconjuntos com dois elementos, ha alguns que sao associados aos lados do poligono, ou
seja, para o poligono A; A, As... A, teremos exatamente n subconjuntos associados aos 7 lados.

A quantidade de lados do poligono A; A, As... A, serd:

n (11)

Como a diagonal de um poligono ¢ um segmento que passa pelo seu interior, tem-se que a quantidade de
diagonais do poligono A; A, As... An serd a diferenca entre o total de segmentos formados pelos vértices do
poligono (subconjuntos com exatamente dois elementos) e o numero de lados. Ou seja, a diferenca entre (1)

e (11):

n.(n—1) nm-1)-2n n*-n-2n n*-3n n(n-3)

2 2 2 T 2

Portanto, [equagio]

s MRS

>— ,comn =3

Com encaminhamentos como esses em sala de aula, concordamos com Moriel Junior e Wielewski (2011,
p-05) a0 afirmarem que “respostas adequadas podem contribuir para uma mudanga na visao dos alunos sobre
a matemdtica, ao perceberem que nao se trata de férmulas ou regras prontas a serem decoradas’.
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2. Por que a férmula que determina a soma dos 4ngulos internos de um poligono convexo

de nlados é dada por S = (n-2).180°?

A abordagem a esse questionamento também serd feita pela ideia indutiva sobre o nimero de regioes
triangulares de um poligono. Essas regioes devem obedecer as seguintes caracteristicas:

1. A unido de todas as regioes triangulares possivel de obter com os vértices do poligono serd igual ao préprio
poligono.
2. A intersegao entre duas regides triangulares distintas serd vazia.

Uma regiao triangular ¢ uma regiao plana limitada por um tridngulo. Lembrando:
- Um 4ngulo ¢ a medida da abertura de duas semirretas que partem da mesma origem, ou seja, ¢ a regiao
entre duas semirretas [equagao] que partem de uma mesma origem O, conforme a Figura 4.

OAe OB

Figura 4: Representac¢io de um 4ngulo

Fonte: os autores.

- Duas retas distintas sao paralelas quando possuem a mesma inclinagdo, ou seja, possuem o mesmo
coeficiente angular. A distincia entre elas ¢ sempre a mesma e nao possuem pontos em comum.

- Uma reta ¢ transversal a outra, se possuem apenas um ponto em comum.

- Duas retas paralelas, 7 e 5, quando interceptadas por uma reta transversal a ambas, formarao angulos como
os representados na Figura 5.
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Figura 5: retas paralelas interceptadas por uma transversal
Fonte: os autores.

Os 4ngulos que ocupam a mesma posicao, ou seja, os Angulos correspondentes, sio congruentes. Além

disso, os Angulos opostos pelo vértice também sao congruentes.
Assim, [equacao] sao equivalentes entre si, assim como [equagio] também o sio: [equagao]
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O estudo da férmula da soma dos Angulos internos de poligonos convexos serd iniciado de maneira indutiva
por casos particulares para chegar-se ao caso geral.

Seja 7 o numero de lados do poligono.

@ Sc 7 = 3, o poligono serd um trildtero ou tridngulo.

Considere o tridngulo ABC. Seu niimero de lados, vértices e 4ngulos internos ¢ igual a trés. Com seus trés
vértices ¢ possivel obter apenas uma regido triangular ABC, que ¢ o préprio tridngulo:
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A {
™ i

Figura 6: regiao triangular em um tridngulo

Fonte: os autores.

Pela relagao dos 4ngulos entre retas paralelas interceptadas por uma transversal exposta acima, pode-se
perceber que a soma dos Angulos internos [equagio] ¢ igual a 180° (meia volta).

A BeC

E possivel mostrar essa soma de maneira pratica em sala de aula por meio de dobraduras. O professor pode
recortar diferentes tipos de tridngulos e juntar as trés pontas (vértices), conforme os exemplos a seguir.

Figura 7: Soma dos 4ngulos internos em triAngulos
Fonte: os autores.

As linhas pontilhadas representam o local em que o papel serd dobrado. A jungao dos trés Angulos/cantos
resultard em um angulo de meia volta (180°).

@ Sc 7 = 4 o poligono serd um quadrilatero.

Seja ABCD um quadrilatero. Nele haverd quatro vértices, quatro lados e quatro Angulos internos. Quantas
regioes triangulares ¢ possivel obter com os quatro vértices do quadrildtero de forma que sua unido seja
o préprio quadrilitero? E de modo que duas regides distintas sejam sempre disjuntas (intersegio vazia)?
(Caracteristicas 1 e 2 listadas anteriormente).
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Figura 8: Regioes triangulares em um quadrilétero

Fonte: os autores.

Fixando o vértice A, pode-se obter as regioes ABC ¢ ACD. O nuimero de regides triangulares sera igual a
dois, conforme a figura 8.

Observe que pelo vértice A foi possivel tragar apenas uma diagonal. Entao, ¢ possivel estabelecer uma
relagao entre o numero de regioes triangulares ¢ o numero de diagonais que partem de um determinado
vértice:

R = (numero de diagonais a partir de um vertice) +1

Pelo caso anterior, sabe-se que a soma dos 4ngulos internos de um triangulo ¢ igual a 180°. Dessa forma, a
soma Importar imagen dos angulos internos do quadrilétero serd dada pelo niimero de regides triangulares
multiplicado por 180°:

S=R180° - § = 2.180° = 360°

@ Sc 2 =5 o poligono serd um pentdgono.

Usando a ideia de obter regides triangulares, quantas regioes ¢ possivel descrever utilizando os cinco
vértices do pentdgono?

Fixando o vértice 4, podem ser obtidas duas diagonais e trés regides triangulares:
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Figura 9: Regioes triangulares em um pentigono
Fonte: os autores.

Observe que o nimero de regides triangulares obedece a relagao:

R = (mimero de diagonais a partir de um vértice) + 1 -~ R=(2)+1 - R=3

Portanto, a soma dos Angulos internos do pentégono sera:
S=R.180° - S = 3.180° = 540°

@ Sc o numero de lados for igual a 72
Considere agora um poligono de n vértices V1V, V; ... V,,, ou seja, uma regiao fechada formada pela uniao
dos segmentos [equagio].

VLUV UV . VUVY.
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Figura 10: Poligono com Importar imagen vértices

Fonte: os autores.

Quantas regioes triangulares poderao ser construidas nesse poligono? A uniao de todas essas regioes deve
resultar no préprio poligono e a intersecio entre duas regides distintas deve ser vazia.
Observe que, nos casos de 2 = 3,7 = 4, » = 5, houve:

V3 > 1 regido triangular

V4 2 regioes triangulares
V'S > 3 regioes triangulares
Indutivamente:

Vn > n - 2 regides triangulares

Em outras palavras, fixando o vértice A, podem ser obtidas exatamente (7 - 2) regioes triangulares:

Figura 11: Regides triangulares em um poligono com 7 vértices
Fonte: os autores.
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Assim, como a soma dos angulos internos ¢ obtida pela multiplicagio entre o nimero de regides
triangulares e a soma dos Angulos internos de uma regiao triangular, tem-se que a soma dos 4ngulos internos
de um poligono convexo qualquer sera:

S = (nuimero de regioes triangulares) . (soma dos dngulos internos de um tridngulo)
S=R.180°
S=(n-2).180° paran=3

3.Porque 0! =1?

Em Analise Combinatéria, utiliza-se o conceito de niimero fatorial. Um resultado empregado como regra
sem maiores questionamentos ¢ o zero fatorial. Basta uma simples consulta a alguns livros e isso serd
encontrado como defini¢ao. Mas por que 0! = 1 se ji tem 1! = 1? Esse questionamento ¢ bem comum entre
os licenciandos.

O fatorial de um numero natural 7, representado por 7/, ¢ calculado pela multiplicagao de 7 por todos os
seus antecessores até chegar ao numero 1:

nf=n.(n-1).(n-2)....3.2.1

Em outras palavras, #/¢ o produto de todos os naturais menores ou iguais a 2 mas note que o zero ¢ excluido.
Entao, afinal, por que 0! = 1, se 1 também ¢ igual a um? H4 uma explicagio para isso?

O conceito de fatorial ¢, em principio, definido para nimeros maiores que zero a fim de simplificar
expressoes em cdlculos como as de arranjos e permutagoes de elementos. De inicio, nao faz sentido pensar
em 0!, porque, como se pode determinar uma sequéncia sem elementos? Como calcular a permutagao de
objeto nenhum? Contudo, quando comecamos a abordar os conceitos de conjuntos nos deparamos com a
situacao de 0!.

Uma expressao usada em Andlise Combinatéria para calcular o nimero de combinagoes é dada por

Importar imagen

n!

Ccn =
p!(n—p)!

p

Essa equagio se refere a0 numero de agrupamentos diferentes, com p elementos cada uma, que ¢ possivel
formar a partir de um conjunto com 7 elementos, lembrando que em combinag¢des a ordem dos elementos
nio importa. Por exemplo, com um conjunto contendo trés elementos {4, 4, ¢}, podem ser formados varios
subconjuntos:

- Por convengio: @

- Contendo apenas um elemento: {4}, {6}, {c}

- Contendo apenas dois elementos: {4, 6}, {4, ¢}, {5, ¢}
- Contendo trés elementos: {4, b, c}

Ha4 trés subconjuntos contendo apenas um elemento, o que ¢ obtido pela combinagio de trés elementos
tomados 1 a 1.
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3! 31 _321_6_
e = o=

3 r—
L " rE—a)  H2r 121

Da mesma forma, pode ser observado que ha trés subconjuntos contendo apenas dois elementos, que sao
obtidos pela combinacao de trés elementos tomados 2 a 2.

3! 3 321 6
= = = =—=3
21(3—-2)! 2!'11!' 211 2

A equagio acima “funciona bem” para seu “propésito original”, ou seja, sempre que 1 < p < n, mas para
os casos em que 7 = p ¢ p = 0 tem-se:

5 S n! B n! n!_l
g P pl(n—p)! n'(n—n) n'0! 0!

. =7 n! _n!_l
b %_mm—w_ﬂm_ﬁf

No entanto, considere que nao sabemos quanto vale

Vimos que hd exatamente um subconjunto com trés elementos, o proprio conjunto {4, b, c}. Isso é o mesmo
que a combinagio de trés elementos tomados 3 a 3, que ¢ igual a um. Esse resultado vale para qualquer que
seja 0 numero de elementos do conjunto, porque sempre havera o préprio conjunto como subconjunto com
a mesma quantidade de elementos, ou seja, combinagio de 7 elementos tomados 7 a 7 é sempre igual a 1.

Deste modo, existem quantas possibilidades de retirar todos os elementos de um conjunto de uma tinica
vez? Como a ordem dos elementos nao importa, ¢ possivel afirmar que hd apenas uma maneira:

En—1.{I)

Por outro lado, aplicando a equagao de combinagao simples conclui-se que:

cn n! n! 1 an

" nl(n—-n) nl0o 0!

A partir de (I) e (II), para que a equagio do célculo de combinagio continue vélida paraz =pep =0,
tem-se que definir 0! de modo que seja valida a igualdade: [equacdo] , porque o tinico resultado possivel que
preserva a igualdade ¢ 0! = 1.
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Em Matematica, a0 se estender um conceito para além do campo de defini¢ao original, a intengio ¢ que
todos os resultados ja conhecidos permanegam validos. Portanto, define-se zero fatorial convenientemente
como sendo igual a um, porque isso preserva a validade de resultados ja conhecidos, nesse caso, a validade da
equagio de combinagio simples (BLOG MANTHANOS, 2011).

Segunda possibilidade: Uma forma bem simples de verificar que 0! =1 foi realizada por uma aluna na
disciplina de Pratica de Ensino quando deixamos como atividade e discussao alguns “por qués” matemdticos.
Nela ¢ utilizada a defini¢ao de fatorial, ou seja, para todo nimero natural 7, diferente de zero, temos:

nl=n(n-1).(n-2)... .3.2.1
Assim, usando o principio indutivo percebemos que:

o G % e ip i
=324 =371 =(3:)]
41=4321=431=4(4-1)

n'=n(n-1)!

Como 7 ¢ diferente de zero, podemos dividir os dois lados da igualdade por 7, resultando:

n! n.(n—1)!

n n

T:—::(n—l).' (1)

Se a defini¢io de fatorial ¢ vilida para todo niimero natural, vamos usar em particular e verificar o que
acontece na expressao

S=(-Dlo-=(1-1)!-

n

1
1

=0-1=0!
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4. Por que a férmula da soma dos n primeiros niimeros impares positivos ¢ igual an2 ?
Para responder, primeiramente, retomamos alguns conceitos como: nimero impar, sequéncia e progressao
aritmética (PA).

@ Numero impar: um nimero ¢ dito impar se nao pode ser dividido em duas partes inteiras iguais, ou
seja, serd impar se o nimero nao for divisivel por 2.

Por exemplo, os numeros impares positivos sao 1, 3, 5,7, 9, ... e assim sucessivamente, obedecendo ao fato
de que, para ser impar, um numero nao pode ser divisivel por 2.

=1

=1.+2

j B g’ 5

=] s g
=] bk 2

o =1 1 W =
1

@ Scquéncia Numérica ¢ todo conjunto ou grupo no qual os seus elementos estiao escritos em uma
determinada ordem.

Quando falamos em uma sequéncia numérica desconhecida, atribuimos ao primeiro termo a representagio
aj, a0 segundo a representagio a, , a0 terceiro a representagao as, ¢ assim por diante, até a representagio do
n-ésimo termo por a, .

Assim, temos usualmente como representagao de:

Sequéncia infinita: (aj, az, a3, ..., ap, ..)

Sequéncia finita: (aj, az, a3, ..., a,)

@ Progressao Aritmética ¢ uma sequéncia numérica em que a diferenga entre dois termos consecutivos
¢ sempre a mesma.

Agora, considere a sequéncia dos n primeiros numeros impares positivos, ou seja, (al, a2, a3, .., an, )
= (1, 3,5, 7, an). Note que a sequéncia (1, 3,5,7,..) é uma progressao aritmética crescente de razao 2,
pois, dados quaisquer dois numeros impares consecutivos, a diferenca entre eles sempre serd igual a 2. Como
desconhecemos o tltimo termo da sequéncia, necessitaremos de uma expressao que represente o n-ésimo
termo, ou seja, o termo a,. Vamos buscar a expressao para o n-ésimo termo da sequéncia.
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ﬂ1:1

%=q+2

=q.+2+
d,=4a; Wt
a4=a1+2+2+2

ap=a, +2+2+2+-+2

n—1 {?ezes
a=a,+2(n-1)
an=l4-2n-2
a = 2n-1

Portanto, a sequéncia dos n primeiros nimeros impares positivos serd

(1, 3) 5, 7, seey 2n - 1)
Conhecendo o termo a,,, podemos obter qualquer termo dessa sequéncia.
Vejamos agora que a soma de dois termos equidistantes dos extremos é sempre a mesma, isto ¢, na sequéncia

(a1, 22, 23, A4y -ovs An3, A2, An-1,3y) LEMOS:
a; +a, =1+ (2n—1) =[2n]
ay+a, 1=3+2[(n—-1)]—-1=3+2n—-2—-1=|2n]
az+ay_,=5+2[(n—2)]-1=5+2n—4—-1=2n
agt+a, 3=7+2[(m—3)]—-1=7+2n—6—1=2n]
Vamos atribuir a nomenclatura de bloco 2 soma de dois termos equidistantes dos extremos. Seja S, = 1 + 3

+5+...+(2n- 1) asomados n primeiros nimeros impares positivos. Para encontrarmos uma expressao para
Sa precisaremos realizar o produto entre o valor numérico de cada bloco ¢ a quantidade de blocos presentes

na sequéncia.

S_= (valor numérico do bloco) . (quantidade de blocos) (I)

Sabemos que o valor numérico de cada bloco presente na sequéncia serd igual a 2,,, por exemplo, a; + a, =
2, (11); j4 a quantidade de blocos serd a metade da quantidade de elementos, pois um bloco ¢ formado pela
soma de dois termos equidistantes dos extremos. Assim, a quantidade de blocos [equacao] (111).
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Substituindo (71) e (III) na expressao (1) temos

2

S o= (2?1).(%) - S, =2%—> S =upe

CONSIDERAGOES FINAIS

“Preparar-se para a docéncia de matematica exige o desenvolvimento de conhecimentos de distintas
naturezas, necessdrios ¢ indispensaveis para a atividade profissional algo que vai configurar a identidade
profissional” (MORIEL, WIELEWSKI; 2011, p. 4). Responder adequadamente aos questionamentos dos
estudantes ¢ um desses conhecimentos indispensaveis. Respostas vagas, como “porque sim”, “porque ¢ regra
da matemdtica”, “porque ¢ uma defini¢ao”, nao sao respostas plausiveis, principalmente em cursos que
formam professores de Matematica.

Neste artigo buscamos trazer alguns argumentos sobre resultados e férmulas matemdticas muitas vezes
utilizadas e vistas como “férmulas mégicas”, prontas e acabadas, como se nao tivessem uma explicagao,
mas hd. Nao conseguimos responder a todos os “por qués” de nossos estudantes, porque “a licenciatura,
por sua vez, também nao ¢ suficiente para esgotar as respostas de todos os por qués, mas ¢ uma forma de
iniciar a preparagao docente neste ambito” (MORIEL JUNIOR; WIELEWSKI, 2013, p- 992). Assim, em
nossa pratica, procuramos construir com os licenciandos uma postura responsavel de buscar compreender
procedimentos, resultados e férmulas tanto como estudantes quanto como futuros professores. Trabalhar
os “por qués” na formagao inicial do professor poderd levd-lo a adotar a pratica de questionamentos e busca
de respostas.

Na década de 90, Lorenzato (1993) salientou que o estudo de “por qués” nao era presente nos cursos de
formacao de professores. Nos ultimos anos, tém-se desenvolvido trabalhos e pesquisas como o de Barbosa
(2011), S4 (2012), Moriel Junior e Wielewski (2011, 2013), Costa e Silva (2016), Souza e Oliveira (2017),
Lins, Lorenzato e Sousa (2018) que contribuem para a formagio ¢ o estudo de estudantes ¢ para o trabalho
docente na Educacio Bésica e em cursos de Licenciatura em Matematica. Este texto caminha na dire¢ao de
contribuir para a qualidade do ensino de Matematica e de servir como material de apoio para o trabalho do
professor.
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1 Utilizamos separado e com acento para manter o padrio de trabalhos anteriores como: Lorenzato (1993), Moriel Junior
e Wielewski (2011, 2013), Costa e Silva (2016) e Lins, Lorenzato e Sousa (2018), que utilizam por qués para perguntas
e porqués para respostas.

2 Sigla para o termo em inglés Medium Density Fiberboard.
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