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Articles

Ribinés teoremos Floydo trikampiui:
naujas poziuris j nenauja uzdavinj

Limit theorems for Floyd’s triangle: a new approach to nota
new problem

Igoris Belovas Igoris.Belovas@mif.vu.lt
Vilniaus universitetas, Lituania

Summary: Floydo trikampio algoritmo (ir atitinkamos kompiuterinés programos)
sudary-mo problema yra neretai pateikiama informatikos moksly krypeiy studentams
kaip pratimas ar pavyzdys, iliustruojantis teksto formatavimo ir ciklo konstrukcijy
savokas. Straipsny- je siloma pazvelgti j objekta (bei jo apibendrinimus) i§ kito
kampo, kaip j kombinatorinj skirstinj, ir nagrinéti jo elementy elgesj, taikant ribiniy
teoremy metodologija. I$keliami klausimai: kokiam ribiniam désniui paklasta trikampio
skaitiai? Koks yra konvergavimo | ribinj désnj greitis? Tokio tipo uzdaviniai gali buti
panaudoti kaip pratimai studijuojan- tiems matematikos ir informatikos kryp¢iy studijy
programose esandius tikimybiy teorijos ir kombinatorikos dalykus bakalaurams, padéty
studentams jvaldyti atitinkama jrodymy tech- nikg ir matematinj aparatg. Straipsnyje
sitiloma galimy uzdaviniy serija bei pateikiamos jy jrodymy schemos.

Keywords: Floydo trikampis, ribinés teoremos, tolygusis skirstinys.

Abstract: Floyd’s triangle is often presented to computer science students as an exercise
or example to illustrate the concepts of text formatting and loop constructs. The paper
proposes to look at an object from a different angle and to examine limit theorems
for the numbers of generalized Floyd’s triangles. Tasks of this type can be used as
exercises in study programs of mathematics and informatics (couses of probability theory
and combinatorics). It would help to master the appropriate proof techniques and
mathematical apparatus. The article proposes a series of possible problems and their
proof schemes.

Keywords: Floyd’s triangle, limit theorems, uniform distribution.

11, vadas

Floydo trikampis yra formuojamas uzpildant trikampio eilutes i§ eilés
naturaliaisiais skai¢iais, pradedant vienetu vir§utiniame kairiajame kampe
(2r. 1 lentele). Sio trikampio algoritmo (ir atitinkamos kompiuterinés
programos) sudarymo problema yra pateikiama informatikos moksly
kryp¢iy studentams kaip pratimas ar pavyzdys, iliustruojantis teksto
formatavimo ir ciklo konstrukeijy savokas [1, 6].

Kitas susijes uzdavinys studentams yra Floydo trikampio bendrojo
nario Fn,k  formulés i$vedimas. Pastebéjus, kad pradinio stulpelio
elementai yra paslinkti per
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1 lentele
Floydo trikampis.

0o W= O

vieneta trikampiai skaiciai, t.y., Fn, 0= Tn+ 1, kur

(1)
=1

ir kad kiekviena trikampio eiluté yra aritmetiné progresija su skirtumu
1, gauname trikampio elementy bendra formule,

Fop= 0 jei,k>n
w5\ t,+  k+ 1 priesingu, atveju (2)
Tadiau | Floydo trikampj galima pazvelgti ir i§ kitos pusés, kaip j
kombinatorinj skirstin. Tegy €, yra sveikaskaitis atsitiktinis dydis su
tikimybémis P nusakomomis formule

F.k
=p ==—,0<k<n
SO Y 3)

Dabar galima nagrinéti F,; elgesj, taikant ribiniy teoremy

Q,=k

metodologija (pl. [2]). Pvz., skai¢iai yra asimptotitkai normalis su
vidurkiu p_ir dispersija 63, jei

lim * > Pn’k—d)(x):O
§ k<, +xo, (4)

kur ¢(x) yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo
funkcija. I§ tikryjy, Floydo trikampio skai¢iai néra asimptotiskai
normalas, ta¢iau kokiam ribiniam désniui jie paklasta? Koks yra
konvergavimo | ribinj désnj greitis? Tokie uzdaviniai Floydo trikampio
apibendrinimams gali bati panaudoti kaip pratimai studijuojantiems
matematikos ir informatikos krypéiy studijy programose esancius
tikimybiy teorijos ir kombinatorikos dalykus bakalaurams.
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2 Ribine s teoremos Floydo trikampio skaic¢iams

Sprendziant ribinio désnio problemg jprastai (Sabloniskai) i§ pradziy
apskai¢iuojama Floydo trikampio skai¢iy generuojanti funkcija

g(x’ )= ZOZ fn xnyk_ 1 . 1 -
’ /TS T

1 Y Y

t— 3 2
() (1) (=Nn) () (1)

_ IHx4y2—x3y—x2y+x2—x
(=) (1)’

ir atsitiktinio dydzio €, momentus generuojanti funkcija

M= (), F) &5 Gl g
=0

(n243n+2)es(m 2D~{r2+3n+4)es(mt D 1n2+n)eSHn2+1+2)
(i) m2e2m2) 1)’

I$nagrinéj¢ normuoto atsitiktinio dydzio X,=€,/n momentus

generuojancios funkcijos M X,,(S) konvergavima, gauname

My, (s)=My(s)+ O(1/n)

kur M (s)=(es = 1) / s yra standartinio tolygaus atsitiktinio dydzio
momentus generuojanti funkcija. Taigi, atsitikeinis dydis €, yra
asimptotiskai tolygus. Visi $ie skai¢iavimai uzimty keleta puslapiy, taiau,
i§ tikryjy, rezultata galima gauti trumpai ir tiesiogiai. Suformuluokime
teoremy.

1 teorema. Atsitiktinis dydis X, =,/ n asimptotiskai yra standartinis
tolygusis, X ,~U(0, 1).

Nagrinékime i§ karto bendresnj atvejj.
2.1 Natu raliu ju, skaicin, laipsniu, trikampis

Trikampio elementy bendroji formulé yra

a 0, jei, k> n,

ke (T +k+ l)s priesingu, atve ju (5)

Jvertinkime $io apibendrinto Floydo trikampio eilutés elementy suma
(7), pasitelkiant rezultata natiiraliyjy skaiciy laipsniy sumoms (gaunamas
pritaikius Eulerio-Makloreno sumavimo formulg),
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n ns+1 + O(ns) Jeis> — 1,
Lpfll) c= )= {y+logn+O(m)), jeis= -1,
- Q(S) + ,%1 + O(”S)’ Jeis< =1, 6)

da ¢(s) yra Rymano dzeta funkcija, Y yra Eulerio-Maskeronio
konstanta. Pagal (1) ir (6), turime

Sg)zz (1) _ lp(721+n+1 tp(l) - _n2s+l+0( 2)

= 7)

D= Qg) / n pasiskirstymo funkcija lygi

Pl LA T (W R

_ n2+n) ([nx]+l)(l+0(n— 1))
n2s+(14+0(r1))

O
xxt1/n]

Taigi, 1 teorema galioja F(ri,)( skai¢iams. Analogiskai teorema jrodoma

Normuoto atsitiktinio dydzio X<

lyginiy ir nelyginiy skai¢iy laipsniams.
2.2 Pirminiu, skailiu, laipsnin, trikampis

Tegu {pn} yra pirminiy skai¢iy seka. Atitinkamo apibendrintojo
trikampio elementy formulé yra
0, Jjeik > n,
S
" (pTu+k+1), priesinguatveju (8)

Galime jvertinti $io apibendrinto Floydo trikampio eilutés elementy
sumg (12) pasitelkiant pirminiy skai¢iy laipsniy sumos asimptotine
formule [5

ey o
O(ts+le(s+l)3/5 9(1,‘)), jei — 1<s5<0,
Pkt )

kur

25



Lietuvos matematikos rinkinys, 2021, vol. 62 Ser. B, ISSN: 0132-2818 / 2335-898X

-1/s

G(t) = - O.2098(10gt)3/5 (loglogt)
ir 1(¢) yra pirminiy skai¢iy pasiskirstymo funkcija [4],

m(¢) =li (1) + O(te00), (10)

kur li(7) yra integralinis logaritmas. Toliau, atsizvelge j jvertj [3]

loglogn
a nlogn(1+ “logn )} (11)

apskai¢iuosime suma

SQ) ZF@) =n,(PT ,+n+1)= n28+1(logn) (1 + lolglogn ))
ogn (12)

ir normuoto atsitiktinio dydzio XSZ )= Qg, ) /n pasiskirstymo funkcija
Foof)=(s2) ) O SDHPT, A )= (T
nx loglogn loglogn
=¥ +O( lgogf )=X+O( lgogf )
Taigi, 1 teorema galioja F', ; skai¢iams. Kitas kelias jrodyti asimptotinj

tolyggumg — tai pastebéti, kad m<p <m? kai m>1 (pl. (11)), ir
pasinaudoti jau jrodytu rezultatu laipsninéms funkcijoms.

2.3 Rodykliniu, funkciju, trikampis

Ar visi Floydo tipo trikampiy skaiiai paklasta tolygiajam désniui?
Nagrinekime trikampj su elemento bendraja formule

ﬁ'(3) _ { jei k>n
esS\Tu*k*1) priesingu atveju. (13)

Ivertinsime trikampio eilutés elementy suma, pasitelkiant geometrinés
progresijos nariy sumos formule,

n

D. =Y =1
W Zek -1

=0 (14)

Kai s> 0, turime
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n
§O = ) (3) eS(T_+"+2)( p—n 1))
;)IF(mk L'UT,,+n+1 Y7 1 (15)
Normuoto atsitiktinio dydiing) = QSE) / n pasiskirstymo funkcija lygi

Fo T S

k<nx
o1

= . —5«(1—x>(1+0(e_m 0, jei x<l, (17)

o)

tia F(x) yra i$sigimes skirstinys. Taigi, 1 teorema negalioja F’ nk

(16)

P = {1, jei x=1,

skai¢iams.
2.4Uzdavinin, pavyzdziai

Daugiau uzdaviniy apibendrinty Floydo trikampiy skai¢iams galima rasti
2 lentel¢je. Visi ie skaiciai yra asimptotiskai tolygus.

2 lentele.
Floydo trikampiai.

Trikampio funkeija

Trikampio skai¢iai  Pagalbiné suma LP,{{“

Logaritminé
Sinuso kvadratas

Kosinuso kvadratas

Pagr. Dirichlé charakt.

Eulerio funkcija

log(T,, + k+1) > p—ylogk =nlogn —n+ O(logn)
sin?(Th + k + 1) P _osin?k=n/2+ 0(1)

cosQ(Tn +Ek+1) Z: Gcosgk:n:’ﬁ—i—O{l]

x0:d(Tn +k+1)  Xi_ox0a(k) ~ ¢(d) [5]

(T +k+1) >, p(k) ~ 3n2/n?
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