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Summary: Sudaryti judéjimo su apribojimais (judéjimo glodzia kreive) 2D ir 3D
matematiniai modeliai. Modeliy struktiira sudaro netiesinés pirmos arba antros cilés
diferencialinés lygtys. Istiri laisvo judéjimo ir judéjimo su pasiprieSinimu atvejai.
Skaitiniais metodais gauti diferencialiniy lyg¢iy Kosi uzdavinio sprendiniai. Pateikti
judéjimo su apribojimais taikymo pavyzdZiai, kuriuose yra svarbus tikslus jvairiy
judéjimo su apribojimais daugelio parametry radimas.

AMS: 70K40

Keywords: matematinis modelis, netiesiné diferencialiné lygtis, apribotas judéjimas,
gravitacijos jéga, energijos disipacija.

Abstract: This paper presents an investigation of modeling and solving of differential
equations in the study of mechanical systems with holonomic constraints. The 2D and
3D mathematical models of constrained motion are made. The structure of the models
consists of nonlinear first or second order differential equations. Cases of free movement
and movement with resistance are investigated. Solutions of the Cauchy problem of
obtained differential equations were obtained by Runge—Kutta method.

eywords: mathematical model, nonlinear differential equation, constrained motion,
Keyword thematical model 1 differential equat trained mot
gravitation force, energy dissipation.

11, vadas

Judé¢jimo su apribojimais (constrained motion) uzdavinys dazniausiai
sprendziamas arba naudojant lokalia koordinac¢iy sistema arba
apibendrintose koordinatése [1, 3]. Darbe $is uzdavinys issprestas
inercinégje Dekarto koordinadiy sistemoje, t. y. sudarytas judéjimo su
stacionariais holonominiais rysiais

x=x(u),y=y(u),z=z(u), ul[u, u,], x, y, ZDC(I)[ul, u] @)

(plokstios kreivés atveju z(u) 0) matematinis modelis (MM) ir
apskaiciuoti visi tokio judéjimo parametrai (kaip laiko funkcijos). Visur
tiriamo judéjimo priezastimi yra tik gravitacijos jéga ir pradinis greitis
vl = vl(ul), o MM sudarytas remiantis materialaus tasko (MT) pilnos
energijos balansu.
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2 2D Modeliai

Tegul masés m MT pradeda judéjima
kreivesL:y =y (x) (YDC(I), [xp %] ) taske[x;, ¥, (x;) ] su pradiniu
grei¢iu vi = vi(x;) ir juda kreive Z, veikiant tik gravitacijos jégai, tada
pagal energijos tvermeés désnj potencinés Ep = mg y(x) + const ir kinetinés

2
Ek_mV 2( x) energijos suma yra pastovi, todél
2 mv?
mg  y(x)-+const+ ov 2( x) mgy 1+00ﬂ5t+71 s

¢ia g laisvo kritimo pagreitis, taigi V2(X)=V%-2g(y, (x), -,y 1) , bet
y1=y(x1), todél

v(x)=ViH+2e(y, (x1), -y, (x)) 2)

I§ (2) scka, kad MT judantio kreive L greitis bet kuriame
kreivés L taske priklauso tik nuo MT ordina¢iy skirtumo yI -
y(x) ir pradinio grei¢io vl. Jei kreive L apibrézta parametrinémis

lygtimis (1) x=x(u), Y=Y (u), u; Su<u,, tai

V(W)= +2g [y, (u)), -y, (u) ]

Rasime MT judancio gravitaciniame lauke kreivey (x), x;<x<x,
judéjimo lygtis. Tegul pradiniame taske /x;, y(x;)/ greitis lygus v1, tada

greitis bet kuriame taske /x, y(x)/ lygus

v(x) =2 (v, s (X))
Jeis = s(z) MT nueito kelio laiko tarpe nuo t = 0 iki # = ¢ funkcija,
tai ds=y/1+y'(x)? lanko ilgio diferencialas irdt=—=~ ( ' Tadalaikas T per
kurj MT judés kreive nuo tasko /1, y(x1)] iki tasko [x, y(x)J:

T=th=f ds =J. Lty (0 dx .
X) XIV(X) xl\/v§+2g(y,(xl),-y,(x)) (3)

Diferencijuodami (3) pagal . gauname MT judéjimo diferencialing

lyge:
di_ 1+(y)?

dx\NV2+2g(yl-y) (4)
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Gavome diferencialing lygtj atvejams kai judé¢jimui su apribojimais néra
energijos disipacijos.

Tirsime judéjimg (1 pav.) kreive y = f (x), kai MT su vienatine
mase (2 = 1) veikia tik gravitacijos jéga F, o judéjimo kryptimi veikia
terpés pasiprieSinimo jéga Fy = k, (yra energijos disipacija). Greiciy
lauko radimui sudarysime diferencialine lygtj, remiantis tuo, kad kinetiné
energija £, sunaudota pasiprie$inimo jégai jveikti laiko tarpe nuo # = 0

iki # lygi:
E (t)=ftF ds =_[th(D)V(D)dD=kftv2(D)dD
k 0 k 0 0

¢ia ds = v(t )dr — nueito kelio diferencialas taske 7.

1 pav
MT veikiand¢ios je’gos esant pasiprieSinimui.

Pagal energijos tvermés désnj MT energija bet kuriuo laiko momentu
tyralygi MT energijai pradiniame taske minus energija sunaudota terpés
pasiprieSinimui nugaléti £y, t. y.

t
m +m_V2L =(m +,m—Vz L k| v2(0O)dO
gyt =t( gyn =5 )=0 IO (0)

Nemazinant bendrumo galime laikyti, kadm=1v(0) =0, y(0),

tada laiko momentu t

> t
+¥=k| v2(0)dO
ey =k v2(0)

Diferencijuojant §j rei$kinj gauname grei¢io pasiskirstymo laike
diferencialing lygtj:

witkvZtgy =0 (5)
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Lygtyje (5) visos funkcijos priklauso nuo laiko t, todél y‘(2) yra
nezinoma ir i$spresti gauty diferencialing lygtj (c. y. rasti grei¢io v
priklausomybe nuo laiko) negalime.

Padauginus  diferencialing lygtj (5) 1§ dr ir pastebéjus,
kady'dt =dy, vdt = ds, v'dt = dv, gauname funkcijy v, s, y diferencialy
sarysj:

vdv+kvds+gdy=0 (6)

Sis sary$is galioja bet kurio parametro funkcijoms v, s, y. Todél,
pavyzdziui, padaling (6) i§ dx (tada parametru tampa .) gauname greicio

VV',ﬁ‘kV\, l+y 2 +gy’ =0 (7)

Tadiau, kai v; = 0, lygtis (4) tampa i$sigimusia. Tada pastebéjus, kad

diferencialing lygtj:

ec p S ir pakeitus greitio funkcija v(x) j w(x) = v*(x), gauname jau
neissigimusia (net kai w(x1) = v2(x1) = 0) diferencialing lygtj funkcijai
w(x):

wer2kfw(1Hy2) +2gy, 20 (v, (x),=yWw(x) ) @

Tai pirmos cilés netiesiné lygtis su Kosi salyga v(x;) = v, .
3 3D Modeliai

Tegul dabar masés 72 = I MT juda kreive (1) veikiamas tik gravitacijos
jegos ir terpés pasiprieSinimo jégos Fy = -k, . Tada gravitacijos jegos
F, poveikj judéjimui sudaro tik laisvo kritimo pagreicio g = [0, 0, g]T
projekcija j judéjimo kryptj 7 = [x#(u) y#(u) z#(u)]" :

/

u

Fe=prpg= g
e \/X’u2+y’u2+2'u2
Judéjimo lyg¢iy sudarymui pazymeésime # = w(z), (¢ia w(z) nezinoma
funkcija, # - laikas). Funkcijos w(?) radimui sudarysime diferencialing
lygti, nes Zinant w(2), gauname judéjimo lygtis
x=x(w, (t)),
y=y(w, (1)),
z=z(w, (t)).
Judéjimas veikiamas tik jégomis F, Fp , (ju veikimo kryptys
kolinearios), tai sumuodami jas gauname atstojamajg jéga F (arba pagreitj
a,nesm=1)
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e — —8Zy _
F —a—Fg+Fk Jxru2+ylu2+zlu2 kv

Judandio tasko grei¢io vektoriy v rasime diferencijuodami judéjimo
lygtis:
V= [Xa (W, (t) )9 Y» (W, (t) )7 Z, (Wv (t) ) ],t: [X’w W’ta y’ua W’ta Z’us W’t] = [X’ua y’ua Z’U]W,[
tada judandio tasko grei¢io modulis v ir pagreitis a:
— 4 2 4 2 4 2 4
vl = =Ky 7, W,
_ (KuX'uhY Y W XSy AW

r 2 2, 2
JXu +Y’u +Zy

=w(t)

o atsizvelgus i tai, kad a = Fg + Fk, turime

—_8%u —%kv
,_X,uz vy
u =w(t)
_ (KX uchy Y )Wy 2

Jx,uz by 27,2

=w(t)
Ireiskus w”; (t) gauname diferencialing lygtj funkcijos w(z) radimui:
_g Z’ u _k (X,uzy + > y’uza + b Z’u2 ) W’t - (X’Lb X"u> + ) Y'u, y"u, + ] Z’ w Z’ ,u ) W’tz
X2ty 27y ®
ir pradines salygas: w(#1) = ul (u1 pradinio kreivés tasko parametro u
v

reik§mé),w' (t)) = . (nes  v= \’x’uz + y’u2 +7 2 W,
o v, greitis pradiniame kreivés taske).

wr(t) =
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o

2 pav
Keplerio parabole” (melyna spalva).

=5 ]

Laikas [s]

3 pav
70 kg mase s MT svoris judant parabole.
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4 pav
Apribojanti kreive .

4 Skaic¢iavimo pavyzdziai
4.1 Keplerio parabole " (le "ktuvo trajektorija imituojanti nesvarumaq [2])

Bitina léktuvo trajekrorija (apribojanti kreivé 2 pav.) K, # C™V[—oco, oo,

a>0:
exp (—,4,x2) jei— o <x<s(a),

ko(x,a) = { —b(a)x2+c(a) jeis(a) <x< —s(a), s(a):_%, ba) =sex-as(@)] e(a) = bla)[b +.5 (a)]
exp( =, ax?), jei—s(a) <x< + oo,

Svorio kitimas judant parabole parodytas (3 pav.).
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5 pav
Pagreicio a(t) dedamu ju, ax(t), ay (t), az (t) grafikai.

4.2 Jude ‘jimas spirale elipsinio cilindro pavirsiumi su pasipriesinimu

Tegul MT juda apribojanéia kreive (# = 0. . . 27):

x =2cosu,
Yy = —4sinu,

zX (2,7-[7 _,U) /25

esandioje elipsinio cilindro pavirsiuje su pradiniu grei¢iu vl = v(0) = 0,
o terpés pasiprieSinimo jéga Fk = 0.1v (4 pav.)

Pateiktos MT pagreicioat = [ ay, (1), ay, (), az () ]T projekcijos j
koordinatiy asis (5 pav.).

Visi pavyzdziai skai¢iuoti adaptyvaus zingsnio ketvirtos eilés Runges ir
Kuto metodu.
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