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Summary: Autoriai [4] straipsnyje apibrézé pseudo Herono trikampio, kurio krastiniy
ilgiy kvadratai yra sveikieji skaiciai, o dviguba ploto reik$méirgi sveikasis skaicius,
savoka. Siame darbe nagrinéjamas atskiras tokiy trikampiy atvejis, kai dviejy jo krastiniy
ilgiy kvad- ratai yra 4k +1 pavidalo pirminiai skai¢iai. Jrodoma, kad bet kuriems
dviems duotiesiems pavidalo 4k + 1 pavidalo pirminiams skai¢iams egzistuoja pseudo
Herono trikampis, kurio vir§inés yra sveikaskaités gardelés taskuose, o dviejy krastiniy
ilgiy kvadratai lygis tiems duotiesiems skai¢iams. Be to jrodyta, kad tokiy trikampiy
yra baigtinis skai¢ius. Taip pat jrodoma, kad bet kuriam duotajam pavidalo 4k +1
pirminiam skai¢iui egzistuoja lygia$oniai pseudo Herono trikampiai, kuriy vir§inés yra
sveikaskaités gardelés taskai, jy Soniniy krastiniy ilgiy kvadrartai lygts duotajam skai¢iui,
o tokiy trikampiy yra baigtinis skaicius.

Keywords: Herono trikampis, pseudo Herono trikampis, pirminiai skai¢iai, dviejy
sveikyjy#1 skaic¢iy kvadraty suma.

Abstract: The authors introduced the concept of a pseudo-Heron triangle, such that
squares of sides are integers, and the area is an integer multiplied by 2. The article
investigates the case of pseudo-Heron triangles such that the squares of the two sides
of the pseudo-Heron triangle are primes of the form 4k+ 1. It is proved that for
any two predetermined prime numbers of the form 4k + 1 there exist pseudo-Heron
triangles with vertices on an integer lattice, such that these two primes are the sides
of these triangles and such triangles have a finite number. It is also proved that for
any predetermined prime number of the form 4k + 1, there are isosceles triangles with
vertices on an integer lattice, such that this prime is equal to the values of two sides and
there are only a finite number of such triangles.

Keywords: Heronian triangles, pseudo-Heronian triangles, prime numbers, sum of
squares of two numbers.

11 vadas ir rezultatu, formulavimas

Gerai zinoma Ferma teorema teigia, kad kiekvienas pavidalo 4k+1
pirminis skai¢ius p iSreiskiamas dviejy sveikyjy skaic¢iy kvadraty
suma p=a2+b2, a,b& 7 be to idraiska p=cﬂ+b2 yra vienintelé
(jei nekreipiame démesio j skai¢iy a ir b sukeitimg vietomis ir
ju zenkly kombinacijas). Ferma §j fakta pavadino ,fundamentaligja
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stadiyjy trikampiy teorema® (“the fundamental theorem on right-angled
triangles”) [5]

I§ $ios teoremos seka, kad egzistuoja vienintelis statusis trikampis, kurio
jzambines ilgis lyguS\/; , 0 statiniy ilgiai yra sveikieji skai¢iai.

Apibrésime pseudo Herono trikampiy sagvoka, kurios atskiras atvejis
yra Herono trikampiai.

1 apibrézimas. Trikampis, kurio kratiniy ilgiy kvadratai yra sveikieji
skaic¢iai, o dvi- guba ploto reik§mé — irgi sveikasis skai¢ius, vadinamas
pseudo Herono trikampiu.

Pazymeétina, kad mokyklinéje geometrijoje daznai susiduriama su
pseudo Herono trikampiais. Pavyzdziui, trikampis, kurio krastinés lygios
Herono trikampio pusiau- kra$tinéms, arba trikampis, kurio vir§unés
yra sveikaskaités gardelés taskai, yra pseudo Herono trikampiai. Statusis
trikampis, kurio statiniy ilgiai — sveikieji skaiciai, irgi yra atskiras pseudo
Herono trikampio atvejis.

Pagrindinius $io darbo rezultatus iSreiskia dvi teoremos:

1 teorema. Bet kuriems dviem duotiesiems 4k + 1 pavidalo pirminiams
skaidiams egzistuoja lygiai astuoni pseudo Herono trikampiai, kuriy
virsanés yra sveikaskaités gardelés tasknose, dviejy krastiniy ilgiy kvadratai
lygiss tiems duotiesiems skaiciams.

2 teorema. Bet kuriam duotajam pavidalo 4k + 1 pirminiam skaidiui
egzistuoja lygiai penki lygiasoniai pseudo Herono trikampiai, kuriy virsinés
yra sveikaskaités gardelés taskai, jy Soniniy krastiniy ilgiy kvadratai lygis
duotajam skailiui.

2 Pagrindiniu, rezultatu, ;irodymas

3 teorema [Ferma]. Bet kuriam duotajam pavidalo 4k+1 pirminiam
skaidiui p egzistuoja vienintelis statusis pseudo Herono trikampis, kurio
(Zambinés ilgio kvadratas lygus p, o statiniy ilgiai yra sveikieji skaiciai.
Tokio trikampio virsunés gali bisti patalpintos gardelés 72 taskuose.

Teoremos jrodyma galima rasti [2] ir [1] darbuose.

Plok$tumoje nagrinékime stadiakampe Dekarto koordinadiy sistema ir
joje svei- kaskaite gardele 7>

2 apibrézimas. Sakykime, kad trikampio OAC virSinés yra
sveikaskaités gardelés 72 taskuose, o taskas . yra koordinaciy sistemos
pradzios taskas. Tuomet krasting AC vadinsime trikampio OAC
pagrindu.

Teoremos 1 i rodymas. Pirmiausia teorema jrodysime, kai viena
trikampio vir$ini¢ yra koordinaliy pradZios taske O. Sakykime,
kad p, ir p, yra du skirtingi pavidalo 4k+1 pirminiai
skaic¢iai, tai pagal Ferma teorema teisingos lygybes p= x% ir
P,= x% + y%, ciax,;> 0, y,> 0, x,>0, V,> 0 sveikieji skaiciai. Sakykime,
kad P <Py Sveikaskait¢je gardeléje 7> pazymékime taskus, kuriuos

pavadinkime Zemutine grupe (1 pav. atitinka atvejj p= 5):
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Al(xp yl), 31(y1= x1)= Cl( - ny1)= Dl( X y‘), E1( — X y‘), Fl( VT x1)> Gl(yy - x1)> Hl(xlv - y1)

1 pav
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2 pav.
Pastebékime, kad

(P, =04,=0B,=0C\= 0D, = OE|= OF 1= 0G| = OH =[x} + 2

Toje patioje gardeléje 7> pazymékime taskus, kuriuos pavadinsime
virSutine grupe:

Az(xzp y2)= B2(y2, xz), Cz( Yy xz} Dz( X, yz)’ Ez( — X, yz), F 2( Yy~ xz} Gz(yzv x,)H 1

Akivaizdu, kad toje padioje gardel¢je 72 pazymékime taskus, kuriuos
pavadinsime virSutine grupe:

\P, =04,=0B,=0C,= 0D, = OE,= OF ;= 0G,= OH, =[x} +)2

Pastebékime, kad atstumai nuo bet kurio Zemutinés grupés tasko iki
bet kurio vir§utinés grupés tasko yra lygts vienam is $iy skaiciy.

Nesunkiai patikriname, kad visi $ie 8 atstumai yra skirtingi. I§ ¢ia seka,
kad jungdami atkarpomis Zemutinés grupés taskus su vir§utinés grupés
taskais, gauname trikampiy pagrindus (2 pav. nubrézti tie pagrindai, kai

p,=5p,=13, o visi pagrindai iSeina i§ tasko Al(xl, y\). I (1) lygybiy
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gauname, kad visi tie 8 trikampiai yra skirtingi. Taigi gavome 8 skirtingus
trikampius, kuriy vir§anés yra sveikaskaités gardelés 7> taskai, o duotieji
pirminiai skaiciai p ir p, yra ty trikampiy kratiniy ilgiy kvadratai. Sie 8
trikampiai yra pseudo Herono trikampiai [4].

Dabar sakykime, kad MNK yra trikampis, kurio vir$unés yra
sveikaskaités gar- delés 7?2 taskuose, M N = P, MK = \/Z ,ovir§uné M
nesutampa su koordinaciy sistemos pradzios tasku O.

Altikimi tiesogini plokstumos judesi kuriouo taskai ir . atvaizduojami
atitinkamai j taskus M ir N.. KadangiM N = OA4, = \/p_1 , tai toks judesys
egzistuoja ir yra vienintelis. Sakykime, kad tasko . vaizdas yra sveikaskaites
gardelés taskas L(x, y). Kadangix2+)2= p, tai i§ Ferma teoremos

iSplaukia, kad taskas . sutampa su vienu i§ vir§utinés grupés tasky.

3 pav
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4 pav

Teoremos 2 ,irodymas. 1§ Ferma teoremos seka, kad bet kuriam pavidalo
4k +1 pirminiam skai¢iui p teisinga lygybép=x2+)2, ciax>0,y>0
sveikieji skaiciai, ir x > y. Sveikaskaitéje gardeléje 7> pazymékime taskus
A(x, ), B(y, x), C(= y, x), D(=x, y), B(=x, = y), F(=y, =x), G(y, —x), H(x, = {})

(3 pav. brézinys atliktas, kai p = 13). Akivaizdu, kad

[p=0A=0B=0C=0D=0E=0F=0G=0H=y2+12 (3

Nesunkiai randame, kad skirtingi atstumai tarp bet kuiy dviejy i$ tasky
(2) yra lygts vienam i$ $iy skaiciy:

R e NN 2y S R eceor (SR U Yzl YR P e RUCRY RS NP LRV OO
Sujunge koordinadiy pradzios taska O(0, 0) atkarpomis su taskais
(2), gauname lygiaSonius trikampius, kuriy vir§iinés yra sveikaskaités
gardelés 77 tagkai, o ju dviejy Soniniy krastiniy kvadratai lygas duotajam
pirminiam skai¢iui p. Atstumas, lygus skai¢iui 2\/x2+ 2, negali bati
lygia$onio trikampio pagrindu, nes i§ (3) lygybés gauname, kad jo vir$anés
yra vienoje ties¢je. I§ (4) lygybiy i$plaukia, kad yra 5 skirtingi lygiaSoniai
trikampiai, kuriy $oniniy krastiniy kvadratai lygas p, o vir$unés yra
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gardelés 72 tatkai. 4 pav. parodyti tie penki trikampiai, kuriy pagrindai,
iSeina i§ gardelés taskoA(x, y), kai p=13. Sie 5 trikampiai yra pseudo
Herono trikampiai [4].

Analogiski samprotavimai kaip ir 1 teoremos jrodyme leidZia daryti
i$vada, kad bet kuris lygiaonis trikampis, kurio vir§anés yra gardelés 72
taskai, o dviejy Soniniy krastiniu ilgiall lygus Jp yra lygus vienam is
gauutu ju penkiu trikampiu.

I$ 1 teoremos jrodymo neiSplaukia, kad pseudo Herono trikampiai,
kuriy dvie- jy krastiniy kvadratai yra duotieji pirminiai skai¢iai, yra tik tie
8 trikampiai, kuriy vir§ineés yra sveikaskaités gardelés taskuose. Gali bati
pseudo Herono trikampiy, kurie pasiZymi minétomis savybémis, bet néra
tokios sveikaskaités gardelés, kurios taskai buty ty trikampiy vir§unés.
Analogiskai i§ 2 teoremos jrodymo nei$plaukia, kad lygiasoniy pseudo
Herono trikampiy, kuriy $oniniy krastiniy ilgio kvadratas yra duotasis
pirminis skai¢ius, yra tik 5 trikampiai, kuriy vir$unés yra sveikaskaités
gar- delés taskuose, nes gali buti trikampiy, tenkinanéiy $ig salyga, kuriy
vir§inés néra sveikaskaites gardelés taskuose.

Autoriai [4] darbe jrodé, kad bet kuriam pseudo Herono trikampiui
egzistuoja panasus jam trikampis, kurio vir§inés yra gardelés 77 taskuose.
Yra zinoma, kad bet kurio Herono trikampio vir§ines galima patalpinti
sveikaskaités gardelés taskuose [3, 6]. Analogiska prielaida pseudo
Herono trikampiams (zr. [4] darbo 1 problema) yra nejrodyta. Jei
Sios prielaidos teiginys buty teisingas, tuomet bet kuriems duotiems
4k + lpavidalo pirminiams skai¢iams p,ir p, (pli pz) egzistuoty tik
8 pseudo Herono trikampiai, kuriy dviejy krastiniy ilgiy kvadratai
buty lygus duotiesiems skai¢iams. Taip pat bet kuriam 4k + 1 pavidalo
pirminiam skaidiui . egzistuoty tik 5 skirtingi lygiasoniai pseudo Herono
trikampiai, kuriy Soniniy kradtiniy ilgiy kvadratai buty lygas tam
pirminiam skaiciui.Literatu™ra
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