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Summary: Akademinéje matematikoje naudojami dydzio ir skai¢iaus sgvoky apibrézi-
mai néra tinkami mokyklinéje matematikoje dél savo sudétingumo mokinio
kognityviniams gebéjimams. Straipsnyje svarstomi dydziy ir skai¢iy traktavimo budai
matematiniu sampro- tavimu grjstame mokyklinés matematikos turinyje.

Keywords: mokyklinés matematikos turinys, dydis, skai¢ius, matavimai.

Abstract: Definitions of concepts of magnitude and number used in academic
mathematics are not suitable for school mathematics for reasons of their cognitive
complexity. We discuss possible ways to treat magnitudes and numbers in school
mathematics based on mathematical reasoning.

Keywords: content of school mathematics, magnitude, number, number line,
measurement.

I,vadas

Sis tekstas apic savoky ,dydis“ ir (realusis) ,skai¢ius naudojima
mokyklin¢je mate- matikoje. Svarstomi klausimai: kokia yra $iy
savoky svarba mokyklinés matematikos turinyje ir kaip Sios savokos
apibréziamos? Klausimai kyla ripinantis matematikos sgvoky apibréZimy
tikslumu musy vadovéliuose.

Apskritai savoky svarba matematikoje lemia ne tik tai, kad jomis
nusakomi abst- raktas objektai. Dar svarbiau yra tai, kad matematikos
objektai sagvokomis nusako- mi vienareik$miskai, o savoky rinkinys
sudaro loginiais rysiais susijusig hierarching struktiira. Sie mokyklinés
matematikos aspektai reik§mingi tada, kai sickiama vaikus supazindinti
su matematinio mastymo specifika. Tokia yra $io svarstymo prielaida.

Visy klasiy musy matematikos vadovélivose zodziai ,dydis“ ir
sskai¢ius® minimi ypa¢ daznai. Tadiau jy reik$Smés paaiskinima
vargu ar rasime, o tuo labiau apibrézi- mo. Dydis kartais laikomas
ne matematine sgvoka. Tadiau matematiniame kontekste,dydis“ ir
»skaic¢ius® yra traktuojami sinonimiskai. Tausodami vieta tokias situacijas
iliustruojanciy pavyzdziy ¢ia nepateikiame.

Akademinéje matematikoje skai¢iaus ir dydZio savokos apibréziamos
aksiomy pa- galba bei konstruojamos naudojant ekvivalentumo klases.
Mokyklinéje matematikoje tokios $iy savoky apibrézimo priemonés
néra tinkamos dél jy kognityvinio sudétingu- mo. Siekiant mokykline
matematika grjsti matematiniu samprotavimu, visos mate- matinés
savokos turéty buti aiskiai ir logiSkai tvarkingai apibréZiamos, bei
suderintos su turiniu.
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Straipsnyje primenamas savoky ,dydis“ ir ,skai¢ius“ vaidmuo
matematikos evo- liucijos eigoje siekiant pagrjsti jy svarbag moyklingje
matematikoje. Po to aptariami jy apibrézimo variantai.

1 Dydis ir skai¢ius matematikoje

Matematikos evoliucijos eigos, pradedant senovés graiky matematika
ir baigiant $iuo- laikine matematika, pagrindiniu bruozu laiky¢iau
matematikos objekty sampratos kaita. Euklido,Pradmeny” aksiomos
buvo grindziamos jy intuityviu akivaizdumu, suderinamu su realiame
pasaulyje matomomis geometriniy objekty (dydziy) savybé- mis.
Siuolaikinés matematikos aksiomos nutrauké $io tipo rysj su realiuoju
pasauliu ir matematiniy objekty savybes grindzia tik tomis savybémis,
kurios i$reiskiamos aksio- momis, nebandant jy susieti su realaus pasaulio
reiskiniais. Matematika evoliucionavo nuo matematikos kaip mokslo apie
kiekj j simboling matematika, kai simboliai jgyja matematikos objekty
vaidmenj (S. Stenlund [10]). Sioje istorijoje tiek dydis, tiek skaiius yra
tos matematikos savokos, kurios geriausiai iliustruoja matematikos kai-
ta. Ciair toliau laikomeés i§ Aristotelio ,,Metafizikos“ kildinamos terminy
sampratos, pagal kuria kickis (angl. quantity) yra skai¢ius (angl. number)
arba dydis (angl. magnitude).

Skai¢ius buvo visg ko pradas Pitagoro pasauléziuroje. Tadiau istorija
su nebend- ramacdiais dydZiais pakeité tokj skai¢iaus statusa. Lyginant
su aritmetika, Euklido,Pradmenyse“ dominavo geometrija. Sio veikalo
nagrin¢jimo objektai buvo dydziai. Nagrinéti penkiy rasiy dydziai:
tiesés atkarpos, plokstumos sritys, erdviniy figiry pa- virsiai ir tariai,
bei kampai. Skirtingai nuo Siuolaikinés matematikos, senovés graiky
matematikoje dydziai neturéjo jokio rysio su skaiciais. Senovés graiky
poziuris j skai- ¢ius ir dydzius pasikeité tik gerokai véliau.

Realiyjy skai¢iy atsiradimas Vakary kultaroje siejamas su flamandy
matematiku ir inZinieriumi Simonu Stevinu (1548-1620). Jis pirmasis
tarp matematiky atvirai neigé kai kuriuos Euklido ,,Pradmeny® principus
ir apibrézimus. Stevino nuomone, skai¢ius yra tai, kas iSreiskia ko
nors kiekj, pavyzdziui, dydZio matavimo rezultatas. Tokiam radikaliam
poziario pasikeitimui galégjo turéti jrakos i§ araby ir indy atéje
matematiniai tekstai, bei praktinés matematikos svarbos iskilimas.

Praéjus $imtmediui po Stevino darby, Newtono laikais skai¢ius jau
naudojamas iSreiks$ti bet kokiy dydziy santykiui. Apie 1800 vis dar
buvo jprasta matematikg lai- kyti ,niekuo daugiau kaip mokslu apie
kiekj“ (Euler, 1771). Tuo matematika sicjama su realiu pasauliu ir taip
vadinamais matematikos taikymais. Funkcijos ir netgi skai- ¢iai buvo
laikomi sarysiais tarp dydzZiy; jy ,egzistavimas® grindziamas akivaizdziu
egzistavimu tokiy realaus pasaulio objekty, kaip fizikiniai dydziai, laikas.

19 amziaus pradzioje, B. Bolzano, A.-L. Cauchy, N.H. Abelio ir kity
matemati- ky darby déka, pradéjo ryskéti nauji matematikos pagrindy
konturai. Jais tapo tuo, kas vadinama analizés ,aritmetizacija“. Jos
pagrinda sudaré loginis realiojo skai¢iaus sampratos pagrindimas, kuris
senovés graiky suformuoty aritmetikos ir geometrijos svarbos santykj
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pagaliau apverté aukstyn kojomis. Pagrindiné ,aritmetizacijos“ spren-
dziama problema buvo klausimas kaip skai¢iy pagalba iSreiksti intuityviai
supranta- mg (geometrinio) dydZio tolyduma. Sios veiklos viena i
pasekmiy yra Dedekindo— Cantoro aksioma:

Tarp realiyjy skai¢iy sistemos (aritmetinio kontinuumo) ir geometrinés tiesés
(geometrinio kontinuumo) egzistuoja tvarkg i§sauganti abipus vie- nareik§mé
atitiktis.

Tuo padiu metu, kuriant loginius matematinés analizés pagrindus,
~ontologinj jsi- pareigojima* skai¢iaus savokai stengesi i$saugoti G. Frege.
Jis atmeté matematinés analizés redukavima iki nataraliyjy skaidiy
ir bandé i$saugoti tradicinj pozitrj, kad realusis skai¢ius yra dydziy
santykis [2]. Pana$iu metu ir nepriklausomai kitokig dy- dZio samprata
1901 metais pasiale O. Holder’is. Euklido padarytas prielaidas apie
dydzius performulavo kaip ,,matavimo aksiomas®. Panasia dydZio savoka
apibrézian- ¢ig aksiomy sistema sialo A.N. Kolmogorovas matematikos
enciklopedijoje. Jei dydziy sistemoje D pasirinktume vienetinj dydjl,
tai visi kiti sistemos dydZiai a i$reiSkiami lygybea=al, ¢ia a teigiamas
realusis skaicius.

2 Dydis ir skai¢ius mokykline 'je matematikoje

Mokykliné matematika dar labiau komplikuoja dydZio ir skaiciaus
savoky traktavima. Aksiominés dydZio ir skai¢iaus sampratos naudojamos
simbolinéje matematikoje yra nepriimtinos mokyklinéje matematikoje
dél savo kognityvinio sudétingumo. Pradi- niame ugdyme stengiamasi
remtis mokinio realiame pasaulyje jgyta patirtimi. Todél dydis ir skai¢ius
mokiniui ai$kinami intuityviai ir vizualiai. Klausimas — kaip turéty keistis
savoky samprata vélesnése klasése, kad baigiant mokykla kieckvienas
mokinys turéty bent apytikrj simbolinés matematikos esminiy bruozy
supratimg?

Siuolaikiné matematikos savoky sistemos kiirimo problema buvo
sprendZiama nuo 18 amzZiaus pabaigos iki 20 amZiaus pradzios ir
motyvuojama universitetinémis studi- jomis. Analogiska hierarchinés
savoky strukttros mokyklinéje matematikoje konstra- vimo problema
dar tik pradedama spresti. ISsamig mokyklinés matematikos turinio
versija pastaruoju metu pasialé amerikie¢iy matematikas Hung-Hsi Wu
([11] - vie- na i§ SeSiy $iai temai skirty jo knygy). Ji apima pagrindinius
matematikos teiginius tradiciskai priskiriamus mokyklinei matematikai
ir skirta vadoveéliy autoriams, mate- matikos mokytojams ir jy rengéjams.
H.- H Wu mokyklinés matematikos turinys yra toliau plétojamas.

Skirtingai nuo akademinés matematikos, mokykliné matematika
yra priklausoma nuo poziariy j mokyma ir mokymasi. Kas ir kaip
mokoma klaséje priklauso ir nuo psichologijos, didaktikos bei bendrosios
edukologijos moksly teorijy. Tai sudaro dar didesnj alternatyviy
pasirinkimy spektra. Priklausomyb¢ nuo didaktiniy pasirinkimy

iliustruosime dydzio ir skai¢iaus mokymu.
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Lietuvoje, kaip ir daugelio kity Saliy mokyklose, matematikos
mokymas prasideda nuo supazindinimo su nuosekliu skai¢iavimu ir
aritmetiniy veiksmy su natdraliaisiais skai¢iais atlikimu. Keliamas
tikslas i$ugdyti kasdieniniame gyvenime naudingus jgi- dZius. Mokymas
grindZiamas mokinio turima patirtimi, skatinant jj ir sudarant saly-
gas paciam atrasti matematikos faktus ir sgvokas. Toks mokymo
pasirinkimas aiSkina- mas progresyviosios pedagogikos ideologija
pasiremiant konstruktyvizmo principais.

Kitokj pradinj matematikos mokymg sitilo V.V. Davydovo programa
[1]. Pagal ja, nuo pirmosios dienos klas¢je lyginami ir matuojami tolydas
dydziai, tokie kaip ilgis, plotas, masé ir panasiai. Prie skai¢iavimo ir
veiksmy su skaiciais pereinama pirmyjy mety antroje puséje. Realieji
skaidiai ir veiksmai su jais Davydovo programoje grindZiami matavimais,
o ne nuosekliu skai¢iavimu. Panasi id¢ja, realaus skaic¢iaus kaip matavimo
rezultato apibrézimas, buvo naudojama vakary Vokietijos mokyklose
laikotarpiu 1960-1970 (H.-H. Steiner [9]).

Matematine prasme turime dvi priesingas skaic¢iaus sgvokos aiskinimo
strategijas. Pirmoji jy prasideda diskre¢iy objekty skai¢iavimu, pereinant
prie veiksmy su trupme- nomis, palieckant paskutinj peréjima prie realiyjy
skai¢iy nutylétu. Antroji mokymo strategija prasideda atvirk$¢iai nuo
tolydZiyjy dydZiy, matuojamy realiaisiais skai- ¢iais ir pereinant prie
diskretaus atvejo véliau. Abu mokymo budai panasus dviem aspekrais:
grindZiami aktyvia mokiniy veikla ir realaus pasaulio kontekstu. Tac¢iau
esmingai skiriasi pozitriu j sgvoky samprata. Skirtumg paaiskina
Vygotskio pasia- lytos spontaniskos savokos ir mokslinés savokos
sampratos. Pirmoji formuojasi kai mokinys abstrahuoja (apibendrina)
kasdieninés patirties savybes arba konkrec¢ius at- vejus; antroji vystosi
dirbant su padiomis savybémis formaliame lygmenyje, panasiai kaip
mokymasis Zaisti $achmatais nagrinéjant zaidimo taisykles [8, 1].

Dar vienas skirtingy strategijy aiskinant skaic¢iaus ir dydziy sampratas
Saltinis yra G. Frege darbai. Jie pagristi poZiariu, kad skai¢iaus samprata
turéty remtis ,onto- loginiu jsipareigojimu®, prieSingu Dedekindo
ir Cantoro loginiam realiojo skai¢iaus sgvokos pagrindimui. Realusis
skaitius apibréziamas dydziy santykiu. Sios idéjos yra plétojamos vokietiy
didaktikoje (H. Griesel [3]).

Lietuvoje dydzio savokos supratimo tikslumui mokykloje daug
démesio savo dar- buose skyré Liubomiras Kulviecas. Savo darbe [4] jis
rasé: ,,Su fizikiniy dydziy savoky apibrézimo problema nuolat susiduria
kiekvienas fizikos déstytojas @ O vidurinés mokyklos mokytojas,
aukstosios mokyklos déstytojas ar fizikos vadovélio autorius. <..> Ir
pasidaro taip, kad negalima rasti né vieno fizikiniy dydziy apibrézimo
budo, kuris buty visy pripazintas: vienos ir tos pacios savokos yra
apibréziamos skirtingai, kar- tais net klaidingai“. Véliau, nagrinédamas
geometrinés atkarpos . pavyzdj, Kulviecas jos ilgi 1(a) apibrézia
naudodamas ckvivalentumo klases sudarytas i§ kongruenciy atkarpy [5].
Jis parodo, kad taip apibréztas ilgis tenkina A.N. Kolmogorovo suformu-
luotas dydZio aksiomas. Taigi, ilgis néra skai¢ius. Tadiau, pasirinkus
tokioje sistemoje kurj nors ilgj 1(e), bet kurios atkarpos a ilgj 1(a)
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galima i3reiksti vieninteliu badu: 1 (a)=a- 1(e), ¢ia a teigiamas realusis
skai¢ius. Jei 1(e) yra ilgio matavimo viene- tas, tai realyjj skai¢iy a
Kulviecas vadina atkarpos a ilgio skaitine reik$me. Su ilgio skaitine
reik$me praktiskai susiduria mokiniai mokomi pirmoje klaséje pagal V.V.
Davydovo matematikos programa.

3 Mokyklinis skaiciaus sgvokos apibre " Zimas

Mokyklinei matematikai pritaikyti nataraliojo skai¢iaus ir aritmetiniy
veiksmy su jais apibréZimai svarstomi Liping Ma ir Cathy Kessel
straipsnyje [6].

1 apibrézimas. Vienetas (unit) yra vienas daiktas arba vienas (one).

T
Daikty grupé, jei laikoma vienu daiktu, taip pat yra vienetas

(—

S
Vienetas
| | | | | | |

o

Vienetas yra aritmetikos sgvoka apibendrinanti jgimta ,,vieno daikto®
arba skai- &iaus ,vienas“ suvokima. Sios savokos mokinio supratimas
gilinamas palaipsniui pra- dinio ugdymo eigoje, o pats terminas gali bati
naudojamas pasickus pagrindinj ugdy- ma.

2 apibréZzimas. Skailius yra vienetas arba vienety rinkinys.

Si skai¢iaus savoka apibendrina nuosekly skai¢iavima. Kai vienetu yra
skaitius vienas gauname natiiraliuosius skai¢ius 1, 2, 3, Sis apibrézimas
generuoja ir teigiamus racionaliuosius skaidius.

Kitame apibrézime naudojame tokia terminologija. Intervala0, 7]
pastumiant j desing nuo nulio taip, kad 0 atsidurty taske 7. Perstumto
intervalo desinysis galas atsidurs atstumu 27" nuo 0 ir jj pavadinsime
tasko T antruoju kartotiniu tasku. Su bet kuriuo nataralivoju skai¢iumi
m, tasko T m-tasis kartotinis taskas yra desinysis galas intervalo gauto
intervalg[0, 7] perstumiant taip, kad nulis sutapty su tasku (m—1)7.
Gauname seka tasky su vienodais tarpais tarp gretimy tasky.

2 3T 4T KT 6T 77T 8T 9T

Tegul 07 : =0 irlT: =T, tai taSkom-tieji kartotiniai yra nataralieji
skai¢iai. Apibendrinsime nataralivosius skaic¢ius.

3 apibrézimas. Tarkime, kad 7 yra nelygus nuliui nataralusis skai¢ius
ir skaiciy tiesés vienetiné atkarpa [0, 1] yra padalinta j 7 vienodo ilgio
atkarpy. Nuo nulio pirmosios gautos atkarpos desinysis galas yra vienetiné

trupmena, zymima simboliu ﬁl Su bet kuriuo nataraliuoju skai¢iumi m,

tasko ﬁl m-tasis kartotinis yra trupmena
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Kitaip tariant, trupmenas sudaro vieneto generuojami skaiciai, kai
vienetu laikoma vienetiné trupmena. Visg gauty ,skaic¢iy soda“ galima
patalpinti j viena mokiniui suprantamga struktira (verta prisiminti
Dedekindo—Cantoro aksioma):

A apibrézimas. Realusis skaicius yra taskas skaiciy ties¢je.

Si (realiojo) skaitiaus apibréztis suteikia galimybe tiksliai apibrézti ka
reiskia, kad du skaic¢iai yra lygas ir ka reiskia, kad vienas skaicius yra
mazesnis uz kita. Butent, du skaidiai yra lygts, jei sutampa taskai skaiciy
ties¢je. Skaicius a yra mazesnis uz skai¢iyb, simboliais Zymima a <, jei
skaidiy ties¢je a yra j kair¢ nuo b. Bet svarbiausias skai¢iaus apibrézties
privalumas yra galimybé skaiciy tiesés pagalba pagristi trupmeniniy
skai¢iy aritmetika.

4 Mokyklinis dydzio sagvokos apibu”dinimas

Mes neturime tokio dydzio savokos apibrézimo, kuris buty tinkamas ir
pakankamas mokyklinéje matematikoje. Tenka tenkintis apibudinimais
ir atskiry dydzio pavyzdziy apibrézimais.

Apibu~dinimas. Dydis yra tokia objekto ar reiSkinio savybe, kurig
galima kie- kybiskai lyginti su ta pacia kito objekto ar reiskinio savybe, jei
tokia savybe turi. Kiekviena konkreti dydzio risis yra susijusi su tam tikru
lyginimo badu. Tuo pacdiu budu palyginami dydziai vadinami zos pacios
risies dydziai.

Pavyzdziui, ilgis, plotas ir taris yra geometriniy objekty dydziai.
Geometrinis objektas atkarpa turi ilgio savybe, kuria galima lyginti su
kity atkarpy ilgiais. Ilgiai palyginami viena atkarpg uzdedant ant kitos
atkarpos. Atkarpy ilgiai yra tos pacios rusies dydziai. Masé yra fiziniy kiny
dydis. Dviejy kiiny masés palyginamos pu- siausvyrinémis svarstyklémis.
Nagrinéjamojo dydZio ir kito tos pacios risies dydZio (matavimo vieneto)
santykio nustatymo procesa vadiname matavimu

H.-H. Wu adaptavo Lebesgue mato samprata formuluodamas
geometrinio matavi- mo fundamentalivosius prinipus [11, 5
skyrius]. Siuos principus tenkina mokyklinéje matematikoje tradiciskai
nagriné¢jamos geometrinés figaros. Tokiy figary ilgiams, plo- tams ir
tariams apskaiciuoti jis sitlo skai¢iavimo algoritmus.

S Isvados

Mokyklinéje matematikoje realiyjy, racionaliyjy ir nattraliyjy skaiciy
savokos turi matematine prasme tinkamus ir mokiniy supratimui
prieinamus apibrézimus. Remiantis jais galima jrodyti pagrindinius
mokyklinés matematikos turiniui tradicikai priskiramus teiginius.

Siuo metu neturime mokyklinéje matematikoje tinkamo dydzio
savokos apibrézi- mo bendru atveju. Tadiau tokie apibrézimai egzistuoja
geometriniy dydziy ir fizikiniy dydziyatskirais atvejais. DydZio sagvokos
supratimui galéty padeéti gilaus ir profesio- nalaus matematikos idéjy
istoriniame kontekste supratimo sklaida tarp mokytoju, tarp ju rengéjuy,
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vadovéliy autoriy ir visy kity, kas gali jtakoti matematikos mokyma.J.J.
Madden straipsnis [7] gera pazinties su $ia sritimi pradzia.
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