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Holografia y matematica
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RESUMEN

El objetivo general de este escrito es analizar matematicamente el proceso fisico de
reproduccion de un holograma de transmision, con el fin de contrastar resultados
directamente observables respecto a aproximaciones obtenidas de forma tedrica.
Por una parte, al observar un holograma se localiza sobre este unaregién en la que
se reproduce fielmente un objeto tridimensional impreso con una técnica fotografica
especial lamada holografia. Por otra parte, al aplicar un modelo matematico simple
para describir este hecho, por medio de la conocida ecuacion de onda clasica —con
solucién dada en forma de Kirchhoff, la cual se analiza con un método asintético de
analisis complejo— se obtiene un resultado aproximado que permite realizar una

conclusién congruente sobre este proceso particular.
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Holography and Mathematics

ABSTRACT

The general objective of this paper is to analyze mathematically the physical process of
reproduction of a transmission hologram, in order to contrast directly observable results with
approximations obtained theoretically. On one hand, when observing a hologram, a region
is located on it where a three-dimensional object is faithfully reproduced using a special
photographic technique called holography. On the other hand, by applying a simple
mathematical model to describe this fact, through the well-known classical wave equation
—with a solution given in Kirchhoff form, which is analyzed using an asymptotic method of
complex analysis— an approximate result is obtained that allows for a congruent conclusion
about this particular process.

Key words: Hologram, laser light, wave equation, Kirchhoff solution, stationary phase.
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Introduccion

La holografia, o vision grafica real, es un proceso de impresion especial con el que es
posible generar imagenes opticas tridimensionales de objetos fisicos, grabadas por medio
de luz laser sobre emulsiones sensibles, que reciben el nombre de hologramas. En la
impresion de un holograma se graban con alto grado de exactitud las caracteristicas visibles
de algun objeto real sobre una placa o pelicula fotosensible (emulsién) mediante un proceso
de interferencia con ondas de luz planas y un montaje éptico con espejos y lentes.

La tecnologia involucrada en la realizacion de hologramas no solo es sofisticada por el
equipo que se utiliza, sino por el dominio, conocimiento y experiencia necesarios en fisica,
matematicas e ingenieria. Debido al proceso y herramientas requeridos, los hologramas
son dificiles de falsificar; por ello, son utilizados para evitar fraudes o adulteraciones en un
gran numero de aplicaciones. La holografia también esta presente en actividades artisticas,
decorativas, promocionales, entre otras. De hecho, se dice que los hologramas son un
simbolo de originalidad y seguridad.

Esencialmente, existen dos tipos de hologramas: de transmision, visibles en la pelicula
grabada al ser iluminados del lado opuesto a la observacion, y de reflexion, que se
reproducen con luz que proviene del mismo lado del observador. La imagen impresa,
procesada e iluminada de forma adecuada, se reproduce con diferente perspectiva segun
sea la posicion del espectador. La imagen observada conserva casi por completo las
caracteristicas externas del objeto “fotografiado” y a veces se sale del marco limite del
holograma de una forma espectacular. En concreto, los hologramas guardan y reproducen

de forma auténtica e impresionante la apariencia de configuraciones tridimensionales.
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Los hologramas se pueden imprimir sobre diversos tipos de materiales, tales como peliculas
delgadas, fotopolimeros, cristales, gelatinas dicromadas, telas poliéster, entre otros, con
resultados tan hermosos y asombrosos que cuando se observan es dificil resistir la
tentacion de tocarlos. En particular, la matematica involucrada que permite llegar a una
conclusién significativa del proceso holografico basicamente es la aplicacion de ecuaciones
diferenciales parciales, métodos analiticos de integracion y, en especifico, conceptos y
resultados de analisis complejo, lo cual tratamos de mostrar de la forma mas simple posible

en este escrito.

Fisica del problema

La elaboracién de un holograma es compleja, por lo que, en general, en este escrito solo
se presentan los aspectos mas importantes de la etapa de produccién y la atencion se
enfoca principalmente en la fase de reproduccién de hologramas de transmision. El
planteamiento y desarrollo del problema consiste basicamente de tres etapas principales,
gue se describen a continuacion.

a) Produccion del holograma. En la Figura 1 se bosquejan los elementos basicos

presentes en la etapa de elaboracion.
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Figura 1. Proceso hologréafico simple (sin lente).
En esta simplificacién se consideran los puntos siguientes:

e La fuente soporte (el laser) es luz monocromatica, lo cual implica que

Uy (t, x) = e @ty (x) )
u(t,x) = e @ty(x)

donde v(x) es el campo direccional del laser y v(x) es la sefial con la informacién
del objeto tridimensional alrededor del cual pasa el laser. Las funciones u,(t, x) y

u(t, x) son soluciones con la misma frecuencia w de la ecuacion de onda clasica

u

gue la transforman en la ecuacién de Helmholtz,
(A+k*Hv =0, (3)

donde k = w/a es el nimero de onda.
- —_ ikno'x —
e Laonda soporte (luz laser) es una onda plana. Esto es, vy, (x) = e , Ingll =1

donde n, es la direcciéon de la onda laser y la onda sefial v(x), que contiene la

informacion del objeto, también es una onda plana.
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e Sin lente, la intensidad de la onda mezclada se fija directamente. En este caso,
c|v + v,|?, con ¢ una constante de proporcionalidad.

La elaboracion puede hacerse lo suficientemente sofisticada, al usar montajes con lente,
cuya diferencia principal, en tal caso, es la intensidad de la onda mezclada que incide sobre

la placa fotosensible (en la Figura 2 se ilustra de forma simple este caso).

; /'\ la suma de las
Ae™™ o\ intensidades
\\ es fija
08 RO IS 5 )
¢ ."'1:""’r'2::::::::: |A1[* + |Az|
RV R
< |
// . l' |I
| |
w7\

placa fotosensible

lente @

Figura 2. Proceso holografico usual (con montaje).

b) Revelacién del holograma. Enseguida, se revela (trabajo en laboratorio) el negativo de

la informacién transmitida del objeto (Figura 3).

"

impresion positiva
(holograma)

revelacién del negativo
(emulsidn)

\
R
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Figura 3. Impresion del holograma.
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c) Reproduccion del holograma. Por ultimo, sigue la observacion, sin duda la etapa mas

interesante y excitante. En la Figura 4 se bosqueja el proceso de transmision.

iluminacion

A

=1

imagen
observable

A\

M AVAV ANV AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN

v,

EFEERER!
transferencia

luz reflejada

Figura 4. Reproduccion de un holograma por transmisién.
De forma tangible, en la zona de reproduccion se tienen las siguientes regiones principales
de observacion (Figura 4):
|. Zona cadtica.
Il. Zona de transferencia.
lll. Zona de ruido.
IV. Zona observable.

El fendmeno fisico (experimentalmente observado en el holograma elaborado) que se tiene

para la onda transmitida, v, se describe por

vt =Av + Agyy +w, (4)
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donde A 'y A, son coeficientes de transmisividad que dependen del tipo de pelicula utilizada

para la elaboracion del holograma y w representa el ruido de fondo. Esto es, de forma

heuristica, se tiene el siguiente resultado notable y fundamental.

Resultado I. En la zona de reproduccion existen tres tipos de onda, que se separan en sus

respectivas direcciones, donde solo una de estas es la observablemente importante.

Modelo matematico

Para el modelo matematico aplicado, el holograma se considera como una pantalla o
superficie de integracién apropiada. La difraccién de la onda sefial de referencia v sobre
esta superficie se describe por el coeficiente de transmisividad (o coeficiente de reflexion,
respectivamente).

En la formula de Kirchhoff, debida al fisico prusiano Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887),
el plano hipotético X se considera primeramente como una pantalla absolutamente

transparente [1]. Es decir,

v¥(x) = I3 (v, ds), (5)
donde

(y)ck(x y) - <)M ds(y), ©)

Is(v,dS) = j [

con Gy la solucién fundamental o funcién de Green de la ecuaciéon de Helmholtz
elkllx =yl
drmllx — yll )

En este caso, la onda sefial se transmite directamente (Figura 5),

Ge(x—y) = —
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Figura 5. Observacion directa de la onda sefial.

Ahora, si la superficie £ no es absolutamente transparente, entonces la difracciéon sobre la
emulsion se describe por
vt =TIy (v,0dS), (8)

donde o = a(y) es un coeficiente de transmisién, con 0 < o(y) < 1, de forma que
o(y) = 1 corresponde a lugares absolutamente transparentes sobre X, mientras que

o(y) = 0 corresponde a lugares absolutamente opacos sobre X.

La expresion (8) se conoce como primer axioma de la holografia [2], [3]. El segundo axioma
de la holografia se refiere a lo siguiente: después de hacer la impresién positiva del
holograma, el coeficiente de transmision obtenido sobre la pantalla es proporcional a la
intensidad de la onda mezclada que incide sobre esta. En el caso méas simple, la onda

mezclada que incide sobre la emulsion es proporcional a la magnitud al cuadrado de ambas

sefiales, v + v y, por lo tanto,

o) =clv(@) +vo(I? yE€L (9)
donde c es la constante de proporcionalidad de la incidencia de las dos ondas sobre la

emulsion.
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Los axiomas (8) y (9) proporcionan la férmula para v*, la onda transmitida que pasa

a través del holograma. Esto es,

vt =cTx(v, |v + vyl dS)
= c Iy (v, v, dS) + c Ty (v, |v]|? + |vo|? dS) + ¢ Ty (v, Dy, dS)  (10)

=vd +vd +w,
donde vt (la onda sefial impresa), va’ (la onda soporte transmitida) y w (el ruido presente)
son separadas por sus direcciones de propagacion. La notacion con barra sobre vy y v
indica conjugado complejo.
Luego, surge la pregunta de rigor: ¢la onda impresa vt reproduce exactamente a la onda

sefal original v? A continuacion, se presenta la respuesta.

Aproximacion de la solucion
La solucién se aproxima con el método de ondas cortas, a saber, se supone que la longitud

de onda A = 1/k es mucho menor que el tamafio caracteristico del sistema de referencia.
Es decir, el tamafio de la placa del holograma [ >> Ay la distancia de observacion L >> A,

donde el simbolo “>>” denota mucho mayor que.

La Figura 6 ilustra la comparacion del resultado mateméatico respecto a la fisica del

problema (establecida en el Resultado 1).
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Figura 6. Aproximacién matematica de la onda sefial reproducida.

Formalmente, la aproximacion por ondas cortas significa tomar k suficientemente grande

en la expresion (10) o equivalentemente, k — ooy, por consiguiente, se obtiene la

aproximacion asintotica correspondiente:

ik [, dlx —yllv(y)o(y)
Iy(v, 0dS) ~ — [ elklx=Vl ds(y).
wod) =g | e o eyl = o
Por lo tanto, como ||v,|| = 1, de la expresion (8) se tiene
v} = cTx(v, 7, dS) = c Tx (v, ||vol|? dS) = cv. (12)

Anélogamente, si la onda sefial es una combinacién de ondas planas, que se propagan con

diferentes direcciones 1,

v(x) = Tovae™ ¥, |Ingll =1, (13)

por superposicion se combinan y se obtiene un resultado similar.
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Por otra parte, al utilizar (11) y (13), la porcion de la onda soporte que se transmite

directamente es

vg = ¢ Tz (o, (Jv]? + |vo]?) dS)

" _
— ¢ Ty(vy, dS) + z ;_nj elk(llx ‘y"+(”°+"“_n5))Aaﬁ (x,y) dS(y) (14)
af >

donde, a partir del integrando en la férmula (11), el término Aa,ﬁ proporciona el efecto en

cada direccion de la expansiéon de ondas planas, llamado espectro angular en las

direcciones dadas por n, y ng que conforman la informacién completa del objeto.

senal original zona observable
Figura 7. Efecto y rango observable de la onda sefial.

Al suponer que todos los dngulos de incidencia entre el eje del sistema y las componentes

de la onda soporte, n,, satisfacen —y <, < (Figura 7), que la zona observable
también esta dentro del mismo rango para ¥ y que la onda soporte v, = etkmo°X tiene un

angulo Y, tal que sen Y, > 2 sen Y, entonces el método de la fase estacionaria implica:
» La integral en (14) no tiene puntos estacionarios, ya que el gradiente de la fase no

se anulaparax # Y. Al aplicar el teorema de la funcion implicita [4] y [5] y el teorema

de cambio de variable [6], para determinar una cota superior de la integral oscilatoria

tipo Fourier (14), esta decae cuando k — ooy, por lo tanto,
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vi(x) = cvy(x) + 0(k™1).

(15)
> La integral que representa al ruido, w(x), aproximada por
ik .
k(|lx - 2ny—ng)-
EZLGL (% - ¥I+Cro-n M 4_(y) dS(y), .
o

tampoco tiene puntos estacionarios en el rango considerado, asi que w(x) = O(k™1).

De esta forma, finalmente se puede establecer el resultado mas importante, objetivo del

presente trabajo, que muestra la congruencia fisica-matematica para este problema.

Teorema 1. En la zona observable la onda transmitida que pasa a través del holograma es
v(x) = cv(x) + O(k™1). (17)

Este resultado significa que existe una zona en la que la sefial observada reproduce con
precision la sefial original. Es decir, las caracteristicas externas del objeto tridimensional
impresas son conservadas en la zona observable.

Nota. Adicionalmente, utilizando la aproximacion obtenida, se realiz6 una animacion en
PHYTON del proceso de reproduccion de un holograma por transmisién para un objeto
tridimensional particular, para efectos de mostrar un “holograma sintético digital” como
complemento y motivacion de una ponencia presentada en un evento académico de

matematicas aplicadas o para participar en futuros eventos académicos 0 minicursos.

Conclusiones
Fisicamente, al reproducirlo y observarlo, un holograma muestra cuatro regiones principales
(descritas en la Figura 4), en las que se tiene lo siguiente: una imagen cadtica (deformacion

total o0 mezcla de la sefal original), una imagen de fondo (contaminacion por ruido), un
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rastro de la luz original (transmision directa desde la fuente) y, lo mas importante, una copia
fiel del objeto analizado (Resultado 1), lo cual se corrobora matematicamente de forma
aproximada con el Teorema 1. Esto es, fisica y tedricamente existe un lugar en la zona de
observacion donde se reproducen con precision las caracteristicas visibles originales del
objeto expuesto en el proceso holografico por medio del modelo matematico utilizado.

El presente trabajo es un primer paso en la descripcién del proceso fisico de la holografia
con un enfoque matematico, con el fin de destacar la importancia de los métodos
matematicos analiticos y la aproximacion asintética en el estudio de ciertos problemas
reales. El siguiente paso es analizar el proceso de reproduccion de hologramas de reflexion
de una forma similar.

En particular, para el caso estudiado, la utilizacion del método de la fase estacionaria, como
parte aplicada importante del andlisis complejo, establece de forma clara la importancia de
estudiar este tipo de problemas analiticamente. En otras palabras, los métodos analiticos
son una herramienta fundamental y poderosa para la obtencion de resultados y

conclusiones de muchos procesos reales de distintas disciplinas.
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