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Resumen: Este articulo tiene como objetivo comparar el rendimiento de dos controladores ampliamente
utilizados en el control de sistemas dindmicos: el controlador PID (Proporcional-integral-Derivativo) y el
controlador LQR (Regulador Cuadrdtico Lineal). Se presenta una simulaciéon detallada utilizando Simulink de
MATLAB® para evaluar el comportamiento de un robot mévil auténomo auto equilibrado de dos ruedas. Se
ha desarrollado un modelo matemdtico que describe con precisidn el sistema del robot. Luego, se aplicaron
técnicas de diseno especificas a cada controlador, y se observd el comportamiento resultante en términos
de estabilidad y respuesta. Esta comparacién tiene implicaciones importantes en el campo del control de
sistemas autdbnomos y puede ayudar a determinar cudl de los dos controladores es mds adecuado para
aplicaciones particulares de robots méviles auténomos auto equilibrados.

Palabras clave: Comparacion de Controladores, Control de Sistemas Autdbnomos, controlador LQR, Control
de Robots Mdviles, controlador PID, Estabilidad de Sistemas, Simulacion, Modelado Matemdatico, robot movil,
Simulacién de Robots Auténomos, Tecnologia de Control en MATLAB.

Abstract: This arficle aims to compare the performance of two widely used controllers in the control of
dynamic systems: the PID (Proportional-Integral-Derivative) controller and the LQR (Linear Quadratic
Regulator) controller. A detailed simulation using MATLAB® Simulink is presented to evaluate the behavior of
a two-wheeled autonomous self-balancing mobile robot. A mathematical model that accurately describes
the roboft system has been developed. Specific design tfechniques were then applied to each controller, and
the resulting behavior was observed in terms of stability and response. This comparison has significant
implications in the field of autonomous systems control and can help determine which of the two conftrollers is
more suitable for applications of autonomous self-balancing mobile robofs.
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1. INTRODUCCION

En las Ultimas décadas, los robots moéviles han experimentado un crecimiento significativo en su
desarrollo y aplicacién, lo que ha llevado a la creacién de mdaquinas auténomas disenadas para
facilitar una amplia gama de tareas en la vida cotidiana. La investigacion en este campo ha sido
fundamental para lograr robots completamente autdnomos, capaces de desempenar funciones
que van desde la exploracién en entornos hostiles hasta la asistencia en el hogar y el transporte
personal [3] [5] [6].

Un ejemplo notable de esta evolucion tecnoldgica es el Segway, que se ha convertido en una
alternativa moderna de transporte, revolucionando la movilidad personal en dreas urbanas y
suburbanas. El Segway es un dispositivo de movilidad personal que se destaca por su capacidad
para mantener el equilibrio sobre una base con dos ruedas laterales. Su funcionamiento se basa en
una combinacién de sensores y controladores que permiten que el vehiculo se mantenga en
posicion vertical y se desplace con la orientacion deseada, todo ello mientras responde de manera
autdbnoma a los movimientos del usuario [5] [8] [?].

El estudio y comparacion de confroladores en el contexto del control de un robot mévil autbnomo
auto equilibrado de dos ruedas se convierte en un campo de investigacion relevante y desafiante.
La capacidad de mantener el equilibrio y responder de manera precisa a las perturbaciones es
esencial para el funcionamiento seguro y eficiente de tales dispositivos. Esta hazana tecnoldgica
ha sido posible gracias a los avances en la ingenieria de control y la aplicacion de diversas técnicas
y algoritmos, como los controladores PID (Proporcional-Integral-Derivativo) y LQR (Regulador
Cuadrdtico Lineal) [1] [4] [6] [7].

Este articulo presenta una simulacion detallada de estos controladores en el contexto de un robot
movil autbnomo auto equilibrado, con el objetivo de analizar y comparar su desempeno en
términos de estabilidad y control. A través de esta investigacion, se pretende aportar a la
comprension de las tecnologias que hacen posible la autonomia y estabilidad de dispositivos como
el Segway, y su aplicabilidad en otros campos de la robdtica y la movilidad personal [11]. Ademds,
se busca evaluar como estas tecnologias pueden contribuir al diseno y la implementacion de
sistemas de transporte inteligentes y sostenibles [2] [10].

Los robots méviles en los Ultimos anos han sido desarrollados para facilitar tareas a los seres humanos
en su vida diaria, por lo que la investigacion ha sido de interés para obtener robots completamente
autébnomos. El Segway se ha convertido en una alternativa moderna de transporte cuyo
funcionamiento se basa en encontrar el equilibrio entre una base con dos ruedas laterales.

El modelo del robot mévil autdénomo auto equilibrado de dos ruedas que presentamos se basa en
el principio del péndulo invertido. La dindmica del péndulo invertido ha sido la base de los robots
bipedos, hélices espaciales y control de actitud de pequenos satélites. En la siguiente figura muestra
los movimientos bdsicos del robot, conduciendo movimientos hacia atrds, conduciendo hacia los
lados el movimiento y girando en su propio eje (Fig. 1).



(a) hacia adelante y hacia (b) hacia los lados (c) movimiento sobre
atrds. sU propio eje.

Figura 1. Movimiento del robot (Diseno propio).

El movimiento hacia atrds se logra cuando la velocidad de ambos motores se incrementa o
disminuy6 en la misma cantidad. El movimiento lateral se alcanza cuando se aumenta la velocidad
del motor izquierdo, mientras que la velocidad de la derecha se reduce vy viceversa. El girar en su
propio eje se logra cuando la velocidad de ambos motores se incrementa en la direccidon opuesta.

2. PROCEDIMIENTO

2.1 Etapa de revision

El modelado es analizado matemdticamente a partir de la aplicacion de las leyes de movimiento
de Newton, donde las fuerzas y variables que actian en el sistema se observan en la (Fig. 2). Se
considera la barra con masa despreciable y en su extremo superior se posiciona una masa (m) que
oscila lioremente alrededor de un pivote fijo (P) montado en el carro de masa (M) que se desplaza
sobre una frayectoria lineal. [1]

Simbolo Descripcion
LSEN®
X \/ M | Masa del carro
-~
A v 1 m Masa del centro de gravedad
£ Longitud de la barra
LCOSH
I Inercia del péndulo u Fuerza aplicada al carro
¥ —
x Posicion del carro
= P : - :
u a Angulo del péndulo desde la vertical superior
g Constante gravitacional
O O P |Pivate

Figura 2. Sistema Péndulo Invertido sobre un Carro

Los coeficientes de friccion del pivote y las ruedas se consideran despreciables y la tabla representa
la descripcion de las variables del sistema mostradas en la Figura 2

3. MODELO MATEMATICO

Primero se analizan las fuerzas actuantes en el eje horizontal para el carro y el péndulo obteniendo:

Z FXcarro = MX



MX=F—bx—N

N=F—bx—Mx
) % Fx.pendulo =mx . . (1)
mx = N — mlOcos0 + ml0?sinON = mix + mlOcos® — ml6*sin® (2)

Al igualar las ecuaciones 1y 2, se obtiene la primera ecuacion dindmica de nuestro sistema:

F — bx — M% = m% + ml6cos® — ml6?sin®
(M + m)#% + bx + ml6cos® — ml6%sin® = F (3)
Psinf + N cos 8 — mg sinf = mXcos6 + mlo (4)
La segunda ecuacién se obtiene a las fuerzas perpendiculares que actuan en nuestro sistema
obteniendo la ecuacion 4
el torque de las fuerzas sobre la barra del péndulo nos proporciona otra ecuacidon para obtener la
ecuacion dindmica del sistema.
T =Y F;r;, =1016 = —PIsin® — Nlcos© (5)

juntando las ecuaciones 4 y 5 se obtiene la siguiente ecuacion:
micos® + mlO + mg sin® = 10/1
(ml* 4+ 1)6 + mlg sin® = mlxcos0 ()
El objetivo de control para el sistema consiste en mantener el péndulo lo mas vertical. Considerando
que los angulos 8 y 8 son pequenos, es posible linealizar el sistema en las ecuaciones (3) y (6) al
sustituir sen@ = 0 y cos@ = 1, considerando que la fuerza F corresponde a la senal de control u,
respectivamente y con las expresiones anteriores se obtienen las ecuaciones (7) y (8).
(M + m)% + m#6 = u(t)mex + (I + m£?)6 = mgeo (7y8)

El movimiento del sistema estd limitado a dos grados de libertad y su modelo matematico no lineal
estd representado por las ecuaciones (7) y (8). La expresion (9) representa las ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales del sistema en forma matricial.

M+m  mf %1 _ [ u(®
e 1[5 = [mert )
La expresion (10) se utiliza para la obtencidn de los términos X y 6 respectivamente.
X _ a1 [ u®
[é] =A [mg{’e (10)

(12)

M+ m m#
A_[m€ I+m1,”2] (1)
(1+m#2)(u(t))-(m?212)(gd)
[x] _ (M+m)(J+ml2)-m?2[2 ‘
0 —me(u(t))+(M+m)(mgeo)
(M+m)(J+ml2)—m?2|2
El modelo matemdtico para el diseno del control estd representado con las ecuaciones (13) y (14):
o (Hme2)(u(®))-(m?1%)(g8) (13)
(M+m)(J+ml2)—-m212

—m?(u(t))+(M+m)(mgeo)
(M+m)(J+ml2)-m?212

6=

(14)



La linealizacion aproximada del sistema en el punto de equiliorio estd representada con la
ecuacion (15) en variables de estado

. 0 1 1
X (I+m¢?)b _ (mzlz)(ge) 1+mz2
Xl _ (M+m)(J+mi2)-m212 (M+m)(1+m12) -m2(2 [ (M+m)(1+m12) m2i2
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Figura 3. Conftrol PID de la planta

4. CONTROLADORES PID Y LQR

El contfrol LQR (por sus siglas en inglés Linear Quadratic Regulator), consiste en la estabilidad de un
sistema en lazo cerrado con la ganancia de realimentaciéon. Este método consiste en optimizar el
costo, las matrices de peso Q y R se convierten en los pardmetros de diseno [1].

u X

:'\V X=Ax + Bu 4{)

K K—|

Figura 4 Sistema regulador 6ptimo

Porlo tanto, ya haber obtenido el modelo matemdtico en variables de estado del sistema dindmico

y = Cxx = Ax+ Bu (16)

xeR"™ y ue R™Con (17)

J = J, (x* Qx + u = Ru)dt la funcién de costo (18)
u(t) = —Kx(t)K del vector de control éptimo (19)

Para lograr este resultado se requiere resolver la siguiente ecuacion diferencial de Riccati, en la
solucién no puede reducirse a un numero finito de infegraciones sucesivas

AxP+PA—PBRIB*xP+Q=0 (20)
para obtener la matriz K éptima se utilizard MATLAB ya que cuenta la orden
= 1gr(A,B,Q,R)

El control PID, es un método de control cldsico por realimentacion, consiste en calcula la diferencia
entre el valor medido y el valor deseado, dicha diferencia se conoce como error. Este sistema



posee tres componentes: ganancia proporcional, ganancia integral y ganancia derivativa. El
primero depende del error actual, el segundo de errores pasados y el tercero es una prediccion de
errores futuros [1].

La accidén proporcional P, da una senal de control que es proporcional al error:
u(t) = Kpe(t) (21)

La accidon integral | tiene una senal de control proporcional al error acumulado, que se define
como:
t
u(t) = K; [, e(®) (22)

Finalmente, la accion diferencial D proporciona:
u) = K, & (23)
dt

Ejecute la suma de estos tres componentes, la senal obtenida del controlador PID es

u(t) = Kpe(t) +K; [ e(t) + Ky 5 (24)
MATLAB® cuenta con una herramienta en Simulink® para trabajar con el modelo este es PID
Tuner disena automdticamente un controlador (P, |, PI, PD, PDF, PID, PIDF) y la forma que se puede
ajustarse el tiempo de respuesta o el comportamiento transitorio y ver como se modifican
pardmetros del controlador como KP, TN y TD(TV) o Kl y KD y pardmetros de la respuesta como
tiempo de establecimiento, sobre impulso, etc. [2]

7 Turm g Pt bt i

Figura 5 Aplicacion PID Tuner
Dentro de la aplicaciéon PID tuner se encuentra PID 1-DOF en donde se encuentra PID, como se
muestra en la figura 5.
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El diseno se realiza Simscape™ que nos permite implementar rdpidamente los modelos de sistemas
fisicos dentro del entorno de Simulink®, para la implementacion de control y a probar el rendimiento
a nivel de sistema.

5. IMPLEMENTACION

Se desarrolla el modelo del robot en Simscape™ para realizar la implementacion de los
controladores PID y LQR, posteriormente ver su comportamiento y poder hacer la comparacion de
los dos controladores.

|4\ Mechanics Explorers - Mechanics Explorer-modelossegwalima
File Explorer  Simulstion View Tocls Window Help

BREQO& L WFTDH A g B | viewcomention[Zupooriop) | & b

° | Mechanics Explorer-modelossegwalima |

[ modelossegalima ~
£ Mechanism_Configuration

- J& World_Frame

W base 1

i base 2

i base 3

W g

i llanta_derecha

i llants_derecha_estructura

W llanta_izquierds

i llants_izquierda_estructura

W rod 1

W rod 2

i rod_3

W rod 4 v

@@ @ I
Figura 7. Modelo en Simscape™

Figura 8. Modelo a bloques en Simulink®.
En la figura é se muestra el modelo del robot movilimplementado en Simscape™ vy en la figura 8 se
muestra en bloques en Simulink®.
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Figura 9. Implementacion del control LQR.
En la figura 8 se muestra la implementacion del control LQR para nuestro sistema.

8- p = I*(Mm)+MAmilte;
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Figura 10.0Obtencion de la matriz K, utilizabdo matiab.
En la siguiente figura 10 se muestra el cddigo en Matlab para la obtencién de la matriz K, utilizando
el comando LQR.

Figura 11."Represen’rocion del control LQR en el sistema con una...jo‘.effurvocion.
En la figura 10 se musetra la respuesta obtenida con el control LQR con una perturvacion.
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Figura 12. Implementacion del control PID.
En la figura 12 se muestra la implementacion del control PID a nuestro sistema.

Block Parameters: PID Controller X

PID 1dof (mask) (link)

This block implements continuous- and discrete-time PID control algorithms and includes advanced features such as anti-windup,
external resat, and signal tracking. You can tune the PID gains automatically using the Tune..." button (requires Simulink Control

Design).
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Figura 13.Parametros del PID

En la figura 13, se presentan los pardmetros resultantes obtenidos a través del uso de PID Tuner. Esta
herramienta se empled para ajustar y optimizar los parédmetros de un controlador PID, lo que es
fundamental en el control de sistemas dindmicos. La figura proporciona una representacién visual
de los valores especificos de los pardmetros, lo que es crucial para lograr un control eficaz y preciso
en el sistema en cuestion. El uso de PID Tuner contribuye ala mejora del rendimiento del controlador
y, en Ultima instancia, a la estabilidad y respuesta deseada del sistema

& F

Figura 14. Representacion del control PID en el sistema con una perturvacion.



La figura 14 la respuesta obtenida con el control PID con una perturbacion.

6. CONCLUSIONES

PV
‘U.{\[\[I\l’\\f\‘f\f\r\
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Figura 15. Comparacion entre el control PID y el LQR en el sistema con una perturvacion.

Es fundamental destacar que la implementacién del control basado en el método LQR en el
sistema lineal resulta en una estabilizacion mds suave en comparaciéon con un controlador PID.
Durante el proceso de evaluacion, se llevaron a cabo simulaciones exhaustivas que incluyeron la
infroduccién de diversas fuentes de perturbaciones externas, como ruido en los actuadores y
sensores. Particularmente, se prestd especial atencidn al sensor de unidad inercial, gue a menudo
es sensible a variaciones en el entorno.

Los resultados de estas pruebas arrojaron conclusiones significativas. En primer lugar, se observd que
el controlador LQR conserva su eficacia en la estabilizacion del sistema, incluso cuando se enfrenta
a diferentes perturbaciones que alejan al sistema de su punto de equilibrio. Este enfoque demostrd
una notable capacidad para mantener la estabilidad y el rendimiento del sistema en condiciones
adversas.

Por ofro lado, el controlador PID exhibié una mayor dificultad para cumplir con esta tarea en
sifuaciones con perturbaciones significativas. Esto resalta la robustez y la eficiencia del control LQR
al lidiar con condiciones adversas y perturbaciones, lo que lo convierte en una eleccion optima
para lograr una mayor eficiencia en el gasto de energia en sistemas autébnomos, incluso en entornos
desafiantes.
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