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RESUMEN:

Esta investigacién surge de la pregunta si habrd una forma directa de resolver ejercicios de tiro parabdlico, el cual es un tema
bésico, pero, a la vez, complejo en cursos introductorios de fisica. Por esta razén, es importante conocer, comprender y analizar
este tipo de fendmenos fisicos. En este trabajo se obtuvo un conjunto de ecuaciones para resolver ejercicios de tiro parabdlico
en dos dimensiones de forma directa, para casos donde se considera una aceleracién gravitacional constante y se desprecia la
fuerza de rozamiento del aire. Estas ecuaciones son deducidas algebraicamente a partir de las ecuaciones generales del movimiento
rectilineo uniforme y uniformemente acelerado. Cinco tipos de ejercicios de tiro parabdlico fueron resueltos empleando el método
presentado en este trabajo y los métodos cldsicos. Los resultados obtenidos muestran que la variacién de su magnitud en todos los
casos es menor a 0.372%, lo que demuestra la aceptable efectividad de la propuesta presentada.

PALABRAS CLAVE: Tiro parabdlico, movimiento rectilineo uniforme y uniformemente acelerado.

ABSTRACT:

There will be an easy solution for solving fundamental problems of free-flight motion of a projectile? This is a basic question from
which this paper starts. In this research five equations were obtained, that simply solves Two-Dimensional problems of free-flight
motion of a projectile under a constant downward acceleration. Air Viscous Friction is not taken into account. These equations
are obtained from the constant acceleration equations. Five problems of free-flight motion of a projectile were solved using those
equations vs Classical Theory. Results show that there is a variation between them of 0.237%, which demonstrates the effectiveness

of the proposed method.

KEYWORDS: Index Terms, Free-flight motion of a projectile, constant acceleration equations.
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El estudio del movimiento rectilineo uniforme (MRU) y uniformemente acelerado (MRUA) son temas
que se explican en los cursos introductorios de fisica y su importancia de estudio estd muy asumida por el
profesorado de fisica [1,2,3].

Ademis, de acuerdo con varios estudios [4,5,6], una caracteristica importante que tiene que desarrollar el
estudiante es mantener la motivacién y el interés por esta ciencia, la cual aborda aspectos de la ingenieria y
de la vida misma.

En este articulo se proponen cinco consideraciones pricticas con las cuales se busca solucionar diversos
ejercicios de tiro parabélico de forma directa. Primero se proporciona al lector los términos y conceptos
de tiro parabdlico. Después, se presentan las ecuaciones obtenidas algebraicamente para cada uno de los
casos. Finalmente, se resuelven los ejercicios planteados en libros que proporcionan resultados, empleando
las ecuaciones propuestas con el fin de tener un marco de comparacién.

FUNDAMENTOS TEORICOS

Es importante poner en contexto el termino de fisica, “entonces, la razdn principal para estudiar la fisica es
ampliar la forma en que observas el mundo que te rodea. Vers la estructura matemdtica de la fisica en diversas
ecuaciones: mds que recetas de célculo, veras esas ecuaciones como guias para pensar” [7].

En tanto la dindmica: se ocupa del movimiento acelerado de un cuerpo [8]. Se divide en cinemdtica y
cinética, la primera estudia cémo se mueven los cuerpos, describe como varian la velocidad y la aceleracion
de un cuerpo con el tiempo y con sus cambios de posicion [9].

En la cinemadtica se estudia el movimiento rectilineo uniforme, es un tipo de movimiento en linea recta, la
aceleracién a de una particula es cero para todo valor de tiempo t. En consecuencia, la velocidad v es constante
[10] y el movimiento uniformemente acelerado, es otro tipo comin de movimiento y tiene la caracteristica
que la aceleracion a de la particula es constante [10].

Cuando se combinan ambos movimientos surgen el movimiento de proyectiles de los cuales, el primero
es cualquier cuerpo que recibe una velocidad inicial y posteriormente le sigue una trayectoria determinada
totalmente por los efectos de la aceleracién gravitacional y la resistencia del aire, ver Figura 1 [11].

g

[
[
¥
il
,
'
S ———
-

FIGURA 1.
Trayectoria del movimiento parabélico (Sears.Zermansky, 2009).

La ecuacién (1) [10] se emplea para estudiar el movimiento rectilineo uniforme de desplazamiento en el
eje X;

X :Xn +Vﬁxt
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(1)

Para el movimiento rectilineo uniformemente acelerado se utilizan las ecuaciones (4, 5 y 6) [10]
desplazamiento en el eje Y:

I—‘;: Vﬂy‘l‘gt
1 .2
Y:YU+Vﬂyt+Egt

V* = Voy* +2g(Y —Yp) ’
4

En la Tabla 1 se indica lo que representa cada una de las variables que intervienen en las ecuaciones del
movimiento rectilineo uniforme y movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

En el contexto de dindmica el término de particula se refiere a que los cuerpos se analizan como particulas,
se entiende que s6lo se va a considerar su movimiento como una unidad completa, y se ignora cualquier
rotacién alrededor de su propio centro de masa [10].

Las consideraciones practicas que se presentan en este trabajo simplifican considerablemente el estudio
y andlisis del tiro parabélico. El modelado consiste en traducir la informacién y los datos fisicos o de otras
dreas a una forma matemdtica, a un modelo matemadtico (una ecuacién diferencial, un sistema de ecuaciones
o alguna otra expresién matemadtica) [12].

MATERIALES Y METODOS

A partir de los cinco casos mds recurrentes en los libros [1,2,3,4,5], se realizaron deducciones algebraicas para
analizar cada uno de los casos. Cabe mencionar que, en las ecuaciones, el usuario puede definir la convencién
de signos de acuerdo a su propio criterio.
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TABLA 1.
Representacion de las variables del M.R.U. y M.R.U.A.
Vanable
X, Posicion mnicial en m ft
clegex
X Posicion final en m ft
elejex
Yo Posicion micial en m ft
elejey
Y Posicion final en m ft
clegey
t Tiempo S s
Voy Velocidad inicial m/s ft/s
eneleeY
v, Velocidad final en m/s ft/s
cleeY
g Aceleracion m/s? ft/s?
gravitacional

Caso I. Determinacién de la velocidad oblicua inicial de la particula. En este caso se considera que la
posicién inicial y final en los ¢jes (X, ¥) y el dngulo («) es conocida, cémo se muestra en la Figura 2. Se busca
determinar el tiempo del trayecto (t), la magnitud de la velocidad inicial (7 ), la velocidad final (V7) y el
dngulo () con el que impactaria la particula.

- g 'I" I i
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FIGURA 2.
Diagrama de cuerpo libre del caso L.

En la Tabla 2 se muestran las ecuaciones obtenidas para el caso I:
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TABLA 2.
Ecuaciones del caso L.
V X 6
D =
{5] tcoso I: ]

Vy = V; sena + gt 7y | Vox = Vocosa (8)

Viinal = (V‘r’jz + (V}ij (9:} B = tang_l (;) (1{})

0x

Caso II. Determinacién de la velocidad horizontal inicial de la particula. Para este caso se buscé establecer
la velocidad inicial (75 ) de la particula, la cual se encuentra en la parte mds alta de la trayectoria, por esta
raz6n la componente inicial de la velocidad en (Viy) es cero. También se considerd que se conoce la posicion
inicial y final en los ejes (X, ¥'). Ademds, se buscé determinar el tiempo del trayecto (t), la magnitud de la
velocidad inicial (V) , lavelocidad final (7}) y el 4ngulo () con el que impactaria la particula. Esta trayectoria
es semiparabdlica y se muestra en la Figura 3.

i
s
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FIGURA 3.
Diagrama de cuerpo libre del caso II.

En la Tabla 3 se muestran las ecuaciones obtenidas para el caso II:
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TABLA 3.
Ecuaciones del caso I1.
Voy = — (12)
v 0x v
t = 1— (1 1) 1_
29 29
Vf!’nﬂi

=g — 13 | =) + (%) (19)

g = tang™?* (;"_1«') (15)

0x

Caso III. Determinacion de la posicion final horizontal “X” de la particula. Para este caso, se contd con
los siguientes datos de la particula: la velocidad inicial (¥ ) con su respectivo dngulo () y la posicién final
en el ¢je vertical (¥). Se buscéd determinar la posicién final horizontal de la particula (X), el tiempo (t) y la
velocidad final (¥7)con su respectivo (8), como se muestra en la Figura 4.

FIGURA 4.
Diagrama de cuerpo libre del caso IIL.

En la Tabla 4, se muestran las ecuaciones obtenidas para el caso III:
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TABLA 4.
Ecuaciones del caso I11.

VySena + VySena)? + 2
b, = _J((; 2+ 2gy) (16)

X = V, cosat (17) V, = Vpsena + gt (18)

Vanal = v (Ve)® + (Vx)? (19)

B=tang™ (1) (20)

0x

Caso IV. Determinacién de la posicion final “Y” de la particula.

Se tuvieron presentes los siguientes datos de la particula: la velocidad inicial (¥} ) con su respectivo dngulo
() y la posicion final en el eje vertical (X). Como se muestra en la Figura 5, se busc6 determinar la posicién

final horizontal de la particula (Y), el tiempo (t) y la velocidad final (¥7) con su respectivo (8).

FIGURA 5.
Diagrama de cuerpo libre del caso IV.

En la Tabla 5, se muestran las ecuaciones obtenidas para el caso IV:
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TABLA 5.
Ecuaciones del caso I'V.

1
Y = Vj senat + Egtz (22)

t =
Vi cosa

(21)

=
Vanal = v (Ve)® + (Vx)*  (24)
V, = Vypsena + gt (23)

B=tang™ (=) (25)

0x

Caso V. Determinacién del 4ngulo de lanzamiento de la particula
En este caso se parte del conocimiento de la velocidad inicial (7)) y la posicién inicial y final en los ¢jes

vertical (X, ¥) como se muestra en la Figura 6. El fin fue determinar el 4ngulo (2) y (f), el tiempo (t) y la
velocidad final (V7).

—
Al

i

FIGURA 6.
Diagrama de cuerpo libre del caso V.

En la Tabla 6, se muestran las ecuaciones obtenidas para el caso V:
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TABLA 6.
Ecuaciones del caso V.

o
L [2Ve’X £ V4 X2 + 8g XY — 47Kt
= tang (26)

—ZQ'X:

- X (27) V, = Vg sena + gt (28)
Vi cosa '

= (VAT T (VO (30
Vow = Vo cosa (29) | Vemat = V(%) + (V) (30)

B =tang™! (:;r_.:) (31)

0ox

RESULTADOS Y DISCUSION

Para evaluar la practicidad y efectividad de las ecuaciones presentadas en la seccién 3, se resolvieron cinco
ejercicios sobre tiro parabélico propuestos en los libros [7,8,9,10,11], con la caracteristica particular que
tuvieran expresado el resultado.

Ejemplo para el caso I. Determine la velocidad oblicua inicial de la particula.

Ejercicio 11.105 de [10]: Mediante una banda transportadora se descarga arena en A y cae en la parte superior
de un monticulo en B. Si se sabe que la banda transportadora forma un 4ngulo & = 20° con la horizontal,
determine la velocidad 77 de la banda, como se observa en la Figura 7. Solucién 23.8 f7/s.
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30 ft |

b)

FIGURA 7.
a) banda transportando arena; b) diagrama de cuerpo libre.

Procedimiento

Para determinar la velocidad inicial, primero se calcula el tiempo con la Ecuacién (5) y después, el resultado,
se sustituye en la Ecuacién (6):

t:‘Jangfa)—Yz EGfttm;g (20) —;:t—lﬁff} — 1340 s
_53 _E(_32'2 ?)
(5)
x 30 ft ft

Vo = = = 23.824 —
tcos (a) 1.340cos (20) 5

(6)
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Para determinar la velocidad final en Y (Vy ), se sustituye el tiempo (t) y la velocidad inicial (¥ ) en la
Ecuacién (7):

ft
g )

ft

t
Vi = Vy senl(a) + gt = —23.824f—sen(20) + (—32.2 —2)(1.34 5) = —34.99
s s

Para determinar la componente de la velocidad en (X), se utiliza la Ecuacién (8) ,

ft

t
Vox = Vpcos(a) = 23.824f—cns (20) = 22.387 —
s 5

Al sustituir la (Vy )y la (Vox ) en la Ecuacién (9), se obtiene la magnitud de la velocidad final:

E

2 2
Vimar =V ()% + (V)2 = \](—34.99#) + (22.38?%) = 41.533%
©)

Finalmente, para encontrar el d4ngulo se sustituyen las componentes de la velocidad al final, en la Ecuacién
(10),

t
LV 34.99 f?

f = tang v =tang — 1 —Ft = 57.388°
ox 22.387 =

(10)
Ejemplo para el caso II. Determine la velocidad horizontal inicial de la particula.

Ejercicio 11.101 de [10]: Un jugador de balonmano lanza una pelota desde A con velocidad horizontal
o- 8i d = 15 f#, determine el valor con velocidad horizontal para la cual la pelota golpeara en la esquina C.

Solucién 34.7 ft /s. Ver figura 8.

-
Ver=0
=
A "'
| . ‘4_._ »—X
6 3t " ) 8
—1 -- L &
¥ A 4 - ¥ - . 1h
1 '

FIGURA 8.
a) Jugador balonmano, b) Diagrama de cuerpo libre. [10]
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Procedimiento

Para determinar la velocidad inicial, primero se calcula el tiempo con la Ecuacién (11) y después, el resultado,
se sustituye en la Ecuacién (12):

_ (=3ft)
t= (E)(—gzzf—t)_ﬂ-%“
2 sl
(11)
5
Vox * 15/t = 34.749 ft

Eees

Para determinar la velocidad final (7y ), se sustituyen la aceleracion gravitacional (g) y la distancia vertical

final en (¥) en la Ecuacién (13):

(12)

t —3ft t
V=g |—= (—32 zf—) ! _ _138992"
: s*/ (4 ( 32.2 f—f’) S
29 (3)-322
(13)
Al sustituir la (Vy ) yla (Vox ) en la Ecuacién (14), se obtiene la magnitud de la velocidad final:
2 2
Veinat = v ()2 + (Ve)? = \f(?}f-l-.?f-l-g‘ﬁ) + (—13.899E) = 37.425 E
5 5 5 (14)

Finalmente, para encontrar el 4ngulo se sustituyen las componentes de la velocidad al final, en la Ecuacién

(15),

B = tang 12X = ¢ 1 —13399? 21.8°
= tang *— = tang — = 21.
Vox 34.?49%

(15)
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Ejemplo para el caso III. Determine la posicion final horizontal “X” de la particula.

Ejercicio 11.104 de [10]: Por el candn de un desagiie fluye agua con una velocidad inicial de 2.5 ft/s a un
angulo de 15° con la horizontal. Determine el rango de valores de la distancia d para los cuales el agua caera
dentro del recipiente BC. Solucién 1.737 ft / s. Ver Figura 9.

e
¥
; ! A Vi
<= | <="ur T
b BAR 10W
I ! : j: E-:H. ¥
B o I
a) b)

FIGURA 9.
a) Cafidn de desagiie, b) Diagrama de cuerpo libre. [10]

Procedimiento

Se considera que fluye un flujo de agua de A-B, para esto se utiliza la Ecuacién (16) para obtener los tiempos:

_ VySena + J(VySena)® + 2gv)
g

ty2

2.5%59?115 + \]((2.5%591115)2 +(2) (—32-2 J:—E) (—B-Bfr])

ty2 =

_322LE

.
t, = —0.759 s
t, =0.719 s

(16)

Para determinar la distancia (d), se sustituye la magnitud del tiempo (t) positivo y la velocidad inicial (V)
en la Ecuacién (17):

X=d= (2.5%) (cos15)(0.719 s) = 1.736 ft
(17)

Para determinar la velocidad final en Y (Fy ), se sustituye el tiempo (t), la velocidad inicial (75 ) y la
aceleracién gravitacional (g) en la Ecuacién (18):
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t t t
V, = Vpsena+gt = (2.5 f—,,) (Senl5) + (—32.2 f—z) (1.736 5) = —55.252 f—
5° 5 5 (18)

Al sustituir (Vy) layla (Foy) en la Ecuacién (19), se obtiene la magnitud de la velocidad final:

2 2
t t t
Veina = V%)? + (V)2 = j(—ss.zsz f—) + (2.5 f—CﬂslS) = 55.273 It
= 5 5

(19)

Finalmente, para encontrar el 4ngulo se sustituyen las compones de la velocidad al final, en la Ecuacién
(20),

55.252E

v,
V—Y = tang — 1 = 5 = 87.497°
o (2.5?) (Cos15)

-1

B = tang

(20)
Ejemplo para el caso IV. Determine la posicién final “Y” de la particula.

Ejercicio 11.102 [10]: Se vierte leche dentro de un vaso que tiene una altura de 140 772 y un didmetro interior
de 66 mm. Si la velocidad inicial de la leche es de 1.2 # a un dngulo de 40° con la horizontal, determine el
rango de valores de la altura / para los cuales la leche entrara en el vaso, como se observa en la figura 10.
Solucién 0.244 2 .

1 L
i A
g e A 40° Vv 1
o & "
Vo
h
B C v
[ Y
el
80 mm
a) b)

FIGURA 10.
a) Ejercicio 11.102 (Clausen, 2010), b) Diagrama de

cuerpo libre (elaboracién propia con CorelDRAW X7).
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Procedimiento

Se analizard de A-B, para determinar la altura h, primero se calcula el tiempo con la Ecuacién (21) y después,
el resultado, se sustituye en la Ecuacién (22):

1m
X (80 mm) | in—
_ _ (1000 m—m) — 0.087 s
VoaCosa 1.2 Cos40
(21)
1 m 1 m
¥ = Vo senat + - gt = ((—1.2?}(53?140](0.08?5]) + (E) (—9.81 S—z}(o.osnz =

Para obtener el valor de h se suma la altura del vaso y la magnitud de Y,

1m
h=-0.104m — {14[} mm] (—) = —0.244m
1000 s

Para determinar la velocidad final en Y (Fy ), se sustituye el tiempo (t), la velocidad inicial (¥} )y la
aceleracion gravitacional en la Ecuacidn (23):
m m
% = Vosena + gt = —1.2—sen 40 + (—9.81 s_i:] (0.087 5) =

™
Vy = —1.624 —
5 (23)

Al sustituir la (Vy ) yla (Vox ) en la Ecuacidn (24), se obtiene la magnitud de la velocidad final:

4 (1.2 ?] =2.019 ?

Veinat = (V) + (Vg)* = \](—1-524?)
(24)

Finalmente, para encontrar el 4ngulo se sustituyen las componentes de la velocidad al final, en la Ecuacién

(25),

(25)
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Ejemplo para el caso V. Determine el angulo de lanzamiento de la particula.

Ejercicio 11.112 de [10]: La velocidad inicial 7 de un disco de hockey es de 105 72i / b. Determine a) el valor
méximo (menor que 45°) del dngulo para el cual el disco entra en la porteria, 4) el tiempo correspondiente
que se requiere para que el disco llegue a la porteria, como se observa en la figura 11. Solucién a) 14.66 °,

b) 0.1074 .

Vi
il
q “\ i\
; 1““ I L
I -
4 n
Y Ilf T‘IF- .
Syt X _1 E ¥
- - - -

b)
FIGURA 11.
a) Ejercicio 11.112, b) Diagrama de cuerpo libre. [10]

Procedimiento

Para determinar el angulo y el tiempo, primero se convierte la velocidad de = a #, después se sustituyen los
datos en la Ecuacién (26) para obtener el 4ngulo:

mi\ (5280 ft / 1k ft
(ms—)( _ )( )= 15425
¥} 1 mai 3600 s 5

B L [2Vo*X £V 4V, X2 + 8gX21, 7Y — 497 X"
o = tang 29X?

o [230154%)(18) £ (4} [154)°(16)* + (B} (—3Z.Z)(LE) (154 (4) — (4322} (16)*
—[2y[—32.2)(18)*
a; = 89.375°
a, = 14.660°

& = rang
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(26)

De los cuales el que se utilizara para los célculos es o, porque es la que cumple con la condicién de ejercicio
que sea menor a 45°. Al sustituirlo en la Ecuacién (27), se determina el tiempo,

16 ft
t= f =0.107 s

t
(1 54 f?) Cos 14.660

(27)

Para determinar la velocidad final (#y), se sustituyen la aceleracién gravitacional (g) y la distancia vertical
final en (Y) en la Ecuacién (28):

t t
v, = (1 54f—) Sen14.66 + (—32.2)(0.107 s) = 35.529 It
3 3 (8)
Con la Ecuacién (29) se determina la componente de la velocidad inicial en X,
ft ft
Vox = (154 —) Cos 14.66 = 1485.986 —
s s (29)
Al sustituir la (Vy ) yla (Vox ) en la Ecuacién (30), se obtiene la magnitud de la velocidad final:
2 2
t t t
Vrinat = ‘J(S 5.529 f—) + (148.985 f—) ~1531630"
5 s s
(30)

Finalmente, para encontrar el 4ngulo se sustituyen las componentes de la velocidad al final, en la Ecuacién

(31),

3‘5.._':.2":‘-E

B =tang | —=- | = 13.412°

148.986%

(31)

La Tabla 7, muestra los resultados indicados en los libros y los que se obtuvieron a partir de las
consideraciones practicas.
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TABLA 7.
Comparacion de los resultados obtenidos.
Ca | Variab Resultados
so | le Libro Modelo de Variacio
consideracion | n %

I Vi 238 fi/'s 23.824 ft/s 0.1 %
II Vi 347 ft/'s 34.749 ft/s 0.141%
m | X 1.737 ft 1.736 ft 0.0 %
IV | Y 0244 m 0.244 m 0.0 %
V vl 14.66° 14.660° 0%

t 0.1074 s 0.107 s 0.372%

CONCLUSIONES

Los resultados mostrados en la Tabla 7 permiten concluir que la diferencia entre los resultados
proporcionados por el libro y los obtenidos mediante las consideraciones précticas es minima, presentan una
exactitud de 0.1 a 0.372, por lo que se pueden considerar confiables. Cabe mencionar que no se pierden
decimales debido a que todas las operaciones matematicas se realizan de forma directa.

En trabajos futuros se plantea programar las ecuaciones propuestas en Visual Studio y hacerlo del dominio
publico como una herramienta més que coadyuve a la formacién académica de los estudiantes. También se
plantea realizar un andlisis del estado del arte sobre prototipos demostrativos con los cuales llevar a cabo
experimentos de comprobacién de tiro parabélico, relacionando asi la teoria-fisica-informatica-préactica
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