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ESTUDIO DE FLUIDOS NO NEWTONIANOS CON LOS METODOS
DE VOLUMENES Y ELEMENTOS FINITOS

Guillermo Sanchez M.!  César Vial R.>  Nelson Moraga B.?

Recibido el 16 de enero de 2002, aceptado el 20 de agosto de 2002

RESUMEN

En el presente trabajo, se realiza un estudio numérico de mecénica de fluidos 2D en una contraccion brusca para fluidos
no newtonianos tipo ley de potencia de Ostwald-de-Waele. Se emplean dos métodos de resolucion, el método de los
volumenes finitos y el método de los elementos finitos. En el primer método se utiliza el algoritmo SIMPLE, para la
resolucion de las ecuaciones de momentum lineal y de continuidad. Para el método de elementos finitos se utiliza un
codigo propio en lenguaje Fortran 90. En ambos métodos se estudia el comportamiento del fluido para diferentes indices
de potencia. Los calculos se realizan con malla variable rectangular (método de voldmenes finitos) y con malla apegada
al contorno (método elementos finitos).

Palabras claves: Fluido no-newtoniano, método de elementos finitos, método de volimenes finitos

ABSTRACT

In the present work, a numerical study of 2D fluid mechanics in an abrupt contraction is made, for non-newtonian flow
with Ostwald-de Waele type law of power. Two solution methods are used : finite volumes and finite elements
methods. In the finite volumes method, the SIMPLE algorithm is used to solve the linear momentum and continuity
equations. In the finite elements method , Fortran 90 language is used for writing our own program. In both methods,
the behavior of the fluid, for different indexes of power, is studied. The calculations are made with rectangular
variable mesh (method of finite volumes) and with mesh attached to the contour (method of finite elements).

Keywords: Non-Newtonian flow, finite elements method, finite volumes method

INTRODUCCION exponente, que caracteriza la ley, es mayor que uno.
Algunos ejemplos de fluidos seudoplasticos son:
pinturas, gomas, sangre, suspensiones, etcétera. Esta ley

modela los fluidos newtonianos cuando n es igual a uno,

Practicamente la totalidad de los fluidos utilizados en
plantas industriales corresponden a fluidos no

newtonianos, los cuales son tratados o calculados segin
leyes para flujos newtonianos, (velocidad proporcional
al esfuerzo de corte). Se ha mostrado en estudios
previos, el error que se comete al tratar como
newtonianos, fluidos dilatantes o seudo-plasticos, de
aqui la importancia del desarrollo de herramientas para
el estudio de estos fluidos.

En el presente trabajo se modela el flujo permanente,
isotérmico de fluido no newtoniano tipo ley de potencia
de Ostwald-de-Waele con el método de los volimenes
finitos y con el método de los elementos finitos.

El modelo de ley de potencia de Ostwald-de-Waele
puede modelar fluidos seudoplasticos cuando el

y cuando n es menor que uno, representa a fluidos
dilatantes. Como ejemplos de estos fluidos, se pueden
citar, entre otros, el azlcar, tierra himeda, soluciones
en borax.

DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Se estudia el movimiento de un fluido no newtoniano en
un ducto circular con un cambio brusco de seccion
transversal, como se muestra la Fig. 1. La condicién de
borde a la entrada, en z = 0, considera un perfil
parabdlico de velocidades. El flujo a la salida, z =L, es
desarrollado. En el centro de la tuberia, r = 0, se supone
simetria y en las paredes se postula que no hay
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deslizamiento, u = v = 0. La modelacion se realizd
considerando los indices de potencia, n=0.75,n=1.0y
n = 1.25. El nimero de Raynold considerado en todos
los casos fue Re = 0.4.
MODELO MATEMATICO

En este trabajo, se considera un flujo permanente,
laminar,  bidimensional, isotérmico y fluido
incompresible no newtoniano tipo ley de potencia.

Con las caracteristicas expuestas, las ecuaciones del
modelo matematico se reducen a:

Ecuacion de continuidad:
— 4+ —+ — =0 Q)

Ecuacion de momento lineal en z:
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Ecuacion de momento lineal en r:
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donde, los esfuerzos de corte normales y tangenciales se
han determinado en funcioén de la viscosidad efectiva
mediante:
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El modelo de ley de potencia define la viscosidad
efectiva como:
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donde n es el indice de potencia y U es el indice de
consistencia. Notar que cuando n = 1, v representa la
viscosidad dindmica newtoniana y el fluido es
newtoniano.

Las condiciones de borde para el problema son:

- Condicion de no-deslizamiento de paredes rigidas
del ducto: R, =R, (2)

u(Ri,z):O.
v(Ri,z):O.
«  Condicion de simetriaen R = 0:

ou
or

r=0
v(O, z) =0.
»  Perfil parabdlico de velocidad en la entrada:

v(r,0)=0.
. 0 grdo
u(r,O)—ZDJmed% @Eg%

donde U es la velocidad media en la entrada del

ducto. Hay que notar que este perfil corresponde a un
fluido newtoniano y que los calculos se realizan con
este perfil en la entrada, de manera de tener una
condicion de borde similar.

e Condicion de  flujo hidrodinamicamente
desarrollado al final del ducto:

ou

i = O
aZ z=L

v(r,L)=0
ESTRATEGIA DE SOLUCION DEL MVF

La solucion del sistema de ecuaciones diferenciales se
soluciond mediante el método de los volimenes finitos
empleando el algoritmo SIMPLE, método semi-
implicito de ecuaciones ligadas por la presion, Patankar
(1980).
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Fig. 1.- Situacion fisica del problema

El sistema de ecuaciones lineales asociado a la
discretizacion del dominio es resuelto con un método
hibrido, que utiliza el algoritmo de Thomas TDMA
(método directo) y el método iterativo de Gauss-Seidel
con relajacion sucesiva.

El método para resolver el sistema no lineal formado
por el comportamiento no newtoniano del fluido se
resuelve empleando la siguiente estrategia:

1. En la primera iteracion se resuelve el problema
considerando el fluido como newtoniano. Se
calculan las velocidades u y v para un campo de
presiones dado.

2. Con el campo de velocidades se calcula la
viscosidad aparente, en este punto se calcula el
campo de velocidades para el fluido no
newtoniano.

3. Se repite el paso 2 hasta obtener una convergencia
de los valores de la velocidad, el criterio de
convergencia utilizado es SMAX < 10° , donde
SMAX es la mayor creacién o destruccion de
materia para los volimenes finitos del dominio.

DISCRETIZACION DEL DOMINIO MVF
Para simular el manto del cilindro, se utilizan funciones

que lo definen y el programa de calculo asigna una
velocidad fija nula fuera de este borde.

Con el fin de realizar calculos méas refinados en el
centro y en la salida del ducto, se utiliza una malla
variable, la que se muestra en la Fig. 2.

Las dimensiones nominales del ducto son: largo ducto
mayor 12 [cm], largo ducto menor 6 [cm], radio mayor
4.0 [cm] y radio menor 1 [cm]. Las propiedades del
fluido son: viscosidad dindmica p =1 [gr/ (cm (s)],
densidad p=1 [grfem’), velocidad media U_med =05 [cms].
Se realizaron los calculos para fluido dilatante con
indice de potencia n=0.75, para fluido newtoniano,
n = 1 y para fluido seudo-plastico con indice de
potencia n = 1.25.

ESTRATEGIA DE SOLUCION MEF

Desde el punto de vista del método de los elementos
finitos, las ecuaciones (1) a (7) originan las conocidas
formulaciones mixtas en variable primal que, en este
caso, son la velocidad u y la presion P. En este tipo de
formulaciones, la presion juega el rol de los
multiplicadores de Lagrange. En forma compacta se
obtiene un sistema de la forma:

b ofpral

Fig. 2.- Malla variable 80x80 nodos MVF
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Es sabido que al aplicar a nuestro problema, la forma
estdndar de Galerkin del método de elemento finito, se
tienen dificultades al considerar combinaciones
arbitrarias para la interpolacion de presiones vy
velocidades [1]. Al tomar un orden menor en la
interpolacion de la presién que para la velocidad, se
obtienen soluciones estables para la formulacién de
Galerkin del método de elementos finitos para fluidos
incompresibles. Con este fin se desarrollaron dos tipos
de elementos: a)los elementos con presion continua,
elementos de [2], y b) los elementos con presion
discontinua, elementos de [3]. Para el caso de las
formulaciones del tipo mixto, los elementos que se
utilizan, son aquellos que satisfacen la condicién de
Babuska--Brazzi. Detalles de estos elementos pueden
encontrarse en los trabajos de Loula, Franca y Karam.
El sistema de ecuaciones resultantes de este tipo de
formulaciones no es definida positiva, lo que genera
ciertas complicaciones computacionales. Con el
objetivo de evitar estas dificultades, se utiliza una
formulacion basada en un método penalizado, la que
puede obtenerse expresando los multiplicadores de
Lagrange en términos de las variables primales, esto es:

P = Af (u,v)

donde A es el parametro de penalizacion. Cuando se usa
la integracion gaussiana reducida, puede observarse que
en los puntos de integracion, los campos de presion
concuerdan con el término penalizado obtenido usando
la integracion reducida. De esta manera, la formulacién
mixta para nuestro problema adopta la forma:

¥ cral

donde:

Ks=[,B"2uBd Q
Q =[B'O"Md Q

C =IABT@TBdQ
Q

La variable P puede eliminarse, a nivel de cada
elemento, usando la siguiente formulacién de
penalizacion:

[k, +qc Q7]v. =t

Por lo tanto, las ecuaciones globales pueden expresarse
como:

Kv =F,

donde v son las velocidades y F son las fuerzas totales
incluidas las fuerzas generalizada del cuerpo.
Reiteramos que el término A debe ser evaluado usando
integracion reducida.

DISCRETIZACION DEL DOMINIO

Para la discretizaciéon espacial del dominio se uso el
generador de mallas EASYMESH, y un programa
desarrollado en FORTRAN 90.

La malla utilizada se muestra en la Fig. 3. Notar que se
refina la discretizacion cerca del manto y en el vértice
de la contraccion.

Fig. 3.- Malla de elementos triangulares cuadraticos
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PRESENTACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

Como se observa en las Figs. 4 y 5, se obtuvo las lineas
de corriente para cada uno de casos estudiados,
pudiéndose notar una gran similitud para las situaciones
en estudio obtenidas con cada método.

También se obtuvo el desarrollo de los perfiles de
velocidad u, a lo largo del ducto, como muestran las
Figs. 6 a 8, en donde se observa que el comportamiento
de los fluidos en este caso, es similar.

El desarrollo de la velocidad v a lo largo del ducto se
observa en las Figs. 9 y 10, notdndose que éste,
permanece para cada método de resolucion
independiente del indice de potencia y en general la
velocidad minima V para el método de los volumenes
finitos, es el doble en valor absoluto, que la velocidad
minima para el método de los elementos finitos.

También se realiz6 la comparacion del desarrollo de la

velocidad en el centro del ducto para los distintos casos
estudiados, como se observa en las Figs. 9, 10 y 11,
encontrando un comportamiento similar en ambos
métodos.

En el calculo con elementos finitos, la variacién de la
velocidad en el centro, se produce antes que en el caso
de los volimenes finitos, pero en general, siguen el
mismo comportamiento.

Se puede observar que las velocidades maximas en la
salida del ducto, son practicamente similares para los
dos métodos con un indice de potencia dado.

Una de las caracteristicas que diferencia a los fluidos
no-newtonianos de los newtonianos, es el desarrollo del
perfil de velocidades, en las Figs. 5 y 6 se observa el
desarrollo total del perfil a lo largo del ducto, en la Figs.
12 a 17, se observa el comportamiento del perfil en la
salida del ducto, notandose una apreciable similitud.

n=0.76 MEF

n=1.00 MEF

n=1.256 MEF

Fig. 4.- Lineas de corriente con MEF

n=0.75 MVF

n=1.00 MVF

n=1.25 MVF

5.- Lineas de corriente con MVF
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Fig. 6.- Variacion en la direccion del flujo
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Fig. 7.- Variacion en la direccion del flujo
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Fig. 8.- Variacion en la direccién del flujo

=075

FE.n

Fig. 9.- Variacion en la direccion del flujo
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Fig. 10.- Variacion en la direccion del flujo

=1.25

FE.n

Fig. 11.- Variacion en la direccion del flujo
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Fig. 12.- Desarrollo de la velocidad en el centro del ducto con MEF
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Fig. 13.- Desarrollo de la velocidad en el centro del ducto con MVF
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Fig. 14.- Comparacion de la velocidad en el centro del ducto
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Fig. 15.- Perfil de la velocidad u a la salida con MEF
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Fig. 16.- Perfil de la velocidad u a la salida con MVF
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Fig. 17.- Comparacion de los perfiles de la velocidad u a la salida
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CONCLUSIONES

El movimiento de un fluido no newtoniano, tipo
Ostwald de Waele, en una tuberia circular con
reduccién brusca de didmetro, se describié empleando
los métodos de elementos y de volimenes finitos.
Ambos métodos permiten calcular las distribuciones de
velocidad y de presion para fluidos dilatantes, n < 1,
fluidos newtonianos, n =1, y fluidos pseudoplasticos,
n>1.
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