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CONDICIONES NECESARIAS PARA LA APLICACION DEL METODO DEL DISPARO A
UN CONTROL OPTIMO DE POSICION EN UN ROBOT MANIPULADOR
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RESUMEN

El control 6ptimo de posicion en el espacio de coordenadas de articulacion en un robot manipulador esté relacionado con
la determinacion de una ley de control que restringe al efector final del manipulador moverse a lo largo de una trayectoria
dada, en un tiempo tan corto como sea posible. Su potencial de aplicacion es particularmente importante en la generacion
de trayectorias 6ptimas de posicion en robots manipuladores. Este trabajo propone una metodologia alternativa de disefio,
basada en el Méaximo Principio de Pontryagin y las condiciones de recursividad necesarias para emplear el método del
disparo en una trayectoria determinada. Dicha metodologia es simulada en un robot manipulador de dos grados de
libertad tipo planar.

Palabras clave: Maximo de Pontryagin, método del disparo, condiciones de recursividad.

ABSTRACT

The optimal control of position in the space of coordinates of joint in a manipulating robot, is related to the determination
of a law of control that it restricts to the final effector of the manipulator to move throughout a given trajectory, in a as
short time as it is possible. Its potential of application is particularly important in the generation of manipulating optimal
trajectories of position in robots. This work proposes an alternative methodology of design, based in the Maximum
Principle of Pontryvagin and the recursion conditions necessary to use the shooting method in a certain trajectory. This
methodology is simulated in a manipulating robot of two degrees of freedom type planar:

Keywords.: Maximum of Pontryagin, shooting method, recursion conditions.

INTRODUCCION muchas, sujeta a ciertas restricciones inicial, final, de

estado, o ley de control, para un determinado

El control de posicion determina la forma de como hallar
la mejor regulacion en la movilizacion de un robot
manipulador de una posicion a otra, dentro de su espacio
de trabajo en de cierto tiempo [2], [3], [5], [7], [16],
dicho control es empleado para realizar funciones
repetitivas como es el traslado de piezas de un lugar a
otro dentro de una linea de produccion, la toma de vela
de vidrio en hornos, pintado de automoviles, trayectorias
de vuelo en aviones y satélites.

Una de las bondades del control 6ptimo es el poder
determinar la “mejor” trayectoria 6ptima de entre

movimiento. Este método desarrollado inicialmente por
Pontryagin [11] con su famoso Principio del Maximo,
que proporciona las condiciones necesarias para la
posible optimalidad son analizadas mas recientemente
por Vinter [14] y Piccolo [10], que profundizan en su
analisis para hallar las trayectorias que satisfagan estas
condiciones.

El control 6ptimo de posicion esta relacionado con la
determinacion de una ley de control (restriccion), la cual
debera llevar el efector final del manipulador de una
configuracion inicial dada a una configuracion deseada,
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en un tiempo tan corto como sea posible [15] donde el

punto inicial y final [Xo(t), Xf(T)] , pueden ser ambos

fijos o alguno de los dos libre, o con alguna restriccion
de estado.

Este articulo esta organizado como sigue. En la seccion
CONDICIONES DE OPTIMALIDAD se dan las
condiciones de optimalidad para hallar una trayectoria
optima, una revision a la dinamica del robot manipulador
y se enuncian los pasos del Maximo Principio de
Pontryagin. En la seccion CONTROL OPTIMO DE
POSICION, se plantea el disefio de un control 6ptimo
de posicion via método recurvo del disparo; en la seccion
EJEMPLO DE APLICACION se presentan un
ejemplo de aplicacion simulando un robot tipo planar.
Finalmente se presentan las conclusiones.

CONDICIONES DE OPTIMALIDAD
En las condiciones necesarias de primer orden se asume
que existe un control admisible u* (t) el cual es optimo,

unico y satisface las siguientes condiciones necesarias:

a) Ecuaciones candnicas.

i x )= a_H y

dt ap(0) ecuacion de estado (1)
i * (t)=— a_H Iy
dt p ax(t) ecuacion de co-estado  (2)

donde * denota 6ptimalidad.

b) Condiciones de frontera.

x*(to) =x, es el estado inicial

x(T)eS S es el conjunto objetivo 3)
p (T) esnormala S en x (T).

¢) Minimizacion del Hamiltoneano.

H[x' (03 (050" (0 | <H[x (15" (030" ()]
para u(t) € Q
en la optimalidad

H[x" (050" (050" (8) | = max H[x" (00" (00" () | =
4)

donde Q es el conjunto de todos los controladores
admisibles, H debe tener primera derivada, que asegure
el maximo, ademas la condicion (4) garantiza estabilidad
exponencial, y al llegar a la dptimalidad se comporta
como una constante; de lo contrario no habra
convergencia y tampoco control 6ptimo.

Estas condiciones forman parte del método completo
propuesto por Pontryagin [11] y Pallu [13], el cual se
analizard a continuacion.

Principio del Maximo de Pontryagin

El Maximo Principio de Pontryagin nos proporciona las
condiciones necesarias para poder obtener una ley de
control 6ptimo en forma local [13] y global [14] bajo
ciertas restricciones para un problema especifico, donde
las condiciones de primer orden establecen la posibilidad
de hallar un control optimo admisible t(x)que
minimice la integral de costo que regulara la posicion
del manipulador, asociado con la transferencia del
estado de un punto inicial dado a un punto objetivo
especificado [Xo(t), Xf(T)] , los cuales pueden ser fijos
o libres y los llamados co-estados A(t).

Donde su pertinencia ha sido guia para diversas
aplicaciones [4], [9], [12], [18], las cuales en un principio
fueron empleadas para sistemas lineales, digitales y
sistemas continuos a trozos [10], [17]; a continuacion se
enuncia esta técnica en una serie de pasos a definir.

Dado un indice de costo dado en (5), sujeto a un intervalo
[Xo(t), Xf(T)] inicial y final fijos lo que para nuestro

caso:

Rev. Fac. Ing. - Univ. Tarapaca, vol. 14 N° 1, 2006 73



Rev. Fac. Ing. - Univ. Tarapaca, vol. 14 N° 1, 2006

T
J=[L(x,7) dt 5)

Paso 1. Coloca la derivada del indice de desempefio y el
sistema dinamico en variables de estado en la forma del
seudo Hamiltoneano.

H(x,u, A, t) = ATf(x,u, t) + L(x,u, t) (6)

donde A es el vector Lagrangeano o co-estado,
f(x, u, t) es el sistema dinamico en variables de estado y
L(x, u, t) es la derivada del indice de desempeiio.

Paso 2. Resolver la derivada parcial de la ecuacion (6)
con respecto a u y posteriormente igualarla a cero para
obtener la relacion de la entrada optima, denotada en

).
u’ =u’(x,\, t) (7

Paso 3. Sustituir la entrada de control (7) dentro del seudo
Hamiltoneano H (6), para dejar a H en funcion de las
variables de estado x, los co-estados A y el tiempo:

H(x, ), t) = H(x,u’, A, t) (®)

Paso 4. Resolver (8) de acuerdo a las ecuaciones
canonicas (1) y (2) de optimalidad:

0
‘= oH" (x, A, t)

oA ©)
0
Xz_aH (X,?\.,t) (10)
ox

bajo las condiciones de frontera x(0) = x, y x(T) = x,.

Paso 5. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
de forma analitica o recursiva para después sustituir las
soluciones de x(t) y A(t) del paso 4 en la entrada 6ptima
(7), entonces obtenemos el control éptimo u(t) para una
trayectoria dada en un sistema dinamico.

Dinamica del brazo robot

Antes de continuar, es importante analizar las
caracteristicas principales de la dinamica de un robot
manipulador rigido de n-eslabones, representada en
variables de estado, la cual denota la forma en que las

articulaciones del mismo evolucionan al aparecer torques
aplicados por los actuadores o de alguna fuerza externa
aplicada al manipulador [5], [16], [18] y puede ser
representado de la siguiente forma:

M(q)4+C(q,9)q+G(q)+F(g, )= (1)

donde q es el vector #x 1 de coordenadas generalizadas
de articulaciéon que describen la posicion del

manipulador, q es el vector » x 1 de velocidades de

articulacion, ¢, es el vector #x 1 de aceleraciones de
articulacion, T es el vector #x 1 de torques de entrada,
M(q) es la matriz simétrica de articulacion-espacio 7xz
de inercias definida positiva, C(q,q) es la matriz 7zx»
que describe los efectos de Coriollis y fuerzas centripetas
donde los torques de la fuerza centripeta son

proporcionales a ¢ mientras que los torques de Coriollis

son proporcionales a 4;d; G(q) es el vector 7 x 1
gravitacional de torques obtenido como el gradiente de
energia potencia del robot debido a la gravedad y
finalmente F(q,T) describe la friccion viscosa y de
Coulomb en relacion a las coordenadas generalizadas.

Donde reviste gran interés los valores que tomen, la
fuerzas de Coriollis, centripetas C(q,q) y las fricciones
F(q,7) por ser de naturaleza no lineal.

CONTROL OPTIMO DE POSICION

Especificamente se busca un control T(x) que
minimice la integral de costo cuando el punto inicial y
final son fijos.

Retomando el modelo dinamico del robot (11), el cual
lo podemos representar en la forma de un sistema de
lazo cerrado en variables de estado, podemos obtener:

. d {q} B -q
X=—| . |= ~1 . .
dx|q] |M(@"[t-C(d,9)-g@)-F(@,7)]
(12)

Se propone el siguiente control zz#/4-D (8], de tal forma
que restrinja al robot manipulador a generar trayectorias
que no importando el tiempo empleado llegue a su
objetivo.

74 Rev. Fac. Ing. - Univ. Tarapaca, vol. 14 N° 1, 2006



Estévez y Garcia: Condiciones necesarias para la aplicacion del método del disparo a un control étpimo de posicion en un robot manipulador

Las siguientes caracteristicas del indice de desempefio
son:

J= H(\/ln cosh(q)" Kp In cosh(q) +

(13)
+1"It+ G'IG) }dt

donde es la ganancia proporcional y es una
matriz diagonal, K, e R"*" es la ganancia derivativa,
también es una matriz diagonal, q € R™ es el error de
posicion, A e R™! es el torque o restricciones aplicados
alroboty I e R"*" es la matriz identidad.

El Hamiltoneano para nuestro problema de control
optimo esta dado como sigue:

_q .
H(§,q,7) =A" B _ , +]J
M(q)™'[1-C(4,9)-g(a) - F(4,7) |
(14)
donde A es el co-estado del sistema a resolver.
Para obtener la entrada dptima t° hacemos:
B'H(q’ q’T ) — M(q)—lk + 210
ot
OH(@,4,T) _ (15)
ot
por lo tanto
M)
% =——(‘;) A (16)

sustituyendo la ecuaciéon (16) en (14), y derivado
parcialmente de acuerdo a las ecuaciones canonicas (9)
y (10) obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales
a resolver

}L:

oM {—Kp tanh(ti)}
= (17)

Cox | A —2Kq

donde (12) representa el sistema de ecuaciones para x(.)

y (17) para X(.).

Finalmente resolviendo el sistema de ecuaciones

tenemos el estado x = [q, q]T y los co-estados A,(t) que

satisface las dos ecuaciones canodnicas (12) y (17) y
sustituyendo en (16) hallamos nuestro controlador de
posicion 6ptimo para robot manipulador.

Condiciones necesarias para el método del disparo

Por la dificultad de poder hallar los valores del control
tanh-D 6ptimo de posicion propuesto, en forma analitica,
es necesario aplicar un método recursivo [1], [3], [17]
que nos pueda facilitar la obtencion del controlador, para
esto, se emplea la técnica del disparo [6], que emplea
como base un Rung-Kutta de 4° orden, y por sus
caracteristicas propias tiene la desventaja de que es
necesario conocer o adivinar las posibles trayectorias,
ademas de que es facil caer en divergencias, si no se
tienen bien definidos los puntos inicial y final.

Para hacer posible su aplicacion, primero se busca dentro
de las ecuaciones candnicas (12) y (17), la estructura
mas completa que pueda se capaz dejar independiente
alglin co-estado A en (17).

Esto se puede lograr colocando dentro del indice de
desempeiio [15] un término de diferencia cuadratica que
involucre tanto a la gravedad como al torque, en este
caso es A'IL-2AG+G"IG que garantiza la
independencia de los co-estados en (17), evitando
divergencias.

Tenemos entonces un nuevo indice de desempefio

J= b (\/ln cosh(q)T KpIn cosh(q) + It
= 18
o [+G"IG - 2G™ It + Kvq)dt (18)

por lo tanto, realizando los pasos del 1 al 4 del método

tenemos el nuevo sistema de ecuaciones para

7.\:

oM {—Kp tanh@)}
- = (19)

ox | A -2K,q

donde se puede observa que A, es independiente, por
tanto, podemos obtener la solucion de los sistemas (12)
y (17) con la seguridad de convergencia, ademas de que
se conoce a priori la trayectoria del controlador za7-D,
se pueden denotar puntos iniciales y finales
confiadamente.
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EJEMPLO DE APLICACION

El controlador 7z#/-D en forma de control 6ptimo de
posicion y las condiciones de disefio fueron aplicadas a
un robot planar [8], que tiene el siguiente modelo
matematico en variables de estado (20).

Tl _ m]l ql l] CIZ ql

TZ - le qZ CZ] CZZ qZ
i
g(aq) | |1,

donde 7, es el torque aplicando en la /~# articulacion,
m, .es la masa de la /~# y /-4 articulacion del robot
planar, la cual es definida positiva, ¢, representa el
efecto Coriollis, existente entre las artlculacmnes £(q,),
es la presencia de gravedad y /;son las fuerzas de friccion
y Coulomb presentes; los parametros del robot son dados
en la tabla 1.

(20)

_ i _
q.Z mllq ’/’1127l
% mllil mlzi1 2 2
d qz _ n12]_l ,,’122_1 mzl_l ’nZZ_l
2l 1T 2 2
llqz
AZ‘II
_lz‘lz
Tabla 1 Pardmetros del manipulador.
Notacion| Valor | Unidad
Longitud eslabén 1 1, 0.25 m
Longitud eslabon 2 1, 0.16 m
Centro de Gravedad
eslabon 1 1, 0.20 m
Centro de Gravedad
eslabon 2 1, 0.14 m
Masa eslabon 1 m, 9.5 kg
Masa eslabon 2 m, 5.0 kg
Inercia eslabon 1 I 43x 103 | Kgm?
Inercia eslabén 2 I, 6..1x 107 | Kg.m?
Aceleracion de
la Gravedad g 9.8 m/s?
76 Rev. Fac. Ing. - Univ. Tarapaca,

{)‘24]1
)‘2q2

Ml LR
Ll 7]

Las relaciones de los elementos de la matriz de
Coriollis C(q,q) , de la matriz de gravedad G(q) y de
las fricciones viscosas y de Coulomb F(q,7) se
enuncian en la tabla 2.

(20)

Aplicando las ecuaciones candnicas (12) y (17) en el
modelo matematico en variables de estado del robot
manipulador planar (20), obtenemos (21) dada al
principio de la pagina siguiente, podemos ahora
introducirlo al algoritmo de disparo, con la finalidad de
hallar la trayectoria que provoca el control dptimo de
posicion tanh-D sobre cada articulacion del robot.

-4,
-4,
8, G, sz 9, fz 43
—Kp, tanh(g,) 1)
—Kp, tanh(g,)
A " 2Kvg,
/llqz -2Kv,q, |

Tabla 2 Relaciones entre elementos.

¢, =-m) 1 sin(q,)q,
¢,=-m)l 1 sin(q,) (4, +4,)
¢, =m)] 1 sin(q,)q,

c,=0

¢, =-m,] 1 sin(q,) 4,

c,=-m]l 1 sin(q,)(q, +4,)

g (@=(m]l, +m,l)gcos(q,)+m,l gcos(q, +q,)
g,(@)=m,l ,gsin(q,)q,

£=0.569si q, >0 6-0.3955si 4, <0 60si q, =0
£=0.1415si q, >0 6-0.007si q, <0 605si q, =0

vol. 14 N° 1, 2006
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Simulando el algoritmo recursivo en MatLab 6.5© para
un intervalo dado por Xy,(0) y x, (T)=90" para el
primer eslabony X, ,(0) = X,,(T) =0 en el eslabon dos,
se obtienen las curvas comparativas de las posibles
trayectorias Optimas, en los errores de posicion q, y q,
dentro del intervalo 0-1 segundos y de 0-5 segundos para
diferentes valores de Kp y K, (véase figuras 1, 2,3 y 4).

Por primera instancia el analisis de los resultados partira
con el peor caso dado en las figuras 2 y 4 (sz y K,,),
donde la variacion en los valores de las constantes
representan las desviaciones en la trayectoria, que son
ocasionada por las cargas o por alguna colision, que
pueda recibir el robot manipulador en el extremo
superior, pero a pesar de esto no se pierde el objetivo y
es capaz de llegar al punto deseado; esto es importante
porque el controlador zz#/-D optimo de posicion da
muestra que posee un grado importante de insensibilidad
ante perturbaciones externas.

De acuerdo a las curvas de comportamiento desarrolladas
y las restricciones dadas, se nota aqui que el controlador
es capaz de generar todas trayectorias posibles para
diferentes valores de K yK yen todos los casos llevar
al robot manipulador al punto deseado; este
comportamiento es importante debido a que la version
del controlador zz7-D optimo de posicion se comporta
como tal al demostrar que tiene la habilidad de generar
trayectorias de posicion, de tal manera que todas
convergen de forma asintéticamente estable a la posicion
deseada.

Aunque el objetivo principal de este articulo no es el
determinar la “mejor” trayectoria de posicion 6ptima para
el robot manipulador en cuestion, se hacen observaciones
interesantes para la familia de trayectorias Optimas de
posicion generadas via método recursivo del disparo,
enfatizando la existencia de la “mejor” trayectoria, por lo
que en las figuras 1, 2, 3, y 4 se nota que para todas las
constantes existe una menor variacion en sus trayectorias
dentro del intervalo de 0-1 segundos; esto es importante
porque denota que aqui se halla la region de mayor
convergencia, también para figuras la y 3a (graficos de
Kpl y Kv1), como ya se menciond, se observa que, al
aplicarle una variacion considerable a los valores de las
constantes (K | y K ), produce muy pocos cambios en la
trayectoria del eslabon 1, facilitando la sintonizacion con
el eslabon dos (sz y K ,), donde la situacion es diferente,
cuyos graficos (figuras 2a y 4a) solo ha acotado (por medio
de flechas) la region donde se da la convergencia mas
rapida en tiempo y, por ende, el espacio de mayor atraccion
al punto deseado, con miras de encontrar la “mejor”
trayectoria de posicion 6ptima.

Por todo lo anterior, las condiciones impuestas en la
aplicacion del método recursivo del disparo en el disefio
del controlador zan/4-D 6ptimo de posicion hacen
necesario notar aqui que las condiciones desarrolladas
en el presente articulo son suficientes para poder
emplearlas en la solucion de las ecuaciones candnicas
de optimalidad (9) y (10), para la generacion de una
familia de trayectorias 6ptimas y después de realizar la
sintonizacion de las constantes se halla la “mejor”
trayectoria 6ptima de posicion que satisface las
restricciones impuestas; lo anterior es importante, porque
le dan el sustento matematico a la metodologia propuesta
y abre camino a una nueva familia de controladores de
optimos de posicion via método recursivo del disparo.

Por todo lo anterior, las condiciones impuestas en la
aplicacion del método recursivo del disparo en el disefio
del controlador za@n/-D 6ptimo de posicion hacen
necesario notar aqui que las condiciones desarrolladas
en el presente articulo son suficientes para poder
emplearlas en la solucion de las ecuaciones candnicas
de optimalidad (9) y (10), para la generacion de una
familia de trayectorias optimas y, después de realizar la
sintonizacion de las constantes, se halla la “mejor”
trayectoria 6ptima de posicion que satisface las
restricciones impuestas; lo anterior es importante, porque
le dan el sustento matematico a la metodologia propuesta
y abre camino a una nueva familia de controladores de
optimos de posicion via método recursivo del disparo.

Por Ultimo, aunque no se ha realizado un analisis
completo en relacion a la robustez del controlador, se
considera que lo mostrado es suficiente para fundamentar
la fiabilidad de la generacion de trayectorias asintoticas
estables version controlador zzz/-D dptimo de posicion.

sol. emor engl con dif, Kp1 mu ado de 0-1seg

2 T T

0 02 04 06 08

Fig. 1a Trayectoria del control 6ptimo de posicion para
q, y g, muestreados a 0-1 segundos con
valores diferentes de Kpl'
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sol. emor en gt con dif, Kp1 mujestreado de 0- 5seq

T T T T

13 T T T

t

Fig. 1b Trayectoria del control optimo de posicion para
q, y q, muestreados a 0-5 segundos con valores
diferentes de Kpl .

sol. erroren gl condif KP2 mestreado de 0- 1 589

R i i i
0 02 04 06 08 1

T
sol. error en g2 con dif KP2 mestreado de 0- 1 seq.
2 T T T T

Fig. 2a Trayectoria del control optimo de posicion para
q, y q, muestreados a 0-1 segundos con valores
diferentes de sz .

sol.emor en g1 con dif. KP2 muetreado de 0-5 seg
2 T T T T

sol. emor en q2 con dif I-(F52 mustreado de (-5 seg

T T T

Fig. 2b Trayectoria del control 6ptimo de posicion para
q, y q, muestreados a 0-5 segundos con valores
diferentes de Kp2 .

sal. emor en g2 con dif Kv1 muestreado de (-1 seq

Fig. 3a Trayectorias del control 6ptimo de posicion para
q, y q, muestreados a 0-1 segundos con valores
diferentes de K ;.
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sol. emor en g1 con dif. Kv1 muestreado de 0-5 seg
2 T r T :

Fig. 3b Trayectoria del control 6ptimo de posicion para
q, y q, muestreados a 0-5 segundos con valores
diferentes de K |

sol. error en g1 con dif. Kv2 muestreado de 0- 1 seg

i i
0 02 04 06 08 1

t
sol. error en q2 con dif Kv2 muestreado de 0- 1 seq
: -

q2

Fig. 4a Trayectoria del control dptimo de posicion para
q, y q, muestreados a 0-1 segundos con valores
diferentes de K,

sol. emor en g1 con dif. Kv2 muestreado de 0- 5 seg

Fig. 4b Trayectoria del control 6ptimo de posicion para
q, y q, muestreados 0-5 segundos con valores
diferentes de K,

CONCLUSIONES

En este articulo se introdujeron las condiciones
necesarias para aplicar el método recursivo del disparo
en el diseflo de un controlador 6ptimo de posicion en un
robot manipulador tipo planar, obtenido via Méaximo
Principio de Pontryagin; llevandose a cabo por medio
de un analisis exhaustivo de las caracteristicas propias
del modelo dinamico de un robot manipulador rigido de
n-eslabones al aplicarle del Maximo Principio para punto
inicial y final fijos; pudiéndose hallar una manera de
hacer independiente un co-estado (A), por medio de la
introduccion de un factor diferencial cuadratico en el
indice de desempefo, que a la postre representa la
condicion mas importante para el empleo del método
recursivo del disparo; dando como resultado la
realizacion de todas las curvas posibles bajo las
restricciones impuestas, asi como la determinacion de
una region de maxima convergencia dentro de la cual se
halla la “mejor” trayectoria 6ptima de posicidn,
comprobando que el controlador 7e7z-D optimo de
posicion bajo estas restricciones lleva a todas las
trayectorias posibles a converger de una forma
asintoticamente estables, aun cuando ésta recibe
perturbaciones externas en su efector final; todo este
analisis le da el respaldo necesario a la metodologia
propuesta.
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Haciendo notar que esta metodologia forma parte de
una nueva familia de controladores 6ptimos de posicion
via método recursivo del disparo, cuyo desarrollo ha sido
parte de un proyecto financiado por CosNet, al que le
agradezco todo su apoyo.

Este método abre el camino a futuras investigaciones,
acerca de la aplicacion de otras estrategias de control
con diferentes restricciones, que puedan funcionar en
los diversos tipos de robot manipulador para una tarea
especifica.

Cabe sefialar que la robustez y el analisis para otras
aplicaciones del método de control deberan ser
analizadas en futuros proyectos.
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