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RESUMO

O surgimento de&consumpition Capital Asset Pricin Mod€&-CAPM) se deu da proposi¢cao
dos trabalhos iniciais de Merton (1973) e de Breed®79) que tinham como objetivo
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universalizar o model@apital Asset Pricin Mod€ICAPM) desenvolvido por Sharpe (1964)
e Lintner (1965) na contextualizagdo intertempdabbjetivo deste artigo foi fornecer um
embasamento tedrico para estudar a precificacd@tilass por meio do C-CAPM. Para o
desenvolvimento da teoria, em vez de consideratmomodelo de generalidade completa é
necessario inicialmente estabelecer alguma linotaB@ara o desenvolvimento do modelo
considera-se que todos os consumidores séo idémtaaomportamento e tém vida infinita.
Este consumidor sera definido como o agente remi@se que definirh como os ativos
serdo precificados. A metodologia adotada foi urudes tedrico sobre a dindmica do
modelo, buscando como resultado aproximar a telari@alidade, tratando-se de um modelo
dindmico de precificagdo de ativos. Concluiu-se gtikizando o estabelecimento de um
agente representativo, o C-CAPM ndo consegue exg@impiricamente os dados historicos
de retorno de ativos de risco, de ativos livressi® e por fim do prémio de risco.

Palavras-chave CAPM. C-CAPM. Precificacdo de ativos. Financas.

Abstract

The appearance of Consumption Capital Asset Pridiloglel (C-CAPM) happened from the
proposition of initial researches of Merton (1978hd Breeden (1979) who aimed to
universalize the model Capital Asset Pricing Mo@APM) developed by Sharpe (1964) and
Lintner (1965) in an intertemporal context. The pad this article was to provide a
theoretical base to study the pricing of assetsubh the C-CAPM. In order to develop the
theory, instead of considering a complete gensrafibdel, it is necessary at first to establish
some limits. For the development of the modeladbissidered that all the consumers are alike
in behavior and have endless life. This consumérbsidefined as the representative agent
who will determine how the assets will be pricelde Thethodology applied was a theoretical
study about the model dynamics, searching as dtres@approach the theory to reality, as
being a dynamic model of assets pricing. It waschated that by using the institution of a
representative agent, the C-CAPM is not able tdaxpmempirically the historic data about
the return of risk assets, of free assets and,Hasnhot least, of risk award.

Keywords: CAPM. C-CAPM. Asset pricing. Finances

1 INTRODUCAO

O Consumption-based Capital Asset Pricing Modelroduzido por Lucas (1978)
determina o risco de um ativo em fungéo da coveidado retorno do ativo com a utilidade
marginal de consumo. O moddlapital Asset Pricing ModdICAPM), ao contrario baseia-se
no binbmio média-variancia de retornos. O C-CAPMiné modelo mais geral do que o
CAPM e pode-se considerar que o modelo CAPM ¢é warticplarizacdo do C-CAPM.

Assim, o objetivo desse artigo é fornecer embastm&drico para estudar a
precificacdo dos ativos por meio do C-CAPM, onde i@gestidores ndo baseiam suas
decisbes na média e variancia de retornos de uimdeecomo no CAPM, mas adotam uma
visdo intertemporal de maximizar a utilidade esp&ralos consumos presente e futuro
conforme sugerido por Lucas (1978). Considerande quCAPM € um instrumento
amplamente utilizado em pesquisas empiricas, nawstea pretensdo de afirmar que
pesquisadores estariam utilizando incorretament€A®M, mas temos a intencdo de
evidenciar que o modelo CAPM é uma particularizag@daC-CAPM, ou seja, o C-CAPM é
um modelo mais abrangente, carente de mais tes{@Esi€0S.
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Ativos financeiros permitem ao consumidor distmbaiconsumo ao longo do tempo,
vendendo ativos para financiar o consumo em épangas e acumulando poupanca em
épocas favoraveis. Ativos cujos retornos tenhanari@ncia alta e negativa com a utilidade
do consumo serdo preferencialmente mantidos mesraosegus retornos esperados sejam
baixos. O motivo disto € que estes ativos podenc@arertidos em moeda na época em que
sejam mais necessarios: quando o consumo € baixdidade marginal do consumo é mais
alta. O modelo C-CAPM associa o risco sistematearm ativo com o estado de consumo da
economia. E um modelo de fator de desconto estooagnérico onde retornos e os pregos
de um ativo podem ser expressos respectivamen&rome Danthine e Donaldson (2005)
por:

E;{R,‘_,.]ﬂ'frw} = | e "“H' = !3-:lﬁfr1lxa',nljl Equa(;éo 1

OndeMt+1 é o fator de desconto estocastickteél é o retorno proporcionado pelo
ativo no periodo seguinte ao da posse do ativo.

No modelo CAPM a funcdo objetivo do consumidor &éuasda como sendo
determinada pelo desvio padrdo e retorno esperad@adeira. Todos os investidores
escolhem ativos de risco que maximizem o indic&higrpe. Em equilibrio os retornos sao
uma consequéncia do fato de que todos 0s agemexsténesmas expectativas.

No modelo Arrow-Debreu, sdo considerados difereettados da natureza, mas o
horizonte é como no CAPM de um periodo e todaseasdes de investimentos devem ser
tomadas pelo investidor no inicio do periodo.

O modelo C-CAPM oferece uma visao alternativa s@bdeterminacédo dos retornos
em equilibrio. Neste modelo, sugerido por Lucas78)9os investidores maximizam a
utilidade esperada do consumo presente e do conslemperiodos futuros. Os ativos
financeiros permitem a equalizacdo do consumo mpade pois podem ser mantidos em
carteira, proporcionando retornos, e convertidoscensumo em épocas de baixo consumo
onde a utilidade marginal do consumo € maior. $&wnulacdo ndo fosse considerada o
consumo dependeria apenas da renda do agente indgoeorrente. Do ponto de vista do
agente, um ativo € desejavel quando seu retorreyagip € alto na época em que 0 consumo
for baixo. O risco sistematico associado ao ativdeterminado pela covariancia ente o
retorno do ativo e o consumo em vez da covariaemiee o retorno do ativo e o retorno da
carteira de mercado como no CAPM.

Cuthbertson e Nitzche (2004) apresentam um argumienditivo para derivar a
condicdo de primeira ordem (FOC) de um investidoe gretende maximizar a utilidade
perpétua do consumo. A condigdo de primeira ordara maximizar a utilidade esperada do
consumo é fazer o agente igualar a perda de wdidaoveniente de uma reducdo no
consumo atual com o ganho incremental esperadopui@slo a valor presente, do consumo
do periodo futuro. Uma reducdo no consumo do peréidal para adquirir um ativo que
proporciona um retorno em um periodo futuro peréitno periodo futuro, um consumo
superior ao atual. Ou seja, uma reducao de umadmichonetaria no consumo de hoje reduz
a utilidade emJ1(Ct), mas resulta em um ganhoERt+1 no periodo seguinte.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Evolugdo do modelo C-CAPM

O surgimento daConsumpition Capital Asset Pricin ModéC-CAPM) se deu da
proposicao dos trabalhos iniciais de Merton (1993)e Breeden (1979) que tinham como
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objetivo universalizar o modefdapital Asset Pricin Mod€ICAPM) desenvolvido por Sharpe
(1964) e Lintner (1965) na contextualizacdo intaegeral.

Originalmente 0 modelo CAPM tem como proposi¢cado quequeza é consumida
pelos investidores depois de um determinado periathole a riqueza e 0 consumo
terminavam se misturando.

Na nova concepcao as deliberagbes de consumo a;atnsao separadas, apesar de
ser modeladas ao mesmo tempo, podendo o individgocrar seus ativos livremente com
objetivo de maximizar sua fungao utilidade intepenal. Pelo fato de o fator de desconto
entre dois periodos depender do nivel de consumojodelo CAPM intertemporal é
denominado d€onsumptiorCAPM, ouConsumpition Capital Asset Pricin ModgtiCAPM.

Na concepcado de Campbel, Lo e MacKinlay (1997) detmCAPM é estético, assim
como aArbitrage Pricing Theory(APT) e por essa razao ignoram decisdes de consiamo
individuo, pois tratam a precificacdo dos ativogralacionada com o portfélio dos
investidores.

Conforme Campbell e Cochrane (1995), o valor deatino € funcdo dos planos de
consumo dos individuos e ndo somente das decisG@schcdo de portfolio de acordo com o
modelo CAPM, ou seja, o risco do investimento, tefamndamental na prescricdo do prego de
um ativo, é fixado pela sua covariancia com o nédelconsumo e ndo com o retorno do
mercado.

Mehra e Prescott (1985) foram os pioneiros a testaondelo no periodo 1890/1979.
Partiram do modelo desenvolvido por Lucas (1978)leouma funcdo utilidade adicional e
separavel no tempo, modelando o fluxo de renda camoprocesso, eles chegaram a
conclusdo que, para validar o modelo, seria negesgéie os individuos tivessem um
coeficiente relativo de averséo ao risco de 25gtnto esse valor é considerado muito alto.
A derivacdo dessa grande diferenca (em torno deeBf¢ o retorno do ativo sem risco e o
retorno da carteira de acdes, foi chamaéaguity Premium Puzzi&PP).

Weil (1989) da mesma forma partiu da universaliaaga funcédo utilidade que
separava esses dois parametros, mas nao consdwegarca resultados melhores. Em
compensacao, alertou para o que foi denominadidenatlraRisk Free PuzzIeRTF).

Segundo Varian (1992) a preferéncia sobre o consimtestemporal pode ser
representada por uma funcéo utilidade, que satisfagdicbes de maximizagdo da funcao,
tais como: completa, reflexiva, transitiva e coméin

Epstein e Zin (1989) investigaram e testaram ai¢céstdo modo da serie temporal da
Consumptione da implicagédo do retorno do ativo na represemiaiie do modelo com
preferéncia intertemporal.

Muitos outros autores continuaram realizando paesguina linha inicialmente
desenvolvida por Mehra e Prescott, variando higsté® modelo inicial de forma a chegar a
resultados mais apurados. A caracterizacao dadwrgé@lade recebeu maior atencdo. Alguns
autores também buscaram formas alternativas ppracesso de dotacdo que, por significar
risco numa economia de trocas, tem papel importamt&#lculo de seu preco.

Quanto a aplicacao desse modelo para o Brasil, ggrdeonsiderado pouco em grande
parte pela dificuldade de se conseguir dado. Codm existe uma série de consumo
agregado, é necessario cigaoxies o que acaba comprometendo a comparacgéo de cesulta
Em sua pesquisa Sampaio (1999) aplica o0 modelanaltigle Mehra e Prescott (1985)
utilizando uma série de consumo e nao encontra@&@sil nenhum dos dopuzzlesgue
apareceram nos dados das pesquisas americanas.
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2.2 Construgado do modelo com agente representativo e a nogdo de
equilibrio e agente representativo com vida infinita

Para o desenvolvimento da teoria, em vez de camasides um modelo de
generalidade completa € necessario inicialmentabelgcer alguma limitacdo. Para o
desenvolvimento do modelo considera-se que todogoosumidores sdo idénticos em
comportamento e tém vida infinita. Este consumiderd definido como cagente
representativaque definirh como os ativos serdo precificados.

Assume-se que 0 agente representativo age semmentido de maximizar o valor
presente esperado da utilidade de consumo desecttizainte a vida infinita. A consideragéo
de agente representativo com vida infinita € pentie@ uma vez que:

a) se a vida fosse finita 0 agente deveria ao finaudevida parar de poupar, liquidar
sua carteira e consumir todo o seu valor. Este @am comportamento do
consumidor;

b) embora a vida de um agente em particular sejaafisgus bens passam a seus
descendentes conforme Barro (1974);

c) em equilibrio competitivo, com um mercado complet@gente representativo é
aquele cuja funcédo de utilidade é a média pondedagautilidades dos varios
agentes da economia.

Para construirmos um agente representativo pogewsie de uma economia Arrow-
Debreu considerando dois periodos. Nessa economigiimeiro periodo o agente consome
cO unidades de consumo e no segundo periodo a caxth 8stxiste uma probabilidade’
da ocorréncia de um consur®de forma que a utilidade de consumo do agente gunsge
periodo € a soma ponderada das utilidades de congqara Danthine e Donaldson (2005)
cada agentki busca:

N
max U*(c}) + & Z HgUk{l‘.'EJ]
0
Equacéo 2

Maximizar a utilidade de consumo total, isto éidaide do consumo do periodo zero
somada ao valor presente da utilidade de consunmolepada pelas probabilidades de
ocorréncia dos possiveis estadbda natureza no periodo 1 trazida ao periodo zeram
fator de desconté. Danthine e Donaldson (2005) expdem que a condigdbmitacdo da
solucdo de maximizacao é de que:

N N

k k k k

s.L. ¢y + ): GgCop <€y + z d9€y
0=1 0-1

Equacéo 3

O consumo nos periodos 0 e 1 seja inferior a dotagéial mais a dotacdo inicial
mais a dotacdo no periodo 1 se ocorrer 0 egtala inequagdo acima o preco no periodo 0 é
1 e no periodo 1 @.

Em equilibrio competitivo a alocagdo de recursosecanomia € Pareto 6tima e,
portanto existe um conjunto de pesos de forma gjgeabtida uma alocacdo em equilibrio
para o problema, assim expresso por Danthine el@sora(2005):
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K Al ) Maximizar as utilidades de cada agente
max Ll‘. {U"‘ ichy 8 E ;:gf;’" ((:91 }:
H—1

X
Consumo inicial igual a dotagéao inicial
st Yeb-Yeb el adors

Consumos iguais as dotaces para todos os agentes edosoos estados

)\.1 = ;X = O, Yk Participagdes individuais > O e soma das participacée= 1

Equacéo 4

Pensando-se em termos de consumo agregado, adsilide consumo do agente
agregado pode ser representada do periodo O gadonlo 1 com a ocorréncia do estéado
expresso por Danthine e Donaldson (2005) como sendo

UAI\.{.”.LH) U () + ergU (9)

-1
Equacéo 5
Ut I: {.'ﬁ R r.“z;,)
Onde: € a utilidade entre os periodos 0 e 1 para otagepresentativo
do agregado da economia,
K
Equacéo 6

E a utilidade do agente agregado no periodo 0. [Egidade é a utilidade ponderada
pela participacaa do consumo dos agenteda economia.

)i MU (e

Equacéo 7

E a utilidade do agente agregado no periodo 1smorelente & soma ponderada pela
participacdd. do consumo dos agentesla economia caso ocorra o estéddoazida a valor
presente do periodo 1 para o periodo 0 pelo fataledconta.

Os agentes com maior dotacg&o inicial terdo maidicgzacdo no mercado.A funcao
utilidade sera independente da dotacgdo iniciabdeni satisfeitas duas condigdes:

a) ataxa de desconto for idéntica para todos os egjeat

b) a funcdo utilidade for do tip@&Constant Absolute Risk Aversid€ARA) ou

Constant Relative Risk AversiDRRA).

Nestas condi¢cdes existe uma economia de agenesespativo para a qual os precos

de equilibrio Arrow-Debreu sdo os mesmos que gaoaomia de agent&e para a qual:
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UA(E) = (O H (... )

Equacéo 8

A utilidade de consumo para 0 agente A represeatandgregado da economia é
igual as utilidades dos agentes individuas pondepath participacao de cada agente, com as
condicbes dgl(c)> 0 eg2 (c)< 0.

2.3 O conceito de equilibrio “No trade”

Em uma economia de agente representativo, se @festa de um ativo, preco de
equilibrio € preco no qual o agente representativo quer mpata si a oferta total do ativo.

O ativo ndo é negociado no mercado e esta em afenda

a) em uma economia de um sé agente, a oferta totahdativo é zero;

b) se o agente quer vender o ativo a oferta excedenantia;

C) se 0 agente quer comprar o ativo mas ninguém cpretev a demanda excede a

oferta.

Um mercado estd em equilibrio quando e somentedguaferta iguala a demanda e
as duas sdo simultaneamente zero. Nestas condigd@e® negociagdo o preco de equilibrio é
0 preco no qual o agente representatieve manter exatamente a quantidade queqeler
manter. Neste preco nao ha aumento de utilidadegagente representativo.

Modelos de agente representativo ndo sdo adequademalise de assuntos
relacionados ao volume de transagcdes uma vez queodelo de agente representativo o
volume negociado €é zero por hipotese.

2.4 O modelo economia de trocas

Em uma economia de trocas sob a ¢tica do C-CAPMme economia onde as
transacdes ocorrem durante sucessivos periododexiades sdo tomadas ao longo do tempo
a medida que novas informagfes sdo trazidas aogeage ndo no instante 0 como na
economia Arrow-Debreu.

Existe uma acdo divisivel que pode ser assumida aepresentando a carteira de
mercado do modelo CAPM. A propriedade desta ac@wadfetentor o direito a receber toda a
saida da economia que é vista como exdgena e st#taczente variavel no tempo. Este
comportamento pode ser interpretado como resultinten nimero grande de estados, sendo
a saida definida em funcdo de uma matriz de tr@andicde estados de entrada-saida cuja
forma para exemplificar 3 estados € demonstrad®paothine e Donaldson (2005):

y! r* y?
y! Ty My My
y? T A T T
y? Ty M My

Equacéo 9
OndeJrij é a probabilidade de transicdo do estddpara o estaddy|.
Se adotarmos uma perspectiva de estado continuseentde estados discretos o
processo de saida sera associado a uma funcaolmbitidade de transicao da forma:

G(Y.i1 | %) = Prob(Y, <Y/, |Y, = YY),

Eauacao 10
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Onde a variacao da saida da economtapara o estadoYt+l é funcdo da
probabilidade dert+1<Yj dado que no instantevtt = Yi. Pode-se entender a acdo como
sendo uma arvore frutifera onde os frutos séowdafidos que por serem pereciveis devem
ser consumidos (Lucas 1978).

Qualquer modelo que tenha saida definida em fudedon processo estocastico pode
ser ajustada no modelo C-CAPM. Neste modelo, assenggie a economia é uma economia
de expectativas racionais onde as expectativasgistes sdo corretas e sem tendéncia. Os
agentes representativos conhecem a estrutura daraei@e as probabilidades associadas aos
niveis de saida.

Os agentes representativos transacionam agOes rtes giestas e consomem 0S
dividendos por elas proporcionados. As transac@sdizadas pelos agentes buscam
maximizar a expectativa de utilidade do consum@eattodo seguinte trazida a valor presente

por um fator de desconto
max E Eﬁ’U(r“,}
{zHI} 1=0

Esta maximizacéo esta sujeita a restricdo de quasumo (ou perda de riqueza) no
periodo t acrescido do valor da agdo no periodosefd menor ou igual aos dividendos
proporcionados pela posse do capital adicionadatio do capital no instante t.

Equacéo 11

o+ prze Lal Hpe

<1,V
Equacéo 12
Assumindo uma funcao utilidade estritamente concava
IimU,(¢;) = oo
o, —l()
Equacéo 13

Nunca serd 6timo para o agente ter um consumo Pama Danthine e Donaldson
(2005) a condicao necessaria e suficiente partua&ndeste problema é que para todos os t,
a fracdo da acaq.zresolva:

U] [{-IJPI — 6Ef {UI |:Er+ l :I (ﬁl-" | i'}T}H I ) } Equagéo 14

onde: ¢ = (pzs +2Ys — peZist)

O preco em equilibrio sera dado por:

o o [Ui(Fr)
— L T
p.r — l’-r;lb i‘ {Jlrl{}‘:r‘ll }/I"T .

Equacéo 15
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O preco da acao que resolve o problema é o vaksepte do fluxo de caixa de
dividendos futuros descontado sequencialmente &ss tade substituicdo marginais
intertemporais de consumo do agente representativo.

Se a funcdo de consumo for neutra em risco a adiidnarginal € constante e o fluxo
de dividendos é descontado a taxa livre de risco:

oo

pongonng[ )

=1 =~ L(1+rg)T

Equacéo 16

Para que se possa comparar o modelo C-CAPM conosoutiodelos é preciso
relacionar pregcos com taxas de retorno e entengee aletermina spreadda taxa de retorno
sobre a taxa livre de risco.

No CAPM temos:

Er,—r, =8, (Erm —rf) Equacéo 17
O retorno esperado do titulo menos a taxa livrest® € igual ao Beta, (coeficiente

de covariancia entre os retornos da acédo j ) nhickigho pela diferenca entre o retorno de
mercado e a taxa livre de risco.

b ] ] :
Seja{; o0 preco no periodo t de um titulo seorisom oferta O que paga uma
unidade de consumo em todos os estados no peggdmte, portanto,

b -
q, Ul{frJ = ok, {UI (Cre ) I }
Equacéo 18
O pre(;(fr'f € 0 preco no qual o agente desajder O unidades do titulo e, portanto,
a oferta iguala a demanda.

Se 0 agente fosse comprar uma unidade de tituboahegte preco, a perda de utilidade
hoje seria exatamente igual ao ganho de utilidad@taro pela posse do titulo.

Como a taxa livre de risco de t para t+1 qf’[] +rin) =1 temos:

1 Uhy(c4q)
— — = q:’ — C}!r _I ‘ : %
T Ur{cr)

Equacéo 19
Esta formula estabelecdlink entre taxa de desconto e taxa livre de risco pétése

de neutralidade (DANTHINE e DONALDSON 2005). Nestguacédo a taxa livre de risco
deve ser uma constante. Demonstra-se que a radag@&cspread e taxa livre de risco é:

_ Uy (1) .
Fissl = o) = —6(1 +rf.r+l)‘3m’: (—1 Fiesl )

U[(C;)

Enirmmeran 20
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Acdes que pagam retornos altos quando o agenteneditcsa e baixos quando ele
precisa pois 0 consumo esta baixo, ndo sdo desejpara reduzir o risco de consumo e
portanto seus pre¢os sdo baixos e 0s prémiosabealt®s.

O prémio de risco é parcialmente definido em terdestilidade de consumo que néo
é facilmente observavel. Para eliminar este incoievee, Danthine e Donaldson (2005)
reescrevem a equacao em funcdo do consumo do peegdinte:

6:‘}[]-1'-?“{1;.;) ~ -
Fig+1 = Ffrsl = = covi(Fjis1Crsi)

a — bey

Equacéo 21

Observa-se que nesta formula o spread sobre divexale risco sera proporcional a
covariancia entre o retorno da agdo no periodatfi o consumo em t+1 e portanto se esta
covariancia for alta o prémio de risco sera alto.

2.5 A formalizagao do C-CAPM

Designando a carteira mais correlacionada com surna pelo indice, segundo
Danthine e Donaldson (2005) pode-se escrever:

] covy(Fers1,641)
a— bc,

F:-.:‘-l_rf,ul - [

Equacéo 22
E dividindo as equacdes correspondentes a acdac obtemos a equacgdo que
correlaciona uma acao qualgqyerom a carteira representativa do consumo, assino ¢
CAPM o fazia com a carteira de mercado obtendo:

— ﬁj.fl —
Fitl = Tfre)l = 55— {r:‘.r-'-l - rf,.f+|]
€,cp

Equacéo 23
Equacéo que define o C-CAPM, onde:
_ ﬂ'_’f_‘f!.frj L1 )
ﬁj'cf - Vﬂr[{:’] 3 []l
E op-consumo do ativpe:
COVt Fc,t+1,Ct_+l
Equacéo 24

:Bc,c’( =
Var(énlj

E of-consumo da cartei@
Se for construida uma carteira cfm: = 1 a equacao fica analoga a do CAPM
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Fisgl = Tfesl = ﬁj,;.—, ('Fc',H-I =Ty |] .
Equacéo 25

2.6 Precificando titulos Arrow-Debreu com o C-CAPM

E interessante verificar como se comportam osotitel seus precos dentro de uma
economia C-CAPM. Se estivermos no estado s nodmtiogqual o preco do ativo que paga
uma unidade de consumo se e somente se ocorrEdo€sno tempo t+17?

Para Danthine e Donaldson (2005) se estivermosremumero de estados finito, e
sendo o preco Arrow-Debreu:

(s =5 5 =5)

Equacéo 26
Como no C-CAPM assumimos oferta zero em equilibrio,
Ur(e(s))q(sivy = s"ss, =) = 8U (c(s")) prob(s,. | = 5";5, = )
Equacéo 27
Ou
U(e(s'))
f 1 '
Sip] =885 =§)=o- wob(s,, 1 =5:85 =34
gl se+1 t ) U|(£‘(S]}P (8141 = 5)

Assumindo-se estacionariedade como hipotese (neédd@iancia constantes ao longo
do tempo e o valor da covariancia entre dois pesatpende apenas da distancia entre eles),
podemos desprezar o fator tempo resultando:

_ siels)

Lallies Ur(c(5)
Ur ()

q(s'ss) U (ce) ™

b(s';s) =46
Equacéo 28

que € a equacédo Arrow-Debreu de equilibrio de greQaopreco do titulo € o valor futuro da
utilidade marginal do consumo incremental entrpey$odos t e t+1.

Para uma situacdo de niamero de estados repres@atadma funcéo continua, temos
de forma anéaloga:

5.5
Uy (c(s)) Equac&o 29

"- o
Ondef(s .-‘r) € a funcéo de probabilidade condicional que dedipeobabilidade de
ocorréncia do estadd emt+1 dados emt.
Para funcéo utilidade neutra em risco temos:

q(s"ss) = 8f(s';5) = bmys.
Equacéo 30
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Para neutralidade em risco os pregos sdo propaisi@s probabilidades dos estados
com o fator de proporcionalidade correspondendmoaticiente de desconto no tempo.
O tratamento para N periodos é analogo resultamdo e

‘fvfsrw = S"s, = §) = 6NU_'((M

prob(s, ,x = 5";5, = §).

U (c(s))
Equacéo 31
Para um titulo qualquer,
@™ (s) = o”Z (c(s)) prob(s,,n = 5.5, = 5)
Ul( (5))
Equacéo 32
Para um bonus livre de risco e
 Ui(c(s)) : { Uile .\'(-*JJJ}
BN N 1 ’ ' N }
5)=8" [————=fn(s'i8)ds = E; 48" ——F—7F1"— 7,
a0 =8 @) M) Uy (c(s))
Equacéo 33

Para uma série continua, onde o valor esperaddvenaalos os estados possiveis em
t+1 com os valores trazidos @or um fator de descon®o

O prego da acdo como visto anteriormente reflet@lor presente dos dividendos
futuros esperados

e = b[( )~
p=EY & [ (%) Y., ]

=1
Equacéo 34
E pode ser reescrita na concepcéo de Danthine ald@wm (2005) como:

- i 25 [M)jxw(& ]} prob(s; ;¢ =515 =)

T=] # Ul(l";)
=YY 4" (s 8)Yiiels)),
T ¢

Equacéo 35

que indica que a soma dos dividendos esperada®s$utiescontados é igual a série futura de
dividendos precificados a Arrow-Debreu. O fato @ existirem restricdes no C-CAPM de
precificar titulos Arrow-Debreu é um indicativo gee a economia C-CAPM é uma economia
de mercado completo

Pode-se escrever:

)f )3 ”]—‘"‘”)—”mu )| prob(si = s'25 = 5)

ZZ 55YHT
T ¢

Equacéo 36
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O valor esperado considera todos os valores passiae varidveis de estado de saida
com as probabilidades dadas na linha correspondengéstado atual s na matriz T elevado a
poténcia correspondente ao nimero de periodos.

Como (] 4 rsi.7)Tg’" = 1580 do preco de um bonuglBvnsco conr periodos até o

vencimento temos:
cov Git) Yoot
EI[YIIF] 1+_“" ( (: } L
i E11‘.Ul('f‘i+r 1{3 [Y

=1 (T 4rppge)”

Pr =

Equacéo 37

A quantidade descontada no termo de valor presérdecerteza equivalente em
equilibrio do fluxo de caixa real gerado pelo ati%$e o fluxo de caixa for livre de risco a
expressao fica:

oa
Vier

P = —_—
" =1 {] + 'rf.l~1’)r

Equacéo 38

Se 0 consumo do agente representativo for coroglado com o fluxo de caixa do
ativo de forma positiva e alta, os valores da eartequivalente dos fluxos de caixa serao
menores do que os valores esperados. Estas ag@@sine preco baixo e um retorno esperado
alto. O preco destas agfes serd menor do que ereagnamia de agentes neutros em risco.

3 METODOLOGIA

A metodologia adotada foi um estudo tedrico sobdnamica do modelo, buscando
como resultado aproximar a teoria da realidadd¢anidn-se de um modelo dinamico de
precificacdo de ativos. Foi utilizando o estabeferito de um agente representativo, para
verificar se 0 C-CAPM consegue explicar empiricareers dados histéricos de retorno de
ativos de risco, de ativos livres de risco e pordio prémio de risco.

Também foi feito um estudo bibliografico sobre agsmento doConsumpition
Capital Asset Pricin Modg|C-CAPM) desde a proposi¢céo dos trabalhos inidaisvierton
(1973) e de Breeden (1979) que tinham como objetiveersalizar o model@apital Asset
Pricin Model (CAPM) desenvolvido por Sharpe (1964) e Lintner68Pna contextualizacdo
intertemporal.

4 RESULTADOS: VALIDADE EMPIiRICA DO MODELO - O ENIGMA

Segundo Danthine e Donaldson (2005), o C-CAPM atdreima série de desafios
empiricos, ja que a realidade sugere a existémcialbdas importantes do respectivo modelo
de precificacdo. Prevendo esta situagdo, os aupm@uraram estudar alternativas que
melhorassem seu desempenho: estipular limites asnfsonteiras propostas por Hansen-
Jagannathan (1991), utilizar uma funcgéo utilidade separasse preferéncias de tempo e de
risco (EPSTEIN; ZIN, 1989), admitir a chamada fogm de habito e distinguir, em termos
de funcéo utilidade, os acionistas da populacatideacionistas.

De forma clara, Danthine e Donaldson (2005) afimgue, empiricamente, o C-
CAPM néo consegue reproduzir o alto prémio de rigae foi observado na economia
americana durante “um longo periodo”, tomando aselo retorno do indice S&P 500 como
0 retorno para os ativos de risco. De acordm dMehra e Prescott (198&pud
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DANTHINE; DONALDSON, 2005), o prémio de risco £ r; ) para 0s ativos americanos €,
historicamente, igual a 6,18% ao ano, uma vez @uretorno de mercado esteve
proximo de 7,00% e ataxa livre de riscagual a 0,80% a.a.

Além disso, para o desenvolvimento matematico éessgrio conhecer uma
determinada taxa média de crescimento do consuracaufdres valeram-se dos mesmos
nameros utilizados por Mehra e Prescott (1985) taédia de crescimento do consumo na
economia americana de 1,83% ao ano (obtida a mhrtintervalo de 1889 até 1978) com
desvio padréo de 0,0357.

E importante lembrar que uma conseqiiéncia de assuwalor dey entre 1 e 2 € a
possibilidade de se escrever a taxa marginal erntgroral de substituicgdo como sendo:

UI(CH-I)V _ <irﬂ 7
Ule) \ ¢

Equacéo 39
A equacéo de precificacdo de ativos:
_ U, (EH l) 5
l —(SE[{ UI (C,) (l+r],l+l)}
Equacéo 40
Portanto reduz-se a:
= =¥
1 = 8E, { (“'c’ ! ) R,H} = 6(x) 'R,
Equacéo 41

Ondex; + 1 representa o crescimento do consumo per capgita e representa a taxa
bruta de retorno sobre o capital. Neste c&tem valor de 1,04, uma vez que se entendeu
como uma média simples dos retornos dos ativosde, mproximadamente 7% a. a., com 0s
retornos de ativos livres de risco, aproximadaméaie.a.

Substituindo as incognitas pelos valores assumidoi&m-ses ~ 0,97 paray = 1.
Ainda, paray = 2 tem-sed = 0,99. Este resultado mostra que assumir maiakses de
aversao a risco seria incompativel com a manutedadoipétese de um fator de desconto
menor que 1.

Para Danthine e Donaldson (2005), este primeirdlpnoa clama por alguma
explicacdo para a baixa taxa média livre de riscauma possivel aceitacdo de uma taxa
negativa de preferéncias no tempo. Os autores, @adasenvolvimento das discussdes,
limitardo apenas o valor do coeficiente de aves&sco (CRRA) a um maximo de 2. O
Enigma do prémio de risco, entdo, valer-se-a dsisngées acima para testar a equacao de
precificacdo de ativos do C-CAPM.

Supondo que o preco de uma acdo em determinadacdatsponde ao total de
dividendos pagos na mesma data, sendovguema constante, Danthine e Donaldson (2005)
afirmam que:

U (1) }

vx:5El{(VY;+l+)7l+l) U[(C)
f

Equacéo 42

A equacédo acima mostra que o total de dividendgegppor uma acao na data isto

A T V4 R [ [ [N [ - [ . 1 Py T (PR LI [ [
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pela acéo (considerando a possibilidade de sercomsiante) por uma taxa de crescimento da
utilidade do consumo descontados por um determifedn
ApGs a confirmacao de que isto é constante, Dam#hiDonaldson (2005) reescrevem
a equacéao de retorno como:
bt v+l v+l

R =1 = = = Xii1-
t+1 +r r v Y, " t+1

Equacéo 43

A taxa livre de risco, que parece ser constanteesshs condi¢fes, pode ser definida

como:
| U(é.))1™" 1 1
R‘ —_ — = 5E == =
P g [ { Ui(e) s E{x7}’

Equacéo 44

E finalmente obtém-se a equacéo final que seraad#d para testar empiricamente o
modelo:
(EY) — (") = dey
Equacéo 45

Utilizando os nuameros reais referentes aos retorvesficados na economia
americanay resulta em um valor igual a 50,24. Entretantoaseumir quer = 2, obtém-se
um prémio de risco de 0,002.

In(ER) —In(E,,)  1.0698 —1.008
o3 ©(0.0357)?

=50.24 =y.

2(0.00123) = 0.002 = (In(ER) — In(ER;) = ER — ER;

Equacéo 46

Danthine e Donaldson (2005) demonstram que em amlBogasos 0s valores
encontrados ndo condizem com a realidade verific@gaémio de risco de aproximadamente
6,2% somente pode ser explicado assumindo um absiiRRA de 50, enquanto que ao
utilizar um coeficiente de averséo a risco de grémio de risco passa a ser de apenas 0,2%,
bem abaixo do que foi encontrado historicamentstdi®rma, os autores concluem que o C-
CAPM néo foi capaz de explicar empiricamente o Exig

4.1C-CAPM com utilidade Epstein-Zin

Esta alternativa verifica a aplicagdo pratica dG@ARPM ao valer-se da separacao de
tempo e preferéncias de risco de Epstein e Zinq)L98 chamada func¢éo utilidade Epstein-
Zin pode ser representada como:

0
U(e;,CEr 1) = | (1 —6)0,—91 +5CE,_91

+1

Equacéo 47

o YN



ESTUDO SOBRE A DINAMICA DOCONSUMPITION CAPITAL ASSET PRINCING MODEL 21
(C-CAPM): UM ESTUDO TEORICO

[CE@)]'"™ =E0.)'",

and 9 :T—f,o<5<1, 1#y>0,p>0;
~p

Esta proposta ndo € muito inovadora, uma vez queedsréncias Epstein-Zin, por
meio doy, captura a aversao a risco da mesma maneira GueéAPM padrao (DANTHINE;
DONALDSON, 2005).

Segundo Danthine e Donaldson (2005), provavelmentmodificacdo de maior
sucesso na configuragdo padrédo do C-CAPM foi adrticbes utilidade que exibissem
maiores niveis (na margem) de aversdo a riscou@ses afirmam que uma alternativa para
resolver o Enigma é assumir algum tipofdemacdo de habit@o invés de simplesmente
elevar o valor do CRRA.

Apenas como breve ilustracdo, a utilidade do agespeesentativo admitindo-se
alguma formacéo de habito passa a ser a seguinte:

¢ — ye,_ )V
U(CI,C[_I)ELIX")_’
—sy

Equacéo 48
Ondex <1 é o parametro (DANTHINE; DONALDSON, 2005).

A Ultima abordagem proposta para solucionar o Eadpmprémio de risco é
reconhecer que somente uma parte da populacédo dét@sn financeiros de risco tais como
acoes. Danthine e Donaldson (2005) afirmam que staree variabilidade do consumo da
populacao de acionistas deve interessar para digaeéo de ativos de risco — isto em fungéo
dos padrbes de consumo destes individuos estareésncoraelacionados com retornos de
ac6es do que o consumo médio total.

Desta forma, o problema de alocacéo resume-se a:
maxg)U(cl(?))) +uV(c2(8)), s-t.

c1(0).c2

c1(8) +c2(8) <Y (8),

Equacéo 49
OndeU eV séo fungdes utilidade de dois agentes.
A condicdo de primeira ordem para este problemsapaser:
Ui(c1(8)) = uVi(c2(9)).
Equacéo 50

Significando que aatio das utilidades marginais de ambos 0s agentes siEve
constante.

O problema de maximizacdo pode ser interpretada@soma das fun¢des utilidade
em relacdo ao consumo na dadid agentd/ descontados a um determinado fator subjetivo:
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oo

maxE(Z §'V(&))

{z} =0
Equacéo 51
E a equacéo de precificagédo torna-se:
Viler)pe = 5E,{V1 (ér11) (ﬁrﬂ +d~z+l) } .
Equacéo 52

5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desse artigo foi fornecer um embasamdstrico para estudar a
precificacdo dos ativos por meio do C-CAPM, ondeirosestidores ndo baseiam suas
decisbes na média e variancia de retornos de umdeecomo no CAPM, mas adotam uma
visdo intertemporal de maximizar a utilidade esg@raos consumos presente e futuro,
conforme sugerido por Lucas (1978).

Embora busque aproximar a teoria da realidadgynmatse de um modelo dindmico
de precificagéo de ativos utilizando-se do estabalento de um agente representativo, o C-
CAPM néo consegue explicar empiricamente os daikiéricos de retorno de ativos de
risco, de ativos livres de risco e por fim do pré@mie risco. Ao utilizar dados reais, o
coeficiente de averséo a risco resulta em valardgra

Ao utilizar CRRA de 2, no entanto, o prémio de gigncontrado € um valor muito
abaixo do verificado historicamente na economia Ess®dos Unidos. Portanto, apesar de
valer-se de algumas inovacdes frente ao CAPEoprsumption-based Capital Asset Pricing
Modelencontra nos testes empiricos seu mais relevastdid.

Epstein e Zin (1989) investigaram e testaram ai¢c&stdo modo da serie temporal da
Consumptione da implicagédo do retorno do ativo na represemiaiie do modelo com
preferéncia intertemporal.

Muitos outros autores continuaram realizando paesguina linha inicialmente
desenvolvida por Mehra e Prescott, variando higéte® modelo inicial de forma a chegar a
resultados mais apurados. A caracterizacao daduwrgé@lade recebeu maior atencéo. Alguns
autores também buscaram formas alternativas ppracesso de dotacdo que, por significar
risco numa economia de trocas, tem papel importamt&#lculo de seu preco.

Esta pesquisa apresenta como principal limitacéata de testes empiricos sobre o
Consumpition Capital Asset Pricin Modeintretanto ressaltamos que o objetivo dessepartig
foi fornecer um embasamento tedrico para estudareeificagcdo dos ativos, discorrendo
sobre os principais autores que tratam das te@tamomicas pertinentes aos modelos
intertemporais de equilibrio.

Pressupfe que a pesquisa contribui para aumentanpreensdo sobre o modelo C-
CAPM e possa motivar outros pesquisadores a buscawidéncias empiricas em futuras
pesquisas de modo a corroborar com uma maior cemgiie daConsumpition Capital Asset
Pricin Model.A aplicacdo desse modelo para o Brasil pode sesiderada pouca em grande
parte pela dificuldade de se conseguir dados. Codw existe uma série de consumo
agregado, € necessario ciaoxies o que acaba comprometendo a comparacgéo de oesulta
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