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UNA FORMULA DE CUBICACION SOBRE EL PLANO

1. Quienes estudian Calculo integral o alguna
de sus numerosas aplicaciones, conocen la férmu-
la de integracion definida que se llama Férmula de
Simpson y que se usa para computar aproximada-
mente una integral definida en el caso de una fun-
cién que estd descrita por sus valores en puntos
equidistantes. Como se recuerda la férmula es

J- fx)dx=(y, +4y, +2y, +4y, +2y, + -
N 4y | +y)X(x, — xo)/3n

en donde los simbolos tienen el significado
que se aprecia en el dibujo N° 1, anexo. No sobra
recordar dos rasgos caracteristicos de esta férmula:

1. El nimero de valores equidistantes que
utiliza es: 0 3, 0 5, 0 7,..., 0, en general, un nimero
impar de la forman + 1

2. La suma de los coeficientes de dichas tér-

minos es 3n

3. El nimero de intervalos entre dos ordena-

das consecutivas (y,, y,,,) esny espar

i+1

4. La suma de dichos intervalos es X —X,

2. Es sorprendente que en la literatura didac-
tica matematica casi no se menciona el hecho evi-
dente de que asi como se deduce la formula de cua-
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dratura de Simpson, asi mismo puede deducirse una
férmula de cubicacién para calcular (siquiera apro-
ximadamente) el valor de integrales dobles defini-
das sobre una region R del plano, en dos variables,
es decir, integrales de la forma

ffR f(x,y)dx-dy (2.1)

Una integral de esta forma expresa el volu-
men contenido entre la superficie z = f(x, y) y el
plano determinado por los ejes cartesianos 0X, 0Y,
que son perpendiculares entre si y perpendiculares
a 0Z, Por esta razdn, una férmula tal puede tener
numerosas aplicaciones. Ejemplos de tales aplica-
ciones serian:

a. Calcular el volumen estancado en un em-
balse conociendo una cuadricula de profundidades
suficientemente fina.

b. Calcular el contenido de mineral de una
colina, conociendo una cuadricula horizontal de la
misma, y los tenores de mineral de cada sondaje,
hasta determinada profundidad.

Cabe anotar que los textos de Matematicas que
son usuales en nuestras escuelas, en general, casi
nada se ocupan del tema de las formulas aproxima-
das de cubicacién (o de cubatura), ni atin en buenos
textos de Andlisis Numérico. El propdsito de esta nota
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UNA FORMULA DE CUBICACION SOBRE EL PLANO

es deducir una férmula de cubicacién “ala manera de
la de Simpson” y mostrar cémo podria emplearse.

3. En primer lugar: considérese el problema
de calcular el volumen comprendido entre una su-
perficie cuadrica en dos variables y el plano de los
dos ejesOX y OY

Sea la superficie cuadrica

z(x,y)=a+bx+bx*tcy+cy +dxy (3.1)

endondea, b, b, c, c, d son constantes reales
tales que los coeficientes de los términos de segun-

do grado no son todos nulos, es decir, tales que
b +cZ+d* >0 (3.2)

Considérese, por otra parte, la region del
plano OXY constituida por el cuadro R que se mues-
tra en la Figura 2, y cuyos vértices son los cuatro
puntos (1,0), (0,1), (-1,0) y (0,-1). Su superficie
mide, como es evidente, 2 unidades de area. Calcu-
lando la funcién z(x, y) en el centro del cuadrado y
en sus cuatro esquinas, se obtiene

z(0,0)=z, = a
z(1,0) =z, =a+b, +b,
z(01)=z, =a+c, + ¢,
z(-1,0)=z, =a—b, + b,
z(0,-1)=z, =a—c, +c,
Invirtiendo este sistema se obtienen los coefi-

cientesa, b,, b,, ¢, c,, en términos de las cotas z, z,,

z,, Z,, Z, de la superficie z(x, y) sobre el plano OXY:
a=z,
b, =(1/2)(z, —z,)
b, =(1/2) (z, +z,) — z,
c, =(1/2)(z, —z,)
c,=(1/2)(z, +z,) —z,

Asi, los cinco coeficientes quedan determina-
dos por los valores de z(x, y) en los cinco puntos
indicados del cuadrado R, y la ecuacién de la super-
ficie cuadrica puede escribirse en forma de determi-
nante como

e e e
S Rk O R

x? y y? z
0 0 0 z,
1 0o 0 oz | =0
o 1 1 9z
1 0 0 Z,
0o -1 1 gz

— f ——
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4. El volumen que cubre z(x, y) sobre la re-

gion R (cuya drea mide 2 unidades) es el integral

V= _]:l- z(u,v)du-dv=
R

4.1
= ff (a+but by’ +c,v +c,v*)du - dv
R

El valor de estas integrales se puede calcular
término a término:

f f du-dv=2
R
J‘J‘ 0 v=1+u 1 v=1-u
u-du-dv:f f u-du-dv+f f u-du-dv
R .

v=—(14u) 0

jf u*du-dv=1/3
R
ffv-du-dvzo
R
ff vidu-dv=1/3
R
ffu-v-du-dv=0
R

En consecuencia se obtiene

v=—(1-u)

V=2a+b,/3+c,/3 4.2)

Y sustituyendo los valores de los coeficientes,

se tiene:

V=1[(4/3)]z, +(1/6) (z, +z,+ 2z, + z,) (4.3)

Amodo de comprobacién de esta formula puede
observarse que si la superficie que cubre a R es el pla-
no z(x,y) = 1, el volumen de que se trata es un parale-
lepipedo de base R con dreaigual a 2 y alturaiguala 1,
cuyo volumen es 2 unidades ctibicas, y esto es precisa-
mente lo que anuncia la férmula encontrada:

V=[(4/3)x1+(1/6)(1+1+1+1)]=
12/6 = 2 (unidades cubicas)

P, P P P p

11
Py 12
ool ]|
i g
P, 13 >,
+ |+ + |+ |+
P
2 '}
Q Q |Q
P LA
! 0
"
PH—I

DM

Esta formula (4.3) expresa el volumen buscado
como una combinacion lineal de las cinco cotas z, z,,
z,, 2,y Z,, en la cual cabe notar que la suma de sus cin-

co coeficientes es igual a 2, como se vio arriba.

5. Considerando que se tiene un rectangulo
formado por dos cuadrados de lado k unidos por
uno de sus lados, como en la Figura 3, en el plano
0XY;y que sobre éste, en el espacio esta la super-
ficie cuadrica

z(x,y)=a+b,x+bx* +cy+cy +dxy

acompafiada de la condicién (3.2), se aprecia

que el volumen de la cuadrica por encima del
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rectangulo se obtiene aplicando la férmula (4.3) a
los dos cuadrados y sumando. As{ se obtiene

V=1[(4/3) (z, +z, +(1/6)(z, + 2z,
+z, +z,)+1/3)(z, +z,)]k*/2

en donde z,, = z(x,, y,)es la cota de la cuadri-
cula en el punto de coordenadas x, ,y,

6. Yuxtaponiendo un cuadrado a otro, unidos
por uno de sus lados cada par de ellos, puede for-
marse una figura como la esquematizada en la Fi-
gura 4. El perimetro de esa figura es una poligonal
PP.P,--- P _ P cuyos puntos sucesivos son equidis-
tantes. Hay algunos de esos puntos donde los dos
segmentos adyacentes al punto son colineales. Tal
es el caso de P,P,P, P, P, etc. A estos puntos los

llamaremos nodos llanos.

En algunos otros puntos de la poligonal los dos
segmentos adyacentes forman un angulo de 90° res-
pecto al interior del poligono, como ocurre en P,P,
P7’ Pll’ P14’
convexos. Y a puntos como PO, PS, P

etc. A estos puntos los llamaremos nodos
> donde se
forma un angulo de 270° respecto al interior de la
poligonal, los llamaremos nodos céncavos. Si p es el
numero de nodos concavos, se demuestra facilmen-
te que el numero de nodos convexos es p + 4. Cada
punto llano pertenece a dos cuadrados; cada esqui-
na convexa pertenece a un cuadrado, y cada esquina
céncava pertenece a tres cuadrados. A puntos como
Q,, Q,, etc. que pertenecen a cuatro cuadrados se les
llamara nodos interiores. Y los centros de los cua-

drados se llamaran C,C,, - etc
7. El volumen que una superficie cuadrica
z(x,y)=a,+bx+bx*+cy+cy
cubre encima del drea poligonal sombreada de
la Figura 5, puede calcularse aplicando la férmula

(4.3) a cada uno de los cuadrados que forman el
area poligonal y sumando sobre todos ellos.

El resultado es casi evidente y puede escribirse
V=[(4/3)S, +(1/6)S, +(1/3)S, +
(1/2)S, +(2/3)S,]k 2/2

en donde:

(5.1)

S,: Suma de las cotas z(x, y) en los centros de
los cuadrados

S,: Suma de las cotas z(x, y) en los nodos
CONVeXos

§,: Suma de las cotas z(x, ¥) en los nodos llanos

S.: Suma de las cotas z(x, y) en los nodos
concavos

S,: Suma de las cotas z(x, y) en los nodos inte-
riores

Es interesante hacer notar algunas relaciones
numéricas que deben cumplir los ndmeros de su-
mandos de estas sumas. Para expresarlas llamese

N,: Nimero de cuadrados (o bien, de centros
de cuadrados).

N,: Numero de nodos convexos

N,: Nimero de nodos llanos

N,: Namero de nodos concavos

N,: Numero de nodos interiores

Los N, cuadrados, considerados uno por uno,
tienen 4 - N vértices (0 nodos). De manera que con-
tando cada nodo convexo una vez, cada nodo llano
dos veces, cada nodo céncavo tres veces y cada nodo
interior 4 veces, se debe tener:

4N, =N, +2N, +3N, +4N, 8.1)
Y puesto que ya se hizo notar que
N, =N, +4 (8.2)

se deduce que
2(N,—N, =N, -1)= N,
lo cual indica que el niimero de nodos llanos
debe ser par, y que

N,=N, +N,+N,/2+1 (8.3)

Por otra parte, ya se vi6é que al sumar los coefi-
cientes de las cotas de cada cuadrado (férmula 4.3)
se obtiene el nimero 2, de modo que al sumar los
N, cuadrados debe obtenerse 2 - N,y la suma de
coeficientes en la formula 7.1 sera

(4/3)N,+ (1/6)N, +(1/3)N,+(2/3)N,= 2N,
de donde
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(2/3)N, +(1/6) (N, +4)+ (1/3)N, +
(1/3)N, +(2/3)N,
Dividiendo esta ecuacién por 2 resulta nueva-
mente la Ecuacidn 8.3.

Con estos antecedentes es posible ya escribir
una férmula para calcular con aproximacién ajusta-
ble un integral de la forma

ﬂ f(x,y)dx-dy
R

siendo R una region simplemente conectada
del plano OXY y siendo f(x, y) una funcién acotada,
continua y sumable en R.

El procedimiento para valorar este integral es
el siguiente:

a. Admitir que f(x, y) es aproximable por una
superficie cuadrica z(x, y) como (3.1), en toda la re-
gion R, en el sentido de que para cada punto (x, y)
de R se tiene que

If (e, y) —z(x, )| <e
siendo € un niimero positivo prescrito de ante-
mano y tan vecino al cero (0) como se necesite para
afinar los resultados y de acuerdo con el calibre de
la cuadricula que se anuncia enseguida.

b. Dibujar una cuadricula de calibre k, que
cubra toda R,y tal que lavariacién de f(x, y) dentro
de ningln cuadro exceda a €.

c. Escoger en la cuadricula una poligonal ce-
rrada que no se aparte a distancia mayor que k del
contorno de R, el cual es una curva simple, rectifica-
ble y cerrada de Jordan, de longitud L. esta poligonal
se denomina poligonal aproximante, y la regiéon que
encierra se indica con Q. Es sencillo demostrar que
si se hace tender k a cero, el area de Q tiende, como
limite, al area de R, y el perimetro de Q tiende al pe-
rimetro de R.

d. Sefalar los centros y las esquinas de todos
los cuadrados que queden abrazados por la poligo-
nal mencionada. Dichas esquinas son los nodos de
la red poligonal.

e. Clasificar el conjunto M de nodos de la red
poligonal en los cuatro subconjuntos disyuntos:

M : sub-conjunto de nodos convexos
M_: sub-conjunto de nodos planos
M ,: sub-conjunto de nodos céncavos

M,: sub-conjunto de nodos interiores

Se tiene asi la particion

M=MUM,UM, UM, con MinMj=®
parai# j

f. Calcular f(x, y) en cada uno de los nodos
del conjunto M, cuyo nimeroes N, + N, + N, + N,.

Alternativamente, f(x, y) puede estar dada en
una tabla numérica o dibujada como familia de cur-
vas de nivel en el plano OXY.

g. Calcular numérica o algebraicamente (o
leer, u observar graficamente, o medir fisicamente
en un modelo a escala) el valor de f(x, y) en cada
uno de los centros de los N, cuadrados que estan
encerrados por la poligonal aproximante. Estos cen-
tros forman el conjunto M .

h. Formar cada una de las cinco sumaciones

S = Z f(P) paran=0,1,2,3,4

PeM
13 n
y calcularlas numéricamente.

i. Calcular la expresion(7.1)
V=[4-5/3+S,/6+S,/3+S,/2+2-S5,/3]k*/2

la cual daria el volumen cubierto por una su-
perficie continua que en cada cuadrado de la cuadri-
cula coincide con una cuadrica, por encima del area
abrazada por la poligonal. En primera aproximacion
es posible tomar este valor como estimativo del in-
tegral (2.1) propuesto, pero teniendo en cuenta que
estamos admitiendo errores de aproximacién por
dos conceptos:

i. Por aproximar la region R con la poligonal Q, y

ii. Por aproximar la funcién f(P) por los “par-

ches” de cuadricas z(P) que coincidan con f(P)

en los nodos de la cuadricula, pero no necesa-

riamente en los demas puntos de la region R.
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10. Para apreciar la magnitud del error de
aproximacion, obsérvese primero que la region R es
la unién de @ con R N @ excluyendo de este tltimo
conjunto los puntos de Q que no estan R, o sea:

R=QURNQ/(Q@NQ)

en donde la barra diagonal (/) es el signo de
diferencia entre conjuntos, y la barra superior enci-

ma de un conjunto indica su complemento. Entonces

Lf F(P)dP = g F(P)-dP+

(10.1)
R{JQ f(P)ar- Qf/jR fp)ar

El primer integral de lado derecho de esta
ecuacion es

.gf(P)'dP+ £fZ(P)-dP+
(10.2)

| tre) - seoap=v+ [| g2 ar
Q

El tercer término del lado derecho de la Ecua-
cion 10.1, que es

I s

puede no estar definido por el problema que
se trata de resolver, o puede ser nulo, puesto que el
dominio donde se busca el volumen V, es R. Y por
una consideracion anterior, resulta que

lim ff dx - dy= ﬂdx-dy:nm ff F(P)-dP=0
R Q Q/R

Sustituyendo la (10.2) en la (10.1) se tiene en-
tonces

fJ-f-dP—V:-U (f—2z)-dP + ff F(P)-dP
R

QNR R/Q
De aqui se obtiene el error del calculo del vo-

lumen

e= H f(P)-dP-V ngR (f-2) dP+Rﬂ(; f-dp

50

|

QNR

If—ZIdP+Rf/fQIfIdP

< max |f—z| -area (QNR)+ max |f|-areade (R/Q)
QNR g

Pero:
areadeQNR<areadeR= S
area de R/Q < perimetro de la frontera de R
Xk=L-k
y llamando

m= max |f —z| < max|f —z| =m"
QNR R

M= max |f| £ max |f|= M*
R/Q R

se deduce una acotacién para el error &

e=m-S+MLk<m'-S+M"-L-k (10.3)

Esta acotacion permite estimar numéricamen-
te un limite maximo del médulo del error de la apro-
ximacion. En efecto: S y L son datos conocidos de la
region R; k se ha escogido a voluntad; m y M se ob-
tienen por inspeccién o por algiin método conocido
de extremalizar funciones.

11. Seria deseable ahora poder demostrar que
el error es infinitesimal con k. En las desigualdades
(10.3) los factores M, L, k y M* son evidentemente
infinitesimales con k. Por esta consideracion, seria
necesario y suficiente demostrar que m (o bien m*)
tiende a cero si k = 0. Pero este tema del error en el
ajuste polinémico de funciones tabuladas sera trata-
do en otro documento.

12. Enresumen, podemos enunciar la siguien-
te formula de integraciéon numérica aproximada, en
dos variables, y refiriéndose a la Figura 5:

4 1
ff x,y)dx-dy=|—S. +—S +
Rf( y) y [3 ot 5

(12.1)
1 1 2 .
?Sz‘i‘ 3534‘ 354]](/2"‘8

Endonde S, S,S,, S, S, tienen el significado
explicado en el numeral 7 (férmula 7.1),y
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lel<mS+M-L-k
cuyos simbolos ya fueron definidos en el nu-
meral anterior.

La féormula (12.1) bien podria llamarse “for-
mula de Simpson en el plano”.

13. Entre las numerosas aplicaciones que se
pueden dar a esta formula cabe mencionar las si-
guientes:

- La medicién del volumen de un embalse o
de un lago, por medio de sondajes hechos en pun-
tos de la superficie que formen una cuadricula bien
orientada, bien calibrada y bien abscisada.

- La volumetria de un manto de carbon me-
diante taladros desde la superficie y segtin la técnica
cuadricular ya descrita.

- La medida de los volimenes de una colina
de grava, por encima de distintas cotas de referencia.
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