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SECCION METODOLOGICA

Psicologica (2010), 31, 129-148.

Pruebas robustas para modelos ANOVA de dos factores
con varianzas heterogéneas

Guillermo Vallejo', Paula Fernandez' y Pablo Livacic-Rojas”

"Universidad de Oviedo, Espaiia
2Universidad de Santiago, Universidad Mayor, Chile

El objetivo de esta investigacion fue comparar la robustez de dos
estadisticos heteroscedasticos, Welch-James desarrollado por Johansen (WJ)
y el estadistico Tipo Box desarrollado por Brunner, Dette y Munk (BDM),
junto con el Modelo Lineal General (GLM), no heteroscedastico, de dos
modos diferentes en funcion del calculo del valor critico. De una parte,
cuando los valores criticos se basan en valores tedricos (WJ, BDM y GLM
respectivamente), y de otra parte, cuando se obtienen mediante remuestreo
bootstrap (WJB, BDMB y GLMB respectivamente). Para llevarlo a cabo se
realizd un estudio de simulaciéon sobre un diseflo factorial carente de
homogeneidad, normalidad y ortogonalidad. Los resultados muestran que
cuando la relacion entre el tamaio de las celdas y el tamafio de las varianzas
fue positiva el procedimiento WJ fue el mas robusto y que cuando la
relacion fue negativa el procedimiento mas robusto fue WJB. Ambos
procedimientos se comportaron de modo liberal cuando la forma de
distribucion fue sesgada, en mayor medida, cuanto mayor era el grado de
desigualdad del tamafio de las celdas y la heterogeneidad de las varianzas.

Durante las tres ultimas décadas ha surgido un extenso debate acerca
de cual es la mejor solucion para contrastar hipotesis mediante modelos de
andlisis de la varianza (ANOVA) con dos o més factores (vias) de efectos
fijos, los cuales si bien satisfacen los supuestos relativos a la distribucion de
probabilidad del término de error, carecen del adecuado equilibrio o
balanceo. Tras decantarse por soluciones minimo cuadraticas ejecutadas
comparando modelos, gran parte del debate se ha centrado en la eleccion
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del modelo mas adecuado para contrastar las hipotesis de interés. Una
exposicion detallada de la problematica implicada puede consultarse en
MacNaughton (1998).

Cuando el tamafio de muestra de las combinaciones de tratamiento
(celdas) es wuniforme, todas las soluciones proporcionan idéntica
descomposicion de la suma de cuadrados (SC) del modelo. Sin embargo,
cuando el tamafio de las celdas difiere, las diferentes soluciones
proporcionan estimaciones de las SC que no son por lo general
coincidentes, dependiendo del tipo de codificacion empleado y del orden en
el cual los efectos son introducidos en el modelo. Por ejemplo, mediante un
ANOVA de dos vias se pueden obtener, al menos, tres descomposiciones
diferentes de la SC correspondiente a las filas (factor 4), a saber: SC Tipo I,
Tipo Il y Tipo III (el programa SAS utiliza estos tres nombres). El primer
tipo implica computar la SC de 4 ignorando el efecto de las columnas
(factor B) y de la interaccion AB. El segundo tipo implica calcular la SC de
A contemplando los efectos de B e ignorando la contribucion de AB,
mientras que el tercer tipo implica obtener la SC de A ajustandola, tanto
para los efectos de B como para los efectos de AB. Cuando la
descomposicion de las SC es tinica, es posible interpretar los resultados de
un experimento de manera clara, concisa y exacta. Desafortunadamente,
esta simplicidad interpretativa desaparece cuando el disefio no estd
balanceado (Wang y Akritas, 2006); particularmente, cuando algin efecto
es significativo utilizando un tipo de SC y no significativo usando otro u
otros (Ato y Vallejo, 2007). Por consiguiente, cuando se utilice el modelo
ANOVA factorial con datos no equilibrados puede resultar clave conocer
las causas del desgaste de muestra.

Las razones que ocasionan las pérdidas, referidas frecuentemente
como mecanismos generadores de las mismas, puede ser independientes de
todas las variables y covariables presentes en el estudio o dependientes de
las mismas. En el primer caso, cabe pensar que las observaciones
registradas constituyan una muestra aleatoria, aunque restringida de la
inicialmente prevista; por este motivo, es razonable contrastar las hipotesis
sin hacerlas depender del nimero de réplicas realizadas. En el segundo caso
no cabe efectuar la misma conjetura, puesto que el mecanismo responsable
de la pérdida se relaciona sistematicamente con los niveles de alguna de las
variables manipuladas y/o con las caracteristicas de los participantes
observados en el estudio; por dicho motivo, lo razonable seria contrastar las
hipotesis haciéndolas depender del tamafio de las celdas.

Cuando se emplea un modelo ANOVA factorial adoptando la
solucion minimo cuadratica basada en el enfoque de comparacion de
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modelos, se asume que los errores del modelo se distribuyen normal e
independientemente con media cero y varianza constante. Sin embargo,
Milligan, Wong y Thompson (1987) han puesto de relieve que el modelo
ANOVA proporciona resultados severamente sesgados cuando los datos
incumplen el supuesto previo de homogeneidad de las varianzas. En
concreto, los autores citados encontraron que cuando los pesos asignados a
las varianzas de la poblacion se relacionaban negativamente con el tamafio
de muestra de las celdas, las tasas de error empiricas excedian varias veces
el umbral nominal. Por el contrario, cuando los pesos asignados a las
varianzas de la poblacion se relacionaban positivamente con el tamafo de
las celdas las tasas de error tendian a aproximarse a cero. Zimmerman
(2004) ha observado un desempefio similar en el contexto del ANOVA de
una via.

Hoy en dia, se encuentran disponibles diversas soluciones para
vencer el impacto negativo que la heterogeneidad de las varianzas ejerce
sobre las tasas de error Tipo 1. Por ejemplo, un método que no requiere la
igualdad de las varianzas y que puede ser adoptado para contrastar hipotesis
y comparar modelos en el contexto de los disefios factoriales con datos no
equilibrados, es la prueba de Welch-James (WJ) desarrollada por Johansen
(1980). Usando métodos numéricos, Keselman, Carriere y Lix (1995)
encontraron que el desempefio del test WJ era muy razonable cuando los
datos se distribuian normalmente, excepto cuando el tamafo de las celdas
era reducido. Cuando los datos estaban sesgados, el enfoque WJ requeria
incrementar el tamafio de las celdas para controlar las tasas de error. Dicho
incremento dependia de la magnitud del sesgo, de cudn desequilibradas
estaban las celdas y de la relacion existente entre el tamafio de las celdas y
el tamafo de las varianzas. Posteriormente, Keselman, Kowalchuk y Lix
(1998) sugirieron corregir los efectos ocasionados por la falta de
normalidad, usando el enfoque WJ con estimadores robustos localizacion y
escala. A saber: medias recortadas y varianzas winsorizadas. No obstante,
ademas de la importancia de contar con un nimero minimo de participantes
por celda cuando los datos son recortados, cabe preguntarse si las hipotesis
contrastadas cuando se utilizan los usuales estimadores de tendencia central
y variabilidad son las mismas que las probadas cuando se emplean
estimadores robustos. Existen otras aproximaciones robustas basadas en SC
ponderadas similares a la prueba de Welch (véase, Kulinskaya y Dollinger,
2007 y las referencias contenidas en este trabajo), sin embargo, no las
consideramos en este articulo por el enorme esfuerzo computacional que
supone su extension a modelos ANOVA de dos o mas vias.

Brunner, Dette y Munk (BDM, 1997), por su parte, también han
propuesto una prueba estadistica heteroscedastica para contrastar hipotesis y
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comparar modelos ANOVA no equilibrados. Su método consiste en una
generalizacion del método de Box (1954), similar al desarrollado por Brown
y Forsythe (BF, 1974) y a la posterior modificacion propuesta por Vallejo,
Fernandez y Livacic-Rojas (2008). No obstante, el enfoque BDM es mas
robusto que el enfoque BF original y mas potente que la version
modificada. Richter y Payton (2003) han evaluado las caracteristicas
operantes del enfoque BDM asumiendo pérdida de datos completamente al
azar. Sus resultados ponen de relieve que el enfoque limitaba el nimero de
errores al valor nominal cuando las varianzas eran heterogéneas y el tamafio
de las celdas relativamente pequefio. Sin embargo, conviene resefiar que la
ejecucion del método tan solo fue examinada comparando SC Tipo III bajo
condiciones de normalidad.

Mas recientemente, Vallejo, Fernandez y Livacic-Rojas (2009) han
investigado como afecta al desempefio de los procedimientos WJ y BDM la
violacion separada y conjunta de los supuestos de normalidad y
homogeneidad de los datos. Los resultados pusieron de relieve que cuando
la forma de la distribucion era simétrica, ambos enfoques mantenian las
tasas de error proximas al nivel nominal elegido. También se constaté que
cuando la forma de la distribucion era asimétrica ninguno de los dos
enfoques mantenia controlada la tasa de error. Este patron de resultados fue
consistente a través de las SC Tipo I, Tipo II y Tipo III empleadas para
contrastar las hipotesis. Debido a lo expuesto, es imperativo que los
investigadores elijan técnicas estadisticas que sean robustas al
incumplimiento de los supuestos derivacionales en las que se basan.

Es muy probable que el enfoque usado con mayor frecuencia para
intentar corregir la falta de normalidad de las variables, se base en
transformar la escala de los datos mediante funciones no lineales. Cuando
los investigadores conocen la distribucion tedrica de sus datos, pueden
utilizar esta informacién para seleccionar la transformacion adecuada.
Cuando carecen de dicha informacion es util estimar el pardmetro de
potencia a la que hay que elevar los datos usando las transformaciones de
Box y Cox (1964). Una vez que la transformacion adecuada ha sido hallada
y los datos analizados en la nueva escala de medida, la interpretacion de los
resultados debe realizarse en sintonia con la escala utilizada. Conviene
advertir, no obstante, que la interpretacion de los datos cuando es posible
localizar la transformacion adecuada no esta exenta de cierta controversia y
debate.

Otro enfoque que puede ser viable para realizar un ANOVA factorial
cuando las celdas tienen distinto tamafio y los datos se desvian del supuesto
normalidad, se basa en derivar la distribucion muestral empirica del
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estadistico de interés remuestreando repetidamente con reposicion desde la
muestra disponible. En el contexto especifico de los disefios de medidas
repetidas, Vallejo, Cuesta, Ferndndez y Herrero (2006) pusieron de
manifiesto que el método percentil bootstrap-F constituia una alternativa
robusta cuando los datos se desviaban de la normalidad y esfericidad
multimuestral requeridas. Debido a que el comportamiento del método
bootstrap-F fue sumamente bueno, inclusive con tamafios de muestra
pequefios, Vallejo et al. (2006) recomiendan usarlo en la practica. No
obstante, se necesita efectuar investigacion adicional, no so6lo para
determinar su robustez a las violaciones de sus supuestos derivacionales
cuando se utilizan disefios no correlacionados, sino también para conocer su
sensibilidad a la hora de detectar los efectos no nulos del disefio.

En consecuencia, en el presente trabajo emplearemos el método
percentil bootstrap-F para combatir el sesgo de los datos y dos
procedimientos estadisticos heteroscedasticos, a saber los enfoques WJ y
BMD, para combeatir la heterogeneidad de las varianzas. Ademas, con fines
comparativos también investigaremos el comportamiento del modelo lineal
clasico, tal y como estd implementado en el modulo Proc GLM del
programa SAS (SAS Institute, 2008, version 9.2). La razon para incluir este
modelo se basa en la demanda casi exclusiva que los usuarios de los disefios
factoriales hacen de Proc GLM. Hasta la fecha, se desconoce el desempefio
de evaluar los enfoques resefiados en conjuncion con el método percentil
bootstrap-F. En todos los casos las caracteristicas operantes de los métodos
propuestos seran evaluados ejecutando la SC Tipo II1.

Definicion de las pruebas estadisticas
Considérese un disefio en el cual los g
(Z,Xyny =N;j=1..a; k=1..>b) participantes de cada una de las JK

celdas sean medidos en una unica ocasion. Usando el modelo de medias, la
respuesta dada por el i-ésimo participante en el j-ésimo nivel de 4 y en el k-
ésimo nivel de B es representada mediante la ecuacion Y, =p, +e,, con
i ~ N(0,6%). De acuerdo con Searle (1987), las hipétesis nulas (Hp)
asociadas con las SC Tipo III implican el esquema de ponderacion
siguiente:
b . b o
Hy(4)=3 5 - 3550, j # f,

k=1 b k=i
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Hy(AB)=p; —H Uy + U =0,V jzj yk# k. (1)

Desde la perspectiva de comparacion de modelos, con este enfoque
cada efecto principal se prueba comparando la SC residual correspondiente
al modelo no aditivo con la SC residual obtenida tras eliminar del modelo
completo el efecto referido a la Hy de interés. Este método de estimacion es
similar al analisis de medias no ponderadas descrito por Horst y Edwards
(1982); de hecho, los resultados obtenidos con ambos enfoques son
idénticos si los factores tienen solo dos niveles. En nuestra opinion, siempre
que el investigador esté interesado en poner a prueba aquellas hipotesis que
surgen de su ambito de trabajo y no aquellas otras que dependan del numero
de sujetos que aparecen en las celdas, este procedimiento representa la
mejor opcion.

El procedimiento Welch-James: Siguiendo a Johansen (1980), el

estadistico WJ para probar las H, definidas en (1) puede expresarse como
N/ - !’ —1 -

Tyy= (R (RER) " (Rp), (2)
donde R es una matriz de contrastes cuyo orden depende de la hipdtesis a
probar, i es un vector de orden JK x1 obtenido tras concatenar verticalmente
las medias de p j (=pn Flreess Q jK) y T es una matriz diagonal cuyas entradas

son las varianzas dividido por el tamafio de las celdas. El estadistico Ty,
dividido por una constante, ¢, se distribuye aproximadamente como F con
grados de libertad Vv;=R(R) 'y v,=v;(V,+2)/3A, donde

=V, T2A—(6A)/(v;+2), A=ij(1—ij,jk)2/(njk—l), P, es el

elemento (jk, jk)-ésimo de la matriz I—Rﬁ.(Rﬁ‘.R')flR e I es la matriz de
identidad.

Para probar el conjunto de hipdtesis definido en (1) con el
estadistico WJ dado en (2), R=C 5, C,yCp. Aqui, C, ;5=C,®Cp,
donde C,=P,®1%3, Cz=1,®P; y ® denota el producto directo de
matrices. Para cualquier entero H, Py =(15_;|15_;), donde 1, es un
vector columna de orden A x1 e I es una matriz de identidad de orden H.
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La aproximacion Tipo-Box: De acuerdo con Brunner et al. (1997), la
aproximacion tipo Box para probar las Hj definidas en (1) puede expresarse
como

_ NGE@Mg)

—, 3
tr(D,, X°%) ©)

B

donde M =R'(RR’)"'R es una matriz ortogonal de rango R’, D ) denota

la matriz diagonal de los elementos de M y X =NI. Al igual que sucedia
con el enfoque WJ definido anteriormente, R=C,,, C,y C,. Bajo H,, el
estadistico Fyp es aproximado por F[a; vy, v,], donde los estimadores de

los grados de libertad correspondientes al numerador y denominador de la
razén definida en (3) son

o L@y o [0y EP

- Al e - - ’ (4)
' (METME®) > (D3, EA)

respectivamente, con A =diag{l/(n,—1),...1/(n,—1)}. El estimador del

argumento v, coincide puntualmente con el ofrecido por la generalizacion del
enfoque BF.

Este enfoque también ha sido aplicado para analizar disefios
factoriales que requieren una estructura del error no paramétrica (para
detalles véase Akritas y Brunner, 2003).

El Enfoque bootstrap-F: De acuerdo con Vallejo et al. (2006), estimar
los puntos criticos de los estadisticos WJ, BDM y GLM bajo Hy con el
enfoque bootstrap requiere efectuar los pasos siguientes:

1. Definir la unidad de muestreo a utilizar y desplazar las distribuciones
empiricas de manera que las Hj sean verdaderas. En nuestro caso, dicha
unidad sera las puntuaciones centradas en la media para cada una de las jk
poblaciones de muestreo existentes en el disefio. La operacion de centrado
(cambio de origen en los datos) garantiza que cada uno de los a niveles de
la variable filas y cada uno de los b niveles de la variable columnas no
difieran entre si. Ademas, los datos obtenidos por esta via mantienen las
mismas propiedades distribucionales que los datos originales, dado que no
existe cambio en la escala de los mismos. De acuerdo con Westfall y Young
(1993), el uso de la distribucion empirica desplazada constituye la piedra
angular en la que basa la técnica de remuestreo bootstrap para estimar los
valores criticos.
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2. Extraer multiples muestras bootstrap de tamano n; efectuando un
muestreo aleatorio con reposicion desde las puntuaciones centradas en la
media. Debido a la existencia de varianzas heterogéneas y a la falta de
equilibrio que presentan los diferentes grupos de celdas que configuran el
disefio, el procedimiento de remuestreo se efectila para cada una de las jk
celdas del disefio. De este modo, cada muestra bootstrap es obtenida desde
una distribucion para la cual las Hj son verdaderas.

3. Calcular F* para cada uno de los efectos del disefio, el valor del
estadistico F' basado en la muestra bootstrap, y generar la distribucion
muestral empirica del estadistico (F,) repitiendo el proceso b veces, siendo

b=1,..,B. Hall (1986) proporciona la justificacion teérica para dicha
eleccion. La distribucion muestral bootstrap de F, se utiliza para

determinar la excepcionalidad del valor obtenido tras aplicar la prueba
estadistica F' a la muestra de datos originales.

4. Determinar el valor p bootstrap. La significacion de las razones F se
estima directamente mediante el nivel de significacion alcanzado (NSA) por
el procedimiento de remuestreo bootstrap. En concreto, siguiendo el trabajo

de Efron y Tibshirani (1993), NSA=B’IZfZII[F*>F], donde LI la usual

funcioén indicador, es igual a 1 si F, >F y a 0 si es menor. La proporcion de
valores F' que supera al valor F observado representa el valor p bootstrap.

Si el valor p es menor que la tasa de error nominal, entonces se rechaza la
Hy.

Bajo este método, a diferencia de lo que sucedia con los tests W] y
BDM, los wvalores criticos derivados desde la teoria normal son
innecesarios. Ademas de los citados Efron y Tibshirani (1993), Chernick
(2007) y Good (2006) ilustran de manera relativamente sencilla como tratar
con este método el contrate de hipdtesis y otros problemas de estimacion e
inferencia estadistica.

METODO DE LA SIMULACION

En orden a evaluar la robustez de los enfoques WJ, BDM y GLM
cuando los valores criticos se obtienen mediante valores tedricos y mediante
remuestreo bootstrap cuando se incumplen los supuestos de normalidad y
homogeneidad, llevamos a cabo un estudio de simulacion usando un
ANOVA factorial de dos factores con J = 2 y K = 5. Para ello fueron
manipuladas las cuatro variables siguientes:



Pruebas robustas para modelos ANOVA 137

1. Grado de desigualdad del tamario de las celdas (C). Se usaron tres
coeficientes de variacion (CV) distintos para determinar el tamafno muestral
de las celdas: pequefio (CV = .148), moderado (CV = .306) y grande (CV =

467), donde CV =[S, (n,—n)? /ab]"?, siendo 7 el tamafio promedio

de las celdas. Para el CV = .148 el tamano de las celdas fue:
n,=(0,7,7,7,8 y n,,=(8,999,10); para el CV'=.306 el tamaio de

las celdas fue: n,,=(4,5,6,7,8) y n,,=(89,10,11,12), y parael CV =
467 el tamano de las celdas fue: n,,=3,4,567 vy

n,, =(7,9,11,13,15). El tamafio de muestra global fue siempre constante e
igual a 80 (N = 80).

2. Grado de heterogeneidad de las varianzas (H). Se sometieron a prueba
tres grados de heterogeneidad de las varianzas: pequefio, moderado y
severo. Bajo la primera condicion investigada la relacion entre las varianzas
de las diferentes celdas del disefio fue: 1:1:1:1:1:1:1:1:1:4. Bajo la segunda
condicion la relacion fue: 1:1:1:1:1:1:1:1:1:16. La relacion investigada bajo
la tercera condicion fue: 1:1:1:1:1:1:1:1:1:36.

3. Relacion entre el tamaiio de las celdas y el tamario de las varianzas
(C/H). Dado que la forma de emparejar los tamafios de las celdas y las
varianzas tiene influencia en las pruebas estadisticas (Brown & Forsythe,
1974; Keselman et al., 1995), se investigo el comportamiento de los tres
enfoques bajo relaciones positivas (la celda con mayor tamafio es
emparejada con la varianza mas grande) y negativas (la celda con menor
tamaio es emparejada con la varianza mas grande).

4. Forma de la distribucion de la poblacion. Si bien los procedimientos
examinados se basan en el supuesto de normalidad, cuando se trabaja con
datos reales es comun que los indices de asimetria (y;) y curtosis (y,) se
desvien de cero (Micceri, 1989) e inducirnos a interpretar incorrectamente
los resultados. Para investigar el efecto de la forma de la distribucion en la
robustez de los procedimientos, generamos datos desde distribuciones
normales y no normales mediante las distribuciones g y / introducidas por
Tukey (1977). Ademas de la distribucion normal (g=h=0;y,=y, =0),
también investigamos otras tres: (a) g = 0 y & =.109, una distribucion que
tiene el mismo grado de sesgo y de curtosis que la exponencial doble o de
Laplace (y,=0 y vy, =3); (b) g=.76 y h =-.098, una distribucion que tiene
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el mismo grado de sesgo y de curtosis que la exponencial (y,=2 y vy, =6);

y (c) g =1y h =0, una distribucion que tiene el mismo grado de sesgo y de
curtosis que la distribucion lognormal (y,=6.18 yy, =110.94). Las

distribuciones g y /4 fueron obtenidas utilizando la funcion RANNOR del
SAS. Mediante ella generamos variables aleatorias normales estandar (Z;)
y transformamos cada una de ellas como

Z, =g '[exp(gZ,;,) —1lexp(hZ;,/2), donde gy h son numeros reales que
controlan el grado sesgo y de curtosis. Por ultimo, para obtener una
distribucion con desviacion estandar ¢, cada una de las puntuaciones que

conforman la variable dependiente fue creada utilizando el modelo lineal
Y, =0,x(Z}— 1), donde p,, ={exp[g®/(2-2m]-1/[g(1-h)"] es

ik
la media de la de la distribucion g y 4 (para detalles véase Headrick,
Kowalchuk & Sheng, 2008).

La razon que justifica la manipulacion de valores tan extremos de las
variables (1), (3) y (4) se basa en la premisa de que si un método funciona
bien cuando los datos se desvian sustancialmente de los supuestos que
subyacen al modelo ANOVA, entonces existe cierta seguridad de que dicho
método se comportard satisfactoriamente en la mayor parte de las
situaciones encontradas en la practica. Para cada una de las (3x3x2x4)
condiciones del estudio se crearon 1000 muestras bootstrap (B = 1000) y
5000 conjuntos de datos replicados. Los calculos se obtuvieron mediante la
programacion de un MACRO en SAS/IML.

RESULTADOS

El procedimiento mas directo para decidir si un determinado enfoque
es 0 no robusto consiste en identificar todas aquellas tasas que excedan
significativamente el valor nominal de alfa (o) en mas/menos dos errores
estandar. No obstante, utilizamos el criterio liberal de Bradley (1978) para
facilitar la comparacion entre nuestros resultados y los obtenidos por otros
investigadores en estudios similares. De acuerdo con este criterio, aquellas
prucbas cuya tasa de error empirica (o) se encuentre en el intervalo
Sa <a<l.5a, seran consideradas robustas. Por consiguiente, para el nivel
de significacion nominal usado en esta investigacion (o=.05), el intervalo
utilizado para definir la robustez de las pruebas fue .025<a.<.075. Se
excusa decir que de haber wutilizado otros criterios, diferentes
interpretaciones de los resultados son posibles.
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En las Tablas 1, 2 y 3 se presentan los resultados para los
procedimientos WJ y WIB, BDM y BDMB, y, GLM y GLMB
respectivamente. Se ha decidido esta presentacion para poder observar con
mayor claridad tanto la diferencia que existe en la capitalizacion del error de
cada uno de los procedimientos en funcion del calculo del valor critico,
como las diferencias que existen entre cada procedimiento y el resto de
ellos. También, y con la misma intencion, en la parte izquierda de las
Tablas los resultados se refieren a las dos distribuciones simétricas (Normal
y Laplace) sometidas a estudio y en la parte derecha se refieren a las dos
distribuciones asimétricas (Exponencial y Lognormal). De otra parte, en la
parte superior de las Tablas la relacion que existe entre el tamafio de las
celdas y el tamafio de las varianzas es positiva y en la parte inferior es
negativa.

Los resultados obtenidos son los que siguen:

a. Con respecto a los procedimientos WJ y WIB: WJ manifiesta un
excelente comportamiento en las tres fuentes de wvariacidbn con
independencia del grado de desigualdad del tamafo de las celdas (C), del
valor del parametro de heterogeneidad (H) y de la combinacion entre los
valores de ambas variables manipuladas (C/H) cuando la distribucion es
simétrica y la relacion entre el tamafio de las celdas y el valor de las
varianzas es positiva (en adelante nos referiremos a esta condiciéon como
relacion CH positiva). Este comportamiento se altera cuando la relacion
entre ambas variables es negativa (en adelante, relacion CH negativa),
circunstancia en que experimenta una clara dependencia tanto de C como de
H mostrandose liberal en las tres fuentes de variacion cuando ambas
variables toman valores severos y la distribucion es Normal. Si la
distribucién es asimétrica y la relacion CH positiva, WJ se muestra liberal
en las combinaciones C1/H1 y H3 y C2/H3, casi en exclusividad en la
distribucion Lognormal y para B y AxB. Cuando la relacion CH es negativa
se manifiesta liberal en las tres fuentes de variacion, en mayor medida
conforme mas severa es la asimetria y mayores son C y H.

El procedimiento WJB tiene un comportamiento excelente en las
tres fuentes de variacion (excepto para A en la relacion C3/H3 que
destaca ligeramente liberal) cuando la distribucion es simétrica Normal, y
tanto si la relacion CH es positiva como si es negativa. Cuando la
distribucion es simétrica Laplace y para ambos tipos de relacion CH ajusta
la tasa de error en A. Para B y AxB se torna conservador, en mas ocasiones
cuando la relacion CH es positiva. Donde la distribucion es asimétrica y la
relacion CH es positiva ajusta la tasa de error para A. Sin embargo, para By
AXB se observa una tendencia en el error a situarse por debajo del nivel
nominal que se agrava conforme mayores son la asimetria, C y H
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abandonando la robustez. Bajo la relacion CH negativa la tasa de error
tiende a incrementar respecto a la relacion CH positiva, siendo asi que, A
abandona la robustez para mostrarse liberal y B y AxB la alcanzan en la
mayoria de las combinaciones C/H.

b. Con respecto a los procedimientos BDM y BDMB: BDM tiene un
excelente comportamiento en las tres fuentes de variacidbn con
independencia de C, H y de las combinaciones C/H cuando la distribucion
es simétrica y la relacion CH es positiva. Este comportamiento se altera
cuando la relacion CH es negativa mostrandose liberal bajo distribucion
Normal en las combinaciones C2 y C3/H2 y H3, y bajo distribuciéon Laplace
en C3/H2 y H3. Si la distribucion es asimétrica y la relacion CH positiva se
muestra liberal (en ambas, Exponencial y Lognormal) para B y AxB en las
combinaciones C1 y C2/H3, y bajo distribucion Lognormal también en
C3/H3 y CI1/HI1. Bajo esta ultima distribucion experimenta una posicion
conservadora en B y AxB en las combinaciones C1, C2 y C3/H1. Cuando la
relacion CH es negativa su comportamiento es muy similar al
procedimiento WJ descrito en el punto anterior.

El procedimiento BDMB muestra un comportamiento practicamente
igual que BDM con el matiz de que es ligeramente mas conservador que
aquel, sin embargo, no se alteran los resultados con respecto a ¢l de modo
significativo.

c. Con respecto a los procedimientos GLM y GLMB: EI
procedimiento GLM tiende a estimar el error de Tipo I por debajo del nivel
nominal, posicionandose de modo conservador en las tres fuentes de
variacion en las combinaciones C2/H2 y H3 y C3/HI1, H2 y H3 cuando la
forma de distribucion es simétrica y la relacion CH es positiva. Cuando la
relacion CH es negativa su estimacion es muy liberal en las tres fuentes de
variacion. Donde la forma de distribucion de los datos es asimétrica y la
relacion CH es positiva manifiesta un comportamiento similar a WJ con el
anadido de que se muestra conservador para la fuente de variacion A en las
combinaciones C3/H1, H2 y H3, en mayor medida bajo distribucion
exponencial. Cuando la relacion CH es negativa su estimacion es muy
liberal.

El procedimiento GLMB se muestra Optimo bajo las dos
distribuciones simétricas y relacion CH positiva en toda combinacion de
variables estudiada. Cuando la relacion es negativa sobreestima el error
mostrandose liberal en las combinaciones C2/H2 y H3 y C3/H1, H2 y H3.
Sea cual sea la relacion CH, si la distribucién es asimétrica, su
comportamiento es similar al de GLM antes descrito, aunque menos liberal



Pruebas robustas para modelos ANOVA 141

que aquel, alcanzando la robustez en C1, C2 y C3/HI1 cuando la relacion
CH es negativa.

Tabla 1.- Tasas de error asociadas con la suma de cuadrados Tipo III
de los procedimientos WJ y WJB en un diseifio factorial 2x5

Estadistico WJ. Relacién Positiva
D.Normal D.Laplace D.Exponencial D.Lognormal
CH A B AB A B AB A B AB A B AB
CH, 492 500 420 428 4.00 4.18 408 6.06 4.16 3.58 520 3.08
CH, 476 496 528 480 4.14 4.08 566 6.84 6.06 542 8.12 8.00
CH; 490 494 512 478 454 374 7.10 822 7.02 820 10.1 9.22
C,H, 478 496 540 446 394 384 482 550 3.82 3.62 482 3.10
C,H, 494 4.66 496 508 420 374 494 628 586 4.68 7.40 6.50
C,H; 490 488 528 482 416 392 626 6.84 636 634 8.70 8.34
C;H, 504 498 496 490 398 3.84 466 594 320 436 502 250
C;H, 508 534 478 494 432 386 422 572 516 342 692 538
C;H; 4.68 5.08 454 470 424 388 514 598 504 456 740 694
Estadistico WJB. Relacién Positiva
CH, 482 370 298 406 270 286 3.72 2.64 2.08 268 0.78 0.64
CH, 444 358 383 426 256 242 536 292 342 462 282 3.16
CH; 476 338 342 410 272 240 658 4.02 3.84 750 394 4.60
C,H, 494 380 386 436 242 232 450 242 170 278 0.92 0.88
C,H, 472 342 356 472 234 242 468 254 292 354 218 2.60
C,H; 444 326 328 454 260 264 580 288 334 564 254 3.74
C;H, 522 3.08 316 5.02 2.08 2.06 442 196 1.18 3.44 0.90 0.60
C;H, 524 332 292 460 222 230 404 212 2.08 278 1.52 1.94
C;H; 456 282 278 448 216 2.02 462 212 224 382 1.74 244
Estadistico WJ. Relacion Negativa
CH, 512 524 564 478 378 3.86 508 734 530 514 7.18 3.94
CH, 524 552 504 488 426 456 672 912 7.78 858 113 10.9
CH; 598 518 532 472 416 472 940 9.84 9.26 11.8 12.1 12.1
C,H, 508 590 622 470 442 462 606 7.92 6.12 578 8.94 5.60
C,H, 6.14 634 554 538 506 516 950 102 9.84 11.6 12.1 123
C,H; 682 6.18 632 564 568 594 123 11.3 114 149 149 153
C;H, 588 632 6.08 466 508 510 670 870 7.46 7.68 9.36 5.80
C;H, 688 726 730 6.62 6.76 7.02 11.2 124 12.0 124 150 153
C;H; 8.06 836 822 656 7.08 696 13.6 145 139 16.7 16.5 16.7
Estadistico WJB. Relacion Negativa
CH, 516 3.62 382 454 228 234 4838 3.64 298 408 190 1.18
C/H, 470 344 3.08 448 2.66 240 630 448 484 784 442 5.6
CH; 488 3.12 310 4.18 2.14 230 890 5.62 6.12 109 554 6.12
C,H, 5.18 3.54 3.68 458 264 268 590 3.66 3.12 498 270 1.66
C,H, 576 346 3.18 506 256 266 9.00 572 6.54 106 556 6.36
C,H; 596 296 338 508 228 248 114 6.70 7.58 13.8 7.16 8.10
C;H, 596 3.56 358 478 238 256 656 4.14 338 6.68 3.06 1.72
C;H, 6.66 3.86 388 646 348 336 109 7.16 7.72 11.6 6.96 7.70
C;H; 7.66 3.74 372 622 342 348 131 7.86 890 16.0 8.96 9.60

Leyenda: Distribucion normal (7, =0;7, =0); Distribucion Laplace (,=0;7, =3); Distribucion
Exponencial ,=2y,=6); Distribucion Lognormal (7, =6.18;7, =110.94); Cy, C; y Cs= Coeficiente de
variacion en el tamafo de las celdas pequefio, moderado y elevado respectivamente; H;, H, y Hs= valor del
parametro de heterogeneidad leve, moderado y severo respectivamente. C/H= Combinaciones entre Cy H; A, By

AB= son las respectivas fuentes de variacion del disefio. La negrita denota valores que estan fuera del intervalo
0.025-0.075.
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Tabla 2.- Tasas de error asociadas con la suma de cuadrados Tipo III
de los procedimientos BDM y BDMB en un disefio factorial 2x5

Estadistico BDM. Relacién Positiva
D.Normal D.Laplace D.Exponencial D.Lognormal
CH A B AB A B AB A B AB A B AB
CH, 492 476 424 428 390 4.66 408 3.64 3.80 3.58 2.08 2.24
CH, 476 512 516 448 498 450 566 692 6.76 542 17.72 7.58
CH; 490 556 580 478 508 486 7.10 9.72 9.30 820 133 124
C,H, 478 458 446 446 4.02 358 482 252 326 3.62 1.86 2.64
C,H, 494 486 520 508 490 446 494 6.70 6.82 4.68 6.72 6.84
C,H; 490 570 574 482 518 4.84 626 8.72 886 634 105 10.9
C;H, 504 422 380 490 358 3.52 466 292 258 436 1.76 214
C;H, 508 4.88 456 494 394 4.08 422 506 500 342 564 6.02
CsH; 468 474 446 470 482 512 514 728 6.86 456 8.88 9.04
Estadistico BDMB. Relacién Positiva
CH, 482 4.66 416 406 396 422 372 354 348 268 1.62 1.86
CH, 444 490 478 426 4.68 394 536 6.78 646 4.62 696 6.76
CH; 476 532 524 410 442 434 658 890 8.62 750 119 114
C,H, 494 446 444 436 396 342 450 254 282 278 1.44 2.38
C,H, 472 460 466 472 424 408 468 638 628 354 632 6.28
C,H; 444 532 520 454 480 428 580 7.84 8.06 564 930 9.98
CsH, 522 440 440 5.02 338 3.50 442 266 248 344 152 1.86
C;H, 524 446 444 460 3.78 4.00 4.04 472 4.68 278 516 4.44
C;H; 456 428 4.14 448 430 454 462 6.66 628 382 7.86 8.08
Estadistico BDM. Relacién Negativa
CH, 512 514 580 478 4.00 4.00 508 444 4.60 5.14 2.38 248
CH, 524 6.62 642 488 506 534 672 938 9.10 858 10.6 10.7
CH; 598 656 626 472 554 550 940 11.8 125 11.8 152 149
C,H, 508 6.02 628 470 454 422 606 416 416 578 3.16 3.20
CH, 6.14 7.92 740 538 6.70 6.18 950 119 11.6 11.6 109 10.9
C,H; 682 7.70 7.78 564 734 6.62 123 152 148 149 173 173
C;H, 588 564 570 4.66 4.60 514 670 4.88 520 7.68 2.78 2.82
C;H, 688 8.70 848 6.62 7.60 7.62 11.2 13.5 13.7 124 123 11.7
C;H; 8.06 9.78 998 656 8.16 8.28 13.6 16.6 16.6 16.7 18.1 17.9
Estadistico BDMB. Relacion Negativa
CH, 516 518 552 454 392 386 488 4.00 444 408 2.10 2.06
CH, 470 6.18 6.08 448 458 476 630 8.88 8.74 7.84 9.68 9.62
C/H; 488 566 548 4.18 484 450 890 11.1 11.7 109 139 134
C,H, 5.18 594 6.16 458 444 424 590 3.66 4.62 498 280 2.70
CH, 576 7.58 720 506 624 6.10 9.00 11.7 11.5 10.6 10.1 9.90
C,H; 596 738 7.18 508 6.74 6.06 114 14.7 144 138 159 159
C;H;, 596 6.00 588 478 4.62 449 656 4.74 5.06 6.68 2.26 2.36
C;H, 6.66 8.60 854 646 7.54 7.60 109 13.0 13.4 11.6 112 104
C;H; 7.66 9.70 9.80 622 7.98 810 131 16,5 164 16.0 169 16.9

Leyenda: ver Tabla 1.
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Tabla 3.- Tasas de error asociadas con la suma de cuadrados Tipo III
de los procedimientos GLM y GLMB en un diseiio factorial 2x5

Estadistico GLM. Relacién Positiva
D.Normal D.Laplace D.Exponencial D.Lognormal

CH A B AB A B AB A B AB A B AB
CH, 392 4.66 4.14 350 4.08 4.80 352 490 448 372 446 3.62
CH, 298 542 548 298 546 496 474 7.54 738 544 9.68 8.24
C/H; 278 7.02 732 268 650 622 522 104 102 726 14.7 13.7
C,H, 286 322 3.16 294 356 292 348 3.80 3.50 332 430 4.10
C,H, 152 292 282 156 280 298 286 5.14 520 448 8.06 7.04
C,H; 1.04 396 3.62 1.08 332 326 278 6.88 7.06 480 10.0 10.0
C;H;, 250 1.68 1.80 2.44 2.02 2.02 246 3.06 2.26 328 442 3.70
C;H, 060 1.14 1.10 0.58 0.80 0.92 128 270 2.66 252 516 4.34
C;H; 0.14 0.96 0.72 0.24 090 0.88 096 336 286 216 554 582

Estadistico GLMB. Relacion Positiva
CH, 486 4.64 412 388 396 428 3.68 3.64 346 264 172 1.86
CH, 426 446 454 440 424 3.66 524 6.70 6.18 488 7.04 6.82
CH; 448 484 486 3.76 4.06 3.838 622 848 8.22 742 115 109
C,H, 524 490 494 480 454 376 464 3.18 330 292 1.78 2.54
C,H, 462 424 434 446 3.84 380 464 638 638 438 6.62 6.52
C,H; 438 482 468 422 438 392 542 720 742 586 9.28 9.88
CsH, 654 538 520 656 492 486 542 392 344 390 2.04 232
C;H, 540 454 440 506 3.76 4.06 440 528 496 3.70 590 6.10
C;H; 456 4.08 386 4.58 404 418 482 638 568 462 8.00 8.26

Estadistico GLM. Relacion Negativa
CH, 7.18 856 934 692 7.74 7.74 644 826 836 6.10 632 6.88
CH, 11.0 173 169 10.6 158 159 11.0 17.8 17.6 11.0 18.1 17.7
CH; 152 224 221 134 21.0 203 159 238 245 168 26.6 264
C,H, 894 121 125 926 11.0 11.0 882 102 11.1 810 9.92 10.1
C,H, 19.6 269 268 19.2 258 255 199 27.1 275 183 243 25.0
C,H; 27.6 33.7 348 264 341 344 280 37.1 37.1 267 36.6 36.0
C;H, 11.3 13.6 128 105 122 129 105 122 12.6 9.34 10.7 10.9
C;H, 244 314 315 251 31.8 314 241 33.6 324 209 292 289
CsH; 359 425 422 343 415 41.7 36.7 448 442 347 420 41.1

Estadistico GLMB. Relacién Negativa
CH, 542 560 6.02 488 422 420 512 428 456 382 2.08 2.02
CH, 572 7.2 722 516 548 580 670 9.82 9.52 7.64 9.86 9.74
CH; 632 686 6.74 504 578 564 9.60 12.1 12.6 114 14.6 144
C,H, 662 812 830 626 6.04 594 682 490 6.02 502 324 292
C,H, 894 112 108 7.70 920 9.12 11.1 13.7 13,5 11.0 108 109
C,H; 996 11.0 11.1 838 104 9.92 146 179 18.1 156 182 17.9
C;H, 9.08 9.86 9.80 7.40 7.94 8.62 854 6.76 732 682 330 3.38
C;H, 122 152 151 11.8 141 144 144 18.0 18.2 13.1 138 12.6
C;H; 145 165 167 121 146 145 194 23.0 225 198 20.0 20.8

Leyenda: ver Tabla 1.
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CONCLUSIONES Y DISCUSION

El objetivo de este trabajo ha sido examinar la robustez de los
enfoques WJ, BDM y GLM con los valores criticos derivados desde la
teoria normal y mediante remuestreo bootstrap (WJB, BDMB y GLMB)
usando un ANOVA factorial de dos factores con J =2 y K=5. Para ello se
ha llevado a cabo una investigacion Monte Carlo en la que se han simulado
condiciones adveras debidas al desequilibrio en el tamafio de los grupos y a
la heterogeneidad de las varianzas, con el afadido de la ausencia de
normalidad en la distribucion de los datos.

Los resultados hallados nos llevan a concluir que los procedimientos
que mas veces mantienen la tasa de error dentro de los limites del criterio de
robustez de Bradley en las condiciones manipuladas son WJ y WJB.
Cuando la relacion entre el tamafio de las celdas y el tamafio de las
varianzas (CH) fue positiva el procedimiento mas robusto fue el test WJ con
los valores criticos derivados desde la teoria normal, resultados que son
consistentes con los hallados por Keselman et al. (1995) y Vallejo et al.
(2009) bajo condiciones similares a las manipuladas por nosotros. Mientras
que cuando la relacion CH fue negativa el procedimiento mas robusto fue el
test WIB.

Asi las cosas, ninguno de los procedimientos sometidos a prueba se
sitta entre los limites del criterio de robustez Bradley en todas las
condiciones, siendo, cuando la distribucidon es asimétrica y la relacion CH
negativa, cuando mas veces se exceden los limites del intervalo de robustez.
Este punto merece dos puntualizaciones:

1.- Cuando la distribucion es severamente asimétrica (Lognormal)
todos los estadisticos se comportan de modo mas liberal o0 mas conservador
(de este ultimo modo es apreciablemente menos abundante) de lo que son
en la distribucion moderadamente asimétrica (Exponencial), siendo la tasa
de error mayor conforme mayores son los niveles de las variables C y H
(ejerciendo mayor influencia en el resultado esta ultima). También es
destacable que cuando la relacion CH es positiva, la fuente de variacion A
solo resulta afectada en 6 ocasiones en el conjunto de los 6 estadisticos
estudiados, siendo B y AxB las afectadas practicamente en exclusividad.
Cuando la relacion CH es negativa las tres fuentes de variacion se muestran
afectadas aunque el error es inferior en A.

2.- Todos los estadisticos tienen un mejor comportamiento, con
excepcion de GLM en ambas relaciones CH (Milligan et al. 1987, Vallejo
et al., 2008 y Vallejo et al., 2009 obtuvieron resultados en concordancia
con los encontrados por nosotros en condiciones similares), y GLMB en la



Pruebas robustas para modelos ANOVA 145

relacion CH negativa, cuando la distribucion es no normal simétrica. En
esta situacion es preciso destacar que el efecto de la combinacion C/H soélo
se manifiesta cuando la relacion CH es negativa, en mayor proporcion
cuando la distribucion es normal que cuando es Laplace, y afecta por igual a
las tres fuentes de variacion. No ejerce ninguna influencia cuando la
relacion es positiva salvo una excepcion. Esta es en el procedimiento GLM
que, ademas en ¢l la combinacion C/H ejerce un efecto unico que no
aparece en el resto de estadisticos ni en otras condiciones de las aqui
estudiadas, aunque si han sido halladas por otros investigadores en
condiciones similares (ver Milligan et al., 1987, Vallejo et al., 2008 y
Vallejo et al., 2009). En este caso, GLM experimenta un efecto conservador
conforme incrementan C y H. De otra parte, también apreciamos que WJB
bajo distribucion Laplace también manifiesta un efecto conservador en B y
AXB, pero probablemente sea debido al modo de calculo de los valores
criticos y no al efecto de las combinaciones C/H.

Uno de los objetivos mas importantes en esta investigacion ha sido
estudiar el efecto que tiene sobre los estadisticos WJ, BDM y GLM el
calculo de los valores criticos mediante remuestreo bootstrap. De algin
modo se podria decir que ejerce en ellos un efecto regulador, con los
siguientes matices. A saber:

- WIJB con respecto a WJ: en toda situacion, sea cual sea la distribucion, la
relacion CH, y la combinacion de los valores que toman C y H, realiza una
estimacion del error inferior, pero en exclusividad sobre B y AxB, nunca
sobre A. Este efecto provoca que en la distribucion Laplace y bajo relacion
CH positiva adquiera un comportamiento conservador, alcanzando en las
distribuciones asimétricas un efecto excesivamente conservador), y que
cuando la relacion CH es negativa mejore la estimacion con respecto a WJ
en la distribucion normal y en ambas distribuciones asimétricas, y la
empeore en la distribucion Laplace.

- BDMB con respecto a BDM: gjerce el mismo efecto que el procedimiento
WIB sobre WJ pero mucho mas sutil, no logrando variar apenas ninguna
estimacion. Esto es, el comportamiento de los procedimientos BDM vy
BDMB es el que mas se parece entre si en el conjunto de condiciones
estudiadas correspondiéndose practicamente el uno con el otro en todas
ellas, es por ello que son robustos o no robustos en las mismas condiciones
experimentales.

- GLMB con respecto a GLM: observamos que cuando la relacion CH es
negativa ejerce el mismo efecto que WJB y BDMB sobre WJ y BDM
respectivamente. GLMB es menos liberal que GLM, pero exageradamente,
ya que reduce el error empirico practicamente en un 50% respecto al GLM.
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Cuando Ia relacion CH es positiva y la distribucion simétrica sitia la tasa de
error a nivel nominal para todas las fuentes de variacion en todas las
condiciones estudiadas. Si observamos la parte derecha de la Tabla da la
impresion de que se parece mas el comportamiento de uno y de otro, sin
embargo, pese al buen comportamiento que ambos tienen cuando la relacion
CH es positiva, observamos que cuando la relacion CH es negativa
experimenta el mismo comportamiento que en su parte izquierda, siendo
mas moderado GLMB que GLM.

Cuando se trabaja en el ambito experimental es dificil que nos
topemos con datos cuyas caracteristicas sean tan adversas como las
sometidas a estudio en este trabajo. Sin embargo, en investigacion aplicada,
estas condiciones, parecidas, y aun peores, son posibles. Ningun estadistico
paramétrico es util en todas ellas, y la linea que se debe seguir es aquella en
aras de encontrar un procedimiento para el analisis de datos proporcional,
en el sentido de no capitalizar sobre el azar mucho mas alld de lo deseable
en toda situacion, ademas de sensible en la deteccidon de los efectos. De
momento tranquiliza conocer, como en la introduccion se puso de
manifiesto, que son muchos los investigadores que con rigor estan llevando
a cabo esta tarea. También que, de momento, los procedimientos WJ y WIB
se pueden utilizar con seguridad en las condiciones sefialadas al comienzo
de este apartado.

ABSTRACT

Robust tests for two-way ANOVA models under heteroscedasticity: The
aim of this research was to compare the robustness of two heteroscedastic
test statistics, the Welch-James statistic developed by Johansen (WJ) and the
Type-Box statistic developed by Brunner, Dette and Munk (BDM), together
with the General Linear Model (GLM), not heteroscedastic test statistic, in
two different manners depending on the calculation of the critical value. On
the one hand, when the critical values are based on theoretical values (WJ,
BDM and GLM respectively), and on the other hand, when they are
obtained by means of bootstrap resampling (WJB, BDMB and GLMB
respectively). To carry out it a study of simulation was realized on a
factorial design lacking in homogeneity, normality and orthogonally. The
results show that when the relation between the size of the cells and the size
of the variances was positive the procedure WJ was the most robust and that
when the relation was negative the most robust procedure was WJB. Both
procedures behaved in a liberal way when the shape of the distribution was
skewed, in major measure major it were the degree of inequality of the size
of the cells and the heterogeneity of the variances.
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