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Un modelo “cuasi-Solow” y el caso de la tasa
de ahorro endogena

A Solownian Model and the Case of the
Endogenous Savings Rate

Carlos Esteban Posada P*

Resumen

De acuerdo con Weil (2009), uno de los hechos estilizados del
crecimiento econdmico internacional es una asociacion positiva entre
las tasas de ahorro y los niveles de ingreso per capita. En este documento
se propone una interpretacion de tal hecho adicional a la que surge del
propio modelo de Solow, mediante uno casi similar pero ampliado con la
hipétesis de una influencia positiva del capital sobre la tasa de ahorro. El
modelo asi modificado, un modelo “cuasi-Solow”, puede generar un caso
de “crecimiento endégeno” o el caso del crecimiento exogeno, depen-
diendo uno u otro caso del valor especifico que tome un parametro de la
funcion de ahorro. La conclusion principal es la siguiente: un modelo
de crecimiento econdmico que es, en lo esencial, “solowniano”, como
el expuesto en estas paginas, puede ser util para interpretar procesos de
crecimiento econdmico bastante prolongados a través del tiempo.

Palabras clave: Solow, tasa de ahorro, crecimiento endogeno, creci-
miento exogeno.
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Abstract

According to Weil (2009) one of the stylized facts of the international
economic growth is a positive association between savings rates and
per capita income levels. This paper proposes a new interpretation of
this fact by a Solow-type model but expanded with a hypothesis of a
positive influence of the capital on the savings rate. The model thus
amended, a “quasi-Solow” model, can generate the case of “endoge-
nous growth” or the case of exogenous growth, either case depending
on the specific value that takes a parameter of the savings rate function.
The main conclusion is this: a model of economic growth which, in
essence, is a “solownian” one, as the model described in these pages,
may be useful to interpret a process of economic growth through the
very long time.

Key words: Solow, savings rate, endogenous growth, exogenous
growth.

JEL classification: 010, 016, O41.

Introduccion

En su texto sobre crecimiento economico, David Weil presenta un
grafico que sugiere una relacion positiva entre las tasas nacionales
de ahorro y los niveles de ingreso per capita'. Ese grafico fue elabo-
rado con datos del Banco Mundial de una muestra de 142 paises para
2005.

El grafico 1, que se presenta a continuacion, muestra una relacion
negativa, en términos gruesos, y aparentemente no lineal, entre los
niveles de ingreso per capita y las tasas nacionales de consumo, y, por
ende, una relacion positiva entre ingresos per capita y tasas de ahorro.
El grafico se elabord con cifras del Banco Mundial (World Develop-
ment Indicators) y abarca un horizonte mas amplio que el del citado
grafico de Weil, aunque incluye un nimero menor de paises debido a
la disponibilidad de datos.

I Weil, 2009, grafico 3.8, p. 70.
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Grafico 1. Relacién media consumo/riB (1960-2005) frente a ingreso bruto
per capita de 1980 (en dolares ppp) 77 paises
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Aunque una relacion positiva entre tasas de ahorro e ingresos medios
por habitante es predicha por el modelo de Solow (a mayor tasa de
ahorro de un pais mayor sera su ingreso per capita de estado estable),
Weil discute (y se muestra favorable a) una interpretacion de tal “hecho
estilizado” en un sentido adicional al del propio modelo de Solow, a
saber, que puede haber una causalidad que corre también en la direccion
contraria: a mayor ingreso per capita de una economia mayor sera su
tasa de ahorro. Weil ilustra esta posibilidad en el marco del modelo de
Solow suponiendo dos tasas alternativas de ahorro: la mas baja cuando
el ingreso per cépita es inferior a un cierto (y exdgeno) umbral, y la
mas alta cuando alcanza o supera tal umbral. Esto genera dos estados
estables alternativos: uno con menores niveles de capital, producto y
consumo por trabajador (y per capita, dada una cierta relacion entre
fuerza laboral y poblacion), y otro con niveles mas altos.

En lo que sigue (seccion I) se presenta un modelo tipo Solow pero
modificado para interpretar el caso de una dependencia de la tasa de
ahorro del capital por trabajador (y por ende, del ingreso per capita). A
diferencia de lo que propone Weil, se supone que tal relacion de depen-
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dencia es continua y derivable. Este modelo se denomina “cuasi-Solow”
pero podria denominarse, también, “Solow generalizado”. Un caso
particular arrojado por este modelo, pero con un cierto interés empirico
y doctrinal, es el caso del “crecimiento endogeno”. Y el otro caso es
el similar al del modelo de Solow: el caso del “crecimiento exdgeno”.

Con posterioridad a la presentacion del modelo, en la seccion 11, se
discute la teoria implicita en el modelo de la seccion I. Esto se hace
a la luz del modelo estandar “microfundamentado” de crecimiento
econdmico, el modelo Cass-Koopmans-Ramsey (ckr). La seccion
IIT resume y concluye. En el anexo 1 se aclara la implicacion de este
modelo en lo que se refiere al tema de la “regla de oro”, y en el anexo
2 se presenta un ejemplo numérico para ilustrar la relacion entre la tasa
de descuento y la tasa de ahorro en el marco del modelo ckr.

I. El modelo
Para simplificar, se supone que la poblacion (laboral y total) es cons-
tante e igual a 1. Ademas se supone que la funcion de produccion es
Cobb-Douglas, asi:

y=4k"; A>0; O<a<l. 1

Siendo y, 4 y k el producto (ingreso), el indice de productividad multi-
factorial y el capital por trabajador, respectivamente.

La ley de acumulacion de capital es:
Ak =sAk® —6k; 0<s<l; 0<d<l. 2)

Siendo s y o las tasas de ahorro (ahorro/producto) y depreciacion,
respectivamente.

Las ecuaciones (1) y (2) son propias de las representaciones conven-
cionales del modelo de Solow (Weil, 2009). Lo especifico del presente
modelo es la siguiente hipotesis:

s=vk"; O<y<l; n5=0. 3)
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Siendo y y 5 parametros. La hipotesis (3) expresa una dependencia
positiva de la tasa de ahorro del nivel del capital por trabajador (cuando
n>0).

Al reemplazar (3) y (1) en (2) resulta que:
Ak = yAk™" - k. 4)

Por tanto, al dividir los lados izquierdo y derecho de (4) por el capital
por trabajador resulta la tasa de crecimiento del capital por traba-
jador:

Ak

k= o= yAK“T =6 (5)

Debe notarse, de acuerdo con (5), que si el parametro 7 (la elasticidad
de la tasa de ahorro al capital) es mayor o igual a un cierto valor tal que
la suma o + 7 es igual o mayor que 1 la ecuacion (5) implica que la tasa
de crecimiento del capital por trabajador (y, por ende, la del producto
por trabajador) no cae ante aumentos del capital. Por ejemplo, si o es
igual a 0,35 y 5 es igual a 0,65, la tasa de crecimiento del capital por
trabajador sera (segtn 5):

lAc:yA—é

Es decir, la tasa de crecimiento del capital por trabajador (y, entonces,
la de crecimiento econdmico o del producto por trabajador) sera una
constante (y podra ser positiva), independientemente del monto del
capital. Por ejemplo, si y es 0,08, 4 es 1 y d es 5% anual, entonces la
tasa de crecimiento del capital por trabajador y, entonces, la de creci-
miento econdomico sera 3% anual de manera permanente. Por tanto,
el caso en el cual la suma o + 7 es igual o mayor que 1 replica las
predicciones de los llamados modelos “ak de crecimiento endogeno?”.

Entre tales modelos cabe mencionar (por ser relativamente afines al presente modelo) a
Frankel (1962) y Romer (1986); véase, al respecto, el texto de Aghion y Howitt, 2009, pp.
47y ss. El lector podra observar que la ecuacion (5) implica que cuanto mayor es la elas-
ticidad de la tasa de ahorro al capital (cuanto mayor 7) mayor sera la elasticidad de la tasa
de crecimiento de la economia ante aumentos del capital. La implicacion empirica de esto
parece ir de la mano con (o ser equivalente a) dos de las implicaciones del modelo de Zuleta

161
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El grafico 2 muestra que una de las predicciones que pueden derivarse
de este caso, a saber, que existiria una relacion inversa de largo plazo
entre la tasa de consumo (consumo/ingreso) y la tasa de crecimiento
del piB real per capita, pareceria compatible con la evidencia empirica
internacional®.

Grafico 2. Relacién media consumo/ris frente a tasa de crecimiento del ris
real per capita (77 paises). 1960-2005
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(2008), a saber: ... (a) the elasticity of output with respect to reproducible factors depends
on the capital abundance of the economy and (b) the income share of reproducible factors
increases as the output grows. Another insight of the model is that in some economies the
production function converges to an AK in the long run, while in others long-run growth
is zero (Zuleta, 2008, p. 836). Por lo demas, un modelo de crecimiento con la siguiente
funcion de produccion: ¥ = AK* + BK;0<a <1,4,B >0 y tasa de ahorro exégena puede
generar simultdneamente una transicion al estado estable y crecimiento permanente (en
el estado estable); esta ultima propiedad implica una prediccion similar a la del presente
modelo, aunque este no genera transiciones al estado estable cuando ¢ +# = 1. Agradezco
esta aclaracion a Daniel Mejia.

3 La fuente del grafico 2 es World Development Indicators (Banco Mundial).
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Pero supongamos, ahora, que el parametro # sea tan pequeilo que la
suma a + 77 es menor que 1. En tal caso, de la ecuacion (5) se deduce
que:

A~

%:(a+r]—l)y/lk‘””’2<O<:>a+77<1. (6)

Es decir, la tasa de crecimiento del capital por trabajador tiende a redu-
cirse ante aumentos del nivel de este (y viceversa), asi que es legitimo
esperar que se estabilice el monto del capital por trabajador en un nivel
llamado de “estado estable” (£*), que podemos conocer haciendo 0 el
lado derecho de (5) (cuando, como ya se dijo, ¢ +75<1). Este es:

1

K = (?) )

Por tanto, este caso permite predecir convergencia en los niveles de
capital por trabajador e ingreso per capita de dos economias (condi-
cional a tener valores semejantes de los parametros de la ecuacion 7)
de manera similar a lo que predice el modelo de Solow. Para simplificar
alin mas, supongamos que 4 es igual a 1. En tal caso:

ey

El lector notara la diferencia del lado derecho de (7) con el nivel de
capital de estado estable del modelo de Solow. La diferencia desapa-
rece si = 0%,

4 Notese que el parametro 7 incide en la velocidad de aumento del capital por trabajador y,

si es menor que 1, en su nivel de estado estable.
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II. ;Qué implica lo anterior a la luz del modelo
Cass-Koopmans-Ramsey?

El modelo de crecimiento econdmico Cass-Koopmans-Ramsey (en lo
que sigue, cKRr) es el mas basico entre los “modelos microfundamen-
tados” del mainstream. Es, por asi decirlo, el patron de comparacion 'y
referencia para cualquier modelo de crecimiento. ; Qué puede entonces
decirse de todo lo anterior, y en particular, de la hipotesis (3), a la luz
de este patron?

Una forma de responder esta pregunta es la siguiente. Supdéngase una
version del modelo ckr que tenga las siguientes caracteristicas basicas:
a) poblacion laboral y total constante e igual a 1, b) una funcion de
produccion Cobb-Douglas (igual a la del modelo de la seccion 1), ¢)
constancia del parametro 4 de la funcion de produccion, e igual a 1 y d)
una funcion de utilidad del consumidor representativo del tipo “elasti-
cidad de sustitucion intertemporal constante”. Tal version implica que
el nivel de capital por trabajador de estado estacionario es®:

£ = (ﬁ) (8)

Siendo p la tasa subjetiva de descuento de la corriente de utilidades
periddicas (el factor de impaciencia).

Ademas, la tasa de ahorro de estado estacionario (s*) de esta version
del modelo ckRr es:
a

55— )

L1y

o
A la luz de las ecuaciones (8) y (9) puede decirse lo siguiente del
modelo de la seccion I: tal modelo implica (implicitamente) que cuanto
menor sea la tasa subjetiva de descuento (p) mayores son la tasa de

5 Aghion y Howitt, 2009, pp. 31 y ss.

¢ EnMejiay Posada (2011) se encuentra una exposicion detallada de esta version del modelo
ckr y una deduccion de las ecuaciones (8) y (9).
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ahorro y el nivel de capital por trabajador de estado estacionario, asi
que la hipotesis (3) deberia interpretarse, a la luz del modelo ckR,
como una asociacion positiva no lineal entre dos variables enddgenas
que tienen un elemento determinante comun: la tasa de descuento de
la utilidad o grado de impaciencia de los consumidores. A su vez, la
causa podria ser, por ejemplo, los aumentos del factor 4 o producti-
vidad multifactorial que, supuestamente, generan decrecientes grados
de impaciencia de las familias como, por ejemplo, pero de particular
importancia, aquellos cambios técnicos que directa o indirectamente
han contribuido a elevar la esperanza de vida de la poblacion’.

Lo anterior habria que formalizarlo mediante la elaboracién de una
version del modelo ckr con una tasa de descuento endégena a fin de
examinar todas sus implicaciones®. Obstfeld y Rogoff (1996, pp. 723
y ss.) presentan un modelo de equilibrio parcial en el cual la tasa de
descuento es endogena. En dicho modelo la tasa de descuento puede
depender positivamente de la riqueza, el caso contrario al del modelo
de la seccion I, o negativamente, el caso compatible con este.

III. Resumen y conclusion

De acuerdo con Weil (2009), uno de los hechos estilizados del creci-
miento econdémico es una asociacion positiva entre las tasas de ahorro
y los niveles de ingreso per cépita, si se examinan los datos de muchas
economias del mundo. En este documento se propone una interpreta-
cion de tal hecho mediante un modelo tipo Solow, pero ampliado con
una hipotesis relativa a una influencia positiva del capital por trabajador
sobre la tasa de ahorro.

El modelo asi modificado, un modelo “cuasi-Solow” (o “solowniano”),
es compatible tanto con el caso del “crecimiento endégeno’ como con
el caso generado por el modelo estandar de Solow, el del crecimiento

7 En un trabajo pionero, Blanchard (1985) derivo la tasa de descuento de la corriente de
utilidades del hogar de la esperanza de vida de su agente representativo. Sobre esto véanse
también Barro y Sala-i-Martin (1995, pp. 110 y ss.).

8 Una de estas podria ser la existencia de equilibrios mltiples.
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exogeno, dependiendo uno u otro caso del valor especifico que tome
un parametro de la funcion de ahorro.

El modelo “cuasi-Solow” acéd presentado seria compatible con el
modelo ckRr si este se modificase para incluir una tasa de descuento de
lautilidad que fuese decayendo pari passu con los aumentos del capital
por trabajador a causa de algliin factor exdgeno, como el aumento
persistente de la productividad multifactorial.

La conclusion principal es la siguiente: un modelo de crecimiento
econdémico que es, en lo esencial, “solowniano”, como el expuesto en
la seccion I, puede ser util para interpretar procesos muy prolongados
de crecimiento econdmico.
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Anexos

Anexo 1. La regla de oro en los modelos de
Solow y “cuasi-Solow”

En el modelo de Solow (ecuaciones 1 y 2 con tasa de ahorro, s,
exogena) el nivel de capital por trabajador correspondiente al estado
estable (para 4 = 1) es:

1

K = (%)1 . (A1)

Pero aquel estado estable en el cual es maximo el consumo per céapita
(o por trabajador) se caracteriza por el siguiente nivel de capital por
trabajador (para 4 = 1):

1

. a \l-e
kAA oro — —_ . .
( 6) (A2)

Esto significa que si se cumpliese la “regla de oro” (la que hace maximo
el consumo per cépita) la tasa de ahorro seria igual a la elasticidad del
producto al capital, o’.

En el modelo “cuasi-Solow” (suponiendo que # es menor que 1) el
nivel de capital por trabajador que corresponde a un estado estable en
el cual fuese maximo el consumo per cépita, el de la regla de oro, es
igual al del modelo de Solow. Pero en el modelo “cuasi-Solow”, el
cumplimiento de la regla de oro implicaria (de nuevo, parad =1,y 7 <1)
que (véanse ecuaciones 7ay A.1):

1 1

(56

Sobre los temas de regla de oro e ineficiencia dinamica, véase Sala-i-Martin (2000, pp. 26
y ss., ¥ 29y ss.).

9
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Por tanto:

1-a—n

o I-a
" =0l — . A3
r=o(%) (A3)

La implicacién de esto se hace clara con un ejemplo. Supongamos los
siguientes valores para estos parametros: a = 0,35; 0 =0,05;7=0,2. En
tal caso, la ecuacion (A.3) implica que el componente “autonomo” de
la tasa de ahorro, y (véase ecuacion 3), que permite el cumplimiento
de la regla de oro es de 19,2%. Si se pudiera suponer que para una
sociedad es relativamente facil alcanzar tal nivel para el componente
autonomo de su tasa de ahorro, entonces se podria decir que para tal
sociedad también es relativamente facil alcanzar niveles de capital por
trabajador que superen el determinado por la ecuacion (A.2), es decir,
entrar con relativa facilidad en la region denominada “de ineficiencia
dinamica”. En cambio, si describimos el crecimiento econémico de la
misma sociedad con el modelo de Solow, podria decirse que pareceria
mas dificil para tal sociedad cumplir con la regla de oro (que su tasa
de ahorro sea igual a @) y, entonces, poco probable que se adentrase
en la region de ineficiencia dinamica.

Anexo 2. Un ejemplo de la relacion entre tasas de descuento y
ahorro, y montos de capital en el modelo ckr

Si suponemos valores convencionales para los parametros de las ecua-
ciones (8) y (9) del texto principal, por ejemplo, a = 0,35y 6 = 0,05,
y suponemos un cierto rango de variacion para la tasa de descuento,
por ejemplo, p =[0,09 —0,02], entonces podemos generar las series de
capital y tasa de ahorro que resultarian de una reduccién paulatina
de la tasa de descuento. El grafico Al presenta el resultado de este
gjercicio.
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Grafico Al. Capital (K) y tasa de ahorro (s) en el modelo ckr ante diferentes
tasas de descuento
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Si suponemos, a partir de este ejercicio, que la relacion entre la tasa
de ahorro y el monto del capital es la representada por la ecuacion
(3) del texto principal (la hipotesis de la tasa de ahorro del modelo
“cuasi-Solow”), entonces es facil deducir que y = 0,05 y # = 0,65.
Por tanto, la suma de los parametros o y # es, en este ejemplo, igual
a 1, asi que el modelo “cuasi-Solow” prediria, en este caso, un creci-
miento econdomico permanente, y el modelo ckr prediria que habria
crecimiento econdmico (sin cambio técnico) siempre que la tasa de
descuento se mantenga cayendo.



