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SUMMARY

Stem taper functions predict diameter variation along the tree stem, enabling to estimate merchantable volume according to market 
requirements. In this study, a stem taper function for Pinus sylvestris in Turkey was developed using the mixed-effects modelling 
approach, which allows some parameters to include a fixed part (common to the whole population) and a random effect (individual-
specific response). We analyzed different strategies to choose the best combination of fixed parameters to expand with random effects 
(mixed-effects parameters): (1) expanding fixed parameters that presented the highest variability and (2) all possible combinations of 
one and two mixed-effects parameters; the best performance was observed in the latter. Given that inclusion of random effects was not 
enough to account for the existing correlation between the residuals of the same individual, the variance-covariance matrix of the error 
term was modelled by a first-order autoregressive structure. In addition, we evaluated the response obtained by calibration (estimation 
of random effects for a new individual), i.e. using a diameter measured at different heights along the stem. The selected mixed-effects 
model presented the best results both in the fitting and calibration steps. Generally, the mixed-effects model is recommended if an 
additional stem diameter measurement at 40-90 % of the total tree height is available. Otherwise, and from a predictive point of view, 
the model fitted by non-linear ordinary least squares is recommended, which only considers fixed parameters.

Key words: Max and Burkhart, autocorrelation, calibration.

RESUMEN

Las funciones de perfil predicen la variación del diámetro a lo largo del tronco del árbol, y se emplean, principalmente, para desarrollar 
tarifas de cubicación con clasificación de productos. En este trabajo se desarrolló una función de perfil para Pinus sylvestris en 
Turquía empleando la metodología de modelos mixtos, donde algunos parámetros del modelo incluyen una parte fija (común a toda 
la población) y un efecto aleatorio (específico para cada individuo). Se analizaron diferentes estrategias para seleccionar la mejor 
combinación de parámetros fijos a expandir con efectos aleatorios (parámetros de efectos mixtos): (1) aquellos parámetros fijos que 
presentaron mayor variabilidad y (2) todas las posibles combinaciones de uno y dos parámetros de efectos mixtos, resultando esta 
última más adecuada. Dado que la inclusión de efectos aleatorios no fue suficiente para considerar la autocorrelación de residuos, se 
modelizó la matriz de varianza-covarianza del término de error mediante una estructura autorregresiva de primer orden. También se 
evaluó la respuesta calibrada (estimación de los efectos aleatorios para un nuevo individuo) utilizando un diámetro medido a distintas 
alturas a lo largo del tronco. El modelo mixto seleccionado presentó los mejores resultados en las fases de ajuste y de calibración. En 
general, se recomienda emplear el modelo mixto si se dispone de una medición adicional del diámetro del tronco a una altura de entre 
40-90 % de la altura total del árbol. En caso contrario, desde un punto de vista predictivo resulta más conveniente emplear el modelo 
ajustado por mínimos cuadrados ordinarios.

Palabras clave: Max y Burkhart, autocorrelación, calibración.
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INTRODUCCIÓN

La planificación de la gestión forestal en Turquía tiene 
sus orígenes en la década de 1960. Los planes de gestión, 
que normalmente se aplican a una o dos cuencas hidrográ-
ficas, tienen una duración de diez años. El enfoque clásico 
de estos planes se concentraba en la silvicultura y la utili-
zación de los recursos madereros, por lo tanto, los planes 
intentaban conseguir la máxima producción de madera y 
relegaban a un lugar secundario otros usos del bosque. Sin 
embargo, influenciados por el Programa Forestal Nacio-
nal, las convenciones internacionales sobre la gestión sos-
tenible de los bosques, la protección de la biodiversidad y 
la lucha contra la desertificación, el enfoque de la gestión 
forestal ha cambiado hacia una visión multifuncional del 
bosque. Desde 2008 la Dirección General de Bosques ha 
adoptado los principios de uso múltiple y de gestión fo-
restal sostenible en Turquía. La nueva filosofía de gestión 
tiene cuatro pilares importantes; integración de la conser-
vación de la biodiversidad en el proceso de gestión fores-
tal, la caracterización y el mantenimiento de la multifun-
cionalidad de los bosques, la participación efectiva de los 
interesados y el uso de tecnologías de la información y de 
nuevas técnicas de gestión.

El pino silvestre (Pinus sylvestris L.) es una de las prin-
cipales especies forestales en Turquía. En este país está 
presente principalmente en el norte y noreste y cuenta con 
una superficie aproximada de 1,5 millones de hectáreas 
y una estimación de volumen alrededor de 120 Mm3 de 
madera (General Directorate of Forestry-Turkey 2012). 
Crece en zonas con precipitación anual diversa (desde 
una precipitación total anual de 360 mm hasta superior 
a 2.500 mm). Esta especie se encuentra en un rango de 
altitud de 1.000-2.500 m sobre el nivel del mar, con las 
excepciones de Sürmene y Sarıkamış, donde se encuentra 
en altitudes de 10‑15 m y de 2.700 m, respectivamente. 
La madera de este pino tiene buena resistencia a agentes 
patógenos y atmosféricos y es una importante fuente de 
materia prima para la industria forestal en Turquía (aserra-
do y trituración) y para su uso como leña (Bozkurt y Göker 
1996). Además, los bosques de pino silvestre desempeñan 
un papel clave en el suministro de importantes beneficios 
sociales y servicios ambientales como la protección de los 
recursos suelo y agua y la conservación de la diversidad 
biológica en el norte del país.

Debido al interés maderero del pino silvestre se hace 
necesaria la estimación del volumen. En Turquía, por lo 
general, se utilizan tarifas de cubicación locales para es-
timar el volumen de árbol individual. Estas tarifas rela-
cionan el volumen total con el diámetro y se desarrollan 
para cada especie a partir de una muestra representativa 
de datos obtenida de la corta de árboles. Sin embargo, en 
muchos casos resulta necesario conocer, además del volu-
men total de madera, qué parte de dicho volumen puede 
dirigirse a los diferentes destinos industriales (desenrollo, 
aserrado, trituración, etc.). Las tarifas de cubicación con 

clasificación de productos clasifican el volumen de ma-
dera por destinos y permiten realizar una valoración eco-
nómica de la producción de una masa más exacta que la 
proporcionada por las tarifas clásicas, que solamente de-
terminan el valor total del volumen (Diéguez‑Aranda et 
al. 2009). Las funciones de perfil o ahusamiento son la 
alternativa más habitual para desarrollar tarifas de cubica-
ción con clasificación de productos. Se basan en el ajuste 
de una ecuación que define la variación del diámetro a lo 
largo del tronco del árbol y, por tanto, caracteriza su forma 
(Kozak 2004). La integración de la función de perfil desde 
el suelo hasta cualquier altura proporciona una estimación 
del volumen maderable hasta dicha altura. Las funciones 
de perfil no tienen un amplio uso en Turquía y diferentes 
ecuaciones estándar de volumen desarrolladas hace más 
de cinco décadas (e.g. Alemdağ  1967) siguen siendo la 
herramienta más común que se utiliza para estimar el vo-
lumen de las especies arbóreas. Aunque recientemente se 
han desarrollado varias funciones de perfil para Turquía 
(e.g. Sakıcı et al. 2008, Özçelik y Brooks 2012), no se ha 
incluido el pino silvestre. Por lo tanto, se hace necesario 
el desarrollo de una función de perfil para pino silvestre 
en Turquía.

Como funciones de perfil se pueden emplear modelos 
simples, segmentados (e.g. Max y Burkhart 1976) o de 
exponente variable (e.g. Kozak 2004). Los modelos seg-
mentados fueron introducidos por Max y Burkhart (1976) 
para obtener una mejor descripción del perfil del tronco 
que la proporcionada por modelos simples, especialmen-
te en la región basal, que es en la que se acumula más 
volumen, y han mostrado buenos resultados en estudios 
previos (Diéguez-Aranda et al. 2006, Trincado y Burkhart 
2006, Sabatia y Burkhart 2015). Por lo general, se asume 
que un tronco de un árbol puede dividirse en tres zonas 
geométricas: la zona basal, que se asemeja a un tronco de 
neiloide, la sección central, que se asemeja a un tronco 
de paraboloide, y la sección superior, que se asemeja a un 
cono. Los modelos segmentados describen cada una de 
estas zonas ajustando una ecuación diferente, para poste-
riormente unirlas matemáticamente y obtener una función 
general segmentada.

Los datos requeridos para el ajuste de funciones de per-
fil son en su mayor parte jerárquicos, con múltiples medidas 
de diámetro a lo largo del tronco para cada árbol (Leites y 
Robinson 2004). Por lo tanto, las observaciones dentro de 
cada individuo están correlacionadas y dicha correlación 
dependerá de la distancia entre las mediciones (Tasissa y 
Burkhart 1998). En estos casos, cuando se ajusta un mo-
delo, también existe correlación entre los residuos de un 
mismo individuo (autocorrelación), violando la hipótesis 
de independencia de residuos requerida en la regresión por 
mínimos cuadrados ordinarios. Una consecuencia de esta 
autocorrelación es que las varianzas de las estimaciones de 
los parámetros son sesgadas e inconsistentes, invalidando 
los contrastes de significación, aunque tales estimaciones 
de los parámetros no se vean afectadas (West et al. 1984). 
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Aunque existen varias técnicas para analizar conjuntos de 
datos con una estructura jerárquica, una de las más utili-
zadas actualmente es la de modelos mixtos. Numerosos 
estudios han utilizado modelos mixtos para desarrollar 
funciones de perfil (e.g. Tasissa y Burkhart 1998, Trincado 
y Burkhart 2006, Gómez-García et al. 2013, Arias-Rodil 
et al. 2015).

Un modelo mixto puede proporcionar una respues-
ta media, si se consideran solamente los parámetros de 
efectos fijos (para simplificar, de aquí en adelante se de-
nominarán parámetros fijos), que son comunes a toda la 
población, mientras que permite obtener una respuesta 
específica por individuo si se añaden efectos aleatorios 
a los parámetros fijos, que en conjunto forman los deno-
minados parámetros de efectos mixtos (de aquí en ade-
lante parámetros mixtos). Los modelos mixtos explican 
directamente la variación en la forma del tronco dentro de 
un árbol y entre diferentes árboles (Davidian y Giltinan 
1995). En la fase de aplicación, si se dispone de medi-
ciones complementarias de la variable respuesta (en este 
caso el diámetro del tronco a una determinada altura) se 
pueden estimar los efectos aleatorios. Este proceso se de-
nomina calibración y la respuesta que genera, respuesta 
calibrada. El empleo de modelos mixtos y la predicción 
de los efectos aleatorios a partir de mediciones de diá-
metro a diferentes alturas han sido utilizados con éxito 
por varios autores (e.g. Trincado y Burkhart 2006, Yang 
et al. 2009, Gómez-García et al. 2013). Definir qué pará-
metros deben ser mixtos es clave en el desarrollo de estos 
modelos. La mayoría de estudios basan su decisión en los 
estadísticos de bondad de ajuste. Sin embargo, Gómez-
García et al. (2013) desarrollaron una función de perfil 
para Betula pubescens Ehrh. en España, y observaron que 
el mejor modelo mixto en la fase de ajuste no era el que 
mejor se comportaba en la fase de calibración. Estos au-
tores concluyeron evaluar otras especies y otros modelos 
diferentes al de exponente variable de Kozak (2004) que 
ellos analizaron.

Los objetivos de este estudio son: (1) desarrollar una 
función de perfil empleando la metodología de modelos 
mixtos para Pinus  sylvestris en Turquía, analizando qué 
parámetro o parámetros deberían ser mixtos, y (2) evaluar 
la respuesta calibrada a partir de mediciones del diámetro a 
diferentes alturas. Las hipótesis del trabajo son: (1) existe 
una correlación entre los residuos de un mismo individuo 
(autocorrelación), por lo que es necesario emplear la meto-
dología de modelos mixtos, y (2) la calibración del modelo 
mixto mediante mediciones complementarias de la varia-
ble respuesta mejora la respuesta media del modelo mixto 
(empleando solamente los parámetros de efectos fijos).

MÉTODOS

Datos. Los datos empleados en este estudio proceden del 
muestreo destructivo de 100 árboles talados en bosques 
naturales de P. sylvestris en Turquía. Se cortaron árboles 

de diferentes clases sociológicas, que no presentaban mal-
formaciones en el tronco y la copa, y sin desarrollo anóma-
lo o desequilibrios motivados por su proximidad a claros 
o bordes de masa o pista. Antes de cortarlos se realizaron 
en cada uno de ellos dos mediciones perpendiculares del 
diámetro normal (d, diámetro a 1,3 m sobre el suelo desde 
la parte ladera arriba del árbol) con una precisión de 0,25 
cm. Una vez derribados los árboles, se midió con cinta mé-
trica la longitud total del tronco (h) con aproximación al 
decímetro. Posteriormente, el tronco se dividió en trozas 
de 1  m y, en los extremos se realizaron dos mediciones 
perpendiculares del diámetro con corteza (di) mediante 
una forcípula de precisión milimétrica.

Para examinar si existían anomalías en los datos se 
representó y analizó visualmente el gráfico de diámetros 
relativos frente a alturas relativas (figura 1), que son res-
pectivamente el cociente entre el diámetro di a la altura hi 
y el diámetro normal d, y el cociente entre hi y la altura 
total del árbol h. No se observaron datos atípicos, por lo 
que se emplearon los datos originales en el desarrollo de la 
función de perfil (cuadro 1). 

Ajuste de modelos y criterios de selección. En un análisis 
previo se ajustaron mediante regresión no lineal diferentes 
funciones de perfil que habían resultado exitosas en estu-
dios previos. El mejor fue el modelo segmentado de Max 
y Burkhart (1976) (ecuación 1), que ha demostrado bue-
nos resultados en numerosos estudios y una gran flexibi-
lidad de adaptación a diferentes especies y tipos de masas  
(e.g. Trincado y Burkhart 2006, Cao 2009, Sabatia y 
Burkhart 2015). 

 

Figura 1.	Diámetro relativo (di/d) frente a altura relativa (hi/h) de 
los árboles empleados en el ajuste.
	 Relative diameter (di/d) against relative height (hi/h) of trees 
used in the fitting step.
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Cuadro 1.	Estadísticos descriptivos de los datos empleados en el ajuste de la función de perfil para P. sylvestris en Turquía.
	 Summary statistics of the data set used for fitting the stem taper function for P. sylvestris in Turkey.

Variable Media Mínimo Máximo Desviación estándar

N° secciones por árbol 17 10 25 3,6

d (cm) 30,1 15,0 44,0 7,4

h (cm) 17,8 9,8 25,0 3,6

Nota: d = diámetro normal con corteza (a 1,3 m sobre el nivel del suelo), h = altura total del árbol.

[1]

donde I1 = 1 si q ≤ a1, 0 en caso contrario 
I2 = 1 si q ≤ a2, 0 en caso contrario q = hi/h

Nota: di = diámetro con corteza (cm) a la altura hi (m); d 
= diámetro normal con corteza (1,3 m sobre el suelo, cm); 
h = altura total del árbol (m); b1, b2, b3, b4, a1 y a2 = pará-
metros a estimar; ε = término de error.

Empleando modelos mixtos sobre funciones no linea-
les, la función de perfil puede expresarse, de forma gene-
ral, como:

[2]

donde:
dt = vector (nt x 1) de diámetros con corteza observados 
para un árbol t.
f (.) = función no lineal.
xt = matriz (nt x s1) conocida de variables.
φt = vector de parámetros (s1 x 1), que puede estar com-
puesto sólo por los parámetros fijos o por los paráme-
tros fijos más los efectos aleatorios.
εt = vector (nt x 1) del término de error.
Rt = matriz (nt x nt) definida positiva de varianzas-co-
varianzas del término de error.
El vector de parámetros φt puede expresarse como 
(Lindstrom y Bates 1990):

[3]

donde:
β = vector (s1 x 1) de parámetros fijos comunes para 
todos los árboles.
ut = vector (s2 x 1) de efectos aleatorios asociados a 
un árbol t, que se asume que siguen una distribución 
normal multivariante de media 0 y matriz de varianzas-
covarianzas D.
At = matriz de diseño para los parámetros fijos.
Bt = matriz de diseño para los efectos aleatorios.

Las matrices At y Bt contienen usualmente, pero no ne-
cesariamente, sólo ceros y unos como elementos (Fang y 
Bailey 2001). Una situación común es que solo algunos de 
los parámetros del modelo sean mixtos (parámetros fijos 
que tienen asociados efectos aleatorios). At es una matriz 
identidad de tamaño (s1 x s1) y Bt es una matriz de tamaño 
(s2 x s2) que contiene solo un subconjunto de las columnas 
de At (Lindstrom y Bates 1990), correspondiendo a aque-
llos parámetros fijos donde se añadieron efectos aleatorios. 
Así, la ecuación 2 puede expresarse del siguiente modo:

[4]

Por lo tanto, se debe decidir como será la matriz Bt, es 
decir, qué parámetros serán mixtos, i.e. qué parámetros fijos 
tendrán asociados efectos aleatorios. Para tomar esta deci-
sión, en este estudio se ajustaron modelos que consideraban 
diferentes combinaciones de parámetros mixtos. Se anali-
zaron todas las posibles combinaciones con uno y dos pará-
metros mixtos y para determinar cuál era la mejor en la fase 
de ajuste se calculó el AIC y el BIC (criterio de información 
de Akaike y criterio de información Bayesiano de Schwarz, 
respectivamente). También se probó una alternativa a este 
procedimiento, propuesta por Fang y Bailey (2001), que 
consiste en realizar un ajuste independiente para cada in-
dividuo, mediante regresión no lineal, del modelo de pará-
metros fijos, es decir, sin considerar efectos aleatorios y ex-
pandir con estos los parámetros que presenten mayor varia-
bilidad. Esta aproximación requiere disponer de suficientes 
observaciones de cada individuo para que los parámetros 
estimados sean significativos en cada ajuste individual; en 
caso contrario, puede trabajarse con grupos de individuos. 
El coeficiente de variación se empleó para cuantificar la va-
riabilidad de cada parámetro en los diferentes ajustes.

Algunos estudios con funciones de perfil han indicado 
que la autocorrelación puede reducirse prácticamente en su 
totalidad con la inclusión de efectos aleatorios (e.g. Yang et 
al. 2009). Sin embargo, en otros trabajos (e.g. Trincado y 
Burkhart 2006, Gómez-García et al. 2013), el uso de dichos 
efectos solo permitió reducir parcialmente la autocorrela-
ción. Incluso en el trabajo de Arias-Rodil et al. (2015) se 
observó que ciertas combinaciones de parámetros mixtos 
no mostraban autocorrelación, mientras que otras sí. En este 

        ε+Iqab+Iqab+qb+qb=
d
d

4321
i

2
2

21
2

1
2

2

11 





  

d𝑡𝑡  =  𝑓𝑓(x𝑡𝑡, φ𝑡𝑡)  +  ε𝑡𝑡,     ε𝑡𝑡 ~ N(0, R𝑡𝑡) 

 

φ𝑡𝑡 =  A𝑡𝑡 β + B𝑡𝑡u𝑡𝑡,   u𝑡𝑡 ~ N(0, D) 

d𝑡𝑡  =  𝑓𝑓(x𝑡𝑡, φ𝑡𝑡)  +  ε𝑡𝑡  = 𝑓𝑓(x𝑡𝑡, β, u𝑡𝑡)  +  ε𝑡𝑡,   ε𝑡𝑡  ~ N(0, R𝑡𝑡) 
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estudio, cuando fue necesario debido a la presencia de auto-
correlación, se modificó la matriz de varianzas-covarianzas 
del término de error empleando una estructura autorregresi-
va AR(1), aplicable cuando las observaciones de diámetro a 
lo largo del tronco son equidistantes. En este caso, la matriz 
Rt se modeliza como σ2 ( )ρσ iΓ×

2 , donde σ2
 es la varianza del 

error y ( )ρiΓ  es una matriz (nt x nt) que describe el patrón 
de correlación entre las mediciones del individuo t. Para el 
elemento ij–ésimo la estructura de covarianza es ji−ρ . 

En el ajuste del modelo mixto se empleó la función 
nlme del paquete nlme (Pinheiro et al. 2013) del programa 
de análisis estadístico R (R Core Team 2015), que estima 
los parámetros fijos, la matriz de covarianzas de los efectos 
aleatorios y la varianza del error. El ajuste se realiza lineali-
zando el modelo no lineal mediante una expansión en series 
de Taylor de primer orden. Esta expansión se puede realizar 
en torno a cero o en torno al mejor predictor empírico li-
neal no sesgado (EBLUP) (Lindstrom y Bates 1990). Yang 
y Huang (2013) los designaron como métodos FO (first-or-
der) y FOCE (first‑order conditional expectation), respec-
tivamente, y observaron que el empleo del primero puede 
proporcionar predicciones biológicamente no razonables en 
el proceso de calibración, por lo que en este estudio se em-
pleó el método FOCE o de expansión en torno a EBLUP. 

El ajuste del modelo se puede realizar tanto por el pro-
cedimiento de máxima verosimilitud (ML) como el de 
máxima verosimilitud restringida (REML). El primero pro-
porciona valores de máxima verosimilitud resultantes com-
parables entre modelos (en contra de lo que pasa con el pro-
cedimiento REML), por lo que los estadísticos de compa-
ración AIC y BIC se basan en dichos valores. Sin embargo, 
las estimaciones con ML de los componentes de la varianza 
no tienen en cuenta los grados de libertad que se pierden en 
la estimación de los parámetros de efectos fijos y por tanto 
son sesgados a la baja. Por su parte, las estimaciones REML 
son insesgadas (Laird y Ware 1982), por lo que el ajuste 
final de los modelos se realizó con este procedimiento.

Calibración del modelo mixto. Una vez ajustada la función 
de perfil mediante un modelo mixto, es posible predecir 
una respuesta media de los diámetros a diferentes alturas 
del tronco para un nuevo individuo t. Esta respuesta media 
se obtiene al emplear el modelo mixto considerando el va-
lor de los efectos aleatorios igual a cero:

[5]

En cambio, si se dispone de una o más mediciones del 
diámetro a diferentes alturas del tronco, el modelo mixto 
se puede calibrar, es decir, se pueden estimar los efectos 
aleatorios para un nuevo individuo t. La estimación de 
efectos aleatorios se realiza mediante el cálculo de un esti-
mador Bayesiano aproximado (Vonesh y Chinchilli 1997):

donde Zt es la matriz de derivadas parciales con respecto a 
los efectos mixtos  

Una vez estimados los efectos aleatorios para cada 
nuevo individuo, se puede estimar el diámetro con corteza 
a diferentes alturas utilizando un modelo calibrado especí-
fico (Vonesh y Chinchilli 1997):

[7]

En este trabajo se evaluó cuál era la mejor altura a la 
que medir un diámetro adicional al diámetro normal para 
realizar la calibración. La selección de la mejor alternativa 
de calibración se basó en el error medio cuadrático (EMC):

[8]

donde
iY , iŶ = diámetro observado y estimado, respectiva-

mente, para la observación i-ésima (i = 1, 2, ..., n).
n = número total de observaciones.
p = número de parámetros del modelo.

Para calcular el EMC, los datos para la calibración se 
clasificaron según la altura relativa a la que pertenecían. 
Todas las combinaciones de parámetros fijos a expandir se 
compararon en el ajuste y la calibración. También se com-
paró la respuesta calibrada con la proporcionada por un 
modelo de efectos fijos basado en la ecuación 1, ajustado 
por mínimos cuadrados ordinarios (OLS, por sus siglas en 
inglés) con la función nls de R (R Core Team 2015).

RESULTADOS 

Ajustando todas las posibles combinaciones con uno y 
dos parámetros mixtos, se comprobó que algunos modelos 
mixtos no convergían o que presentaban algún parámetro 
fijo o algún componente de la varianza de los efectos alea-
torios no significativo. La combinación que mejores es-
tadísticos de ajuste proporcionó fue considerando mixtos 
los parámetros b2 y b4 (cuadro 2). Por otra parte, todos los 
modelos de efectos mixtos proporcionaron una mejor res-
puesta que el modelo de efectos fijos.

En el estudio del procedimiento alternativo, que con-
siste en evaluar la variabilidad de los parámetros a partir 
de ajustes locales por árboles o grupos de árboles, no se 
obtuvo convergencia al realizar un ajuste por regresión no 
lineal para cada árbol. Por lo tanto, se realizaron ajustes 
independientes para grupos de 10 árboles seleccionados 
aleatoriamente. Los parámetros a1, b3 y b4 presentaron ma-
yor variabilidad (cuadro 3), con valores del coeficiente de 
variación del 28, 41 y 28 %, respectivamente. Estos resul-
tados no coinciden con los anteriores, donde a1 y b3 no apa-

[6]
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d̂𝑡𝑡  = 𝑓𝑓(x𝑡𝑡, β,̂ 0) 

û𝑡𝑡 ≅  D̂Z𝑡𝑡
T(Z𝑡𝑡D̂Z𝑡𝑡

T +  R̂𝑡𝑡)−1 𝑒̂𝑒𝑘𝑘 =  D̂Z𝑡𝑡
T(Z𝑡𝑡D̂Z𝑡𝑡

T +  R̂𝑡𝑡)−1 (d𝑡𝑡 − 𝑓𝑓(x𝑡𝑡, β̂, û𝑡𝑡)  +  Z𝑡𝑡û𝑡𝑡) 

d̂𝑡𝑡 =  𝑓𝑓 (x𝑡𝑡, β,̂ û𝑡𝑡) 
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Cuadro 2.	AIC y BIC del modelo de efectos fijos (OLS) y de 
los modelos mixtos con todos los parámetros fijos y la varianza-
covarianza de los efectos aleatorios significativamente distintos 
de cero a un nivel de significación del 5 % (ordenados de menor 
a mayor valor del AIC), ajustados para P. sylvestris en Turquía.
	 AIC and BIC of fixed-effects model (OLS) and of mixed-
effects models with all fixed parameters and random-effects variance-
covariance significant (at a level of 5%) (sorted by decreasing order of 
AIC), fitted for P. sylvestris in Turkey.

Parámetros mixtos AIC BIC

b2, b4 3.242 3.302

b1, b2 3.243 3.303

a2, b2 3.245 3.305

b1, b4 3.246 3.305

b2 3.264 3.313

a1, b2 3.266 3.326

b2, b3 3.267 3.326

a1, b1 3.293 3.353

b1 3.294 3.343

b1, b3 3.297 3.356

b3 3.306 3.355

b4 3.306 3.355

a2 3.306 3.355

a1 3.306 3.355

b3, b4 3.309 3.369

a2, b4 3.310 3.370

a1, b4 3.310 3.370

a1, a2 3.310 3.370

OLS 5.750 5.788

recen como las mejores opciones de parámetros mixtos, 
tanto considerados individualmente como combinados. 

En la fase de calibración, el EMC se redujo a medida 
que aumentaba la altura de calibración, alcanzando su va-
lor mínimo al 70 % de la altura total del árbol (figura 2).  
En esta figura no aparecen representados los modelos que 
consideran mixtos los parámetros a1, a2, b3 y b4 o las com-
binaciones (a1, a2), (a1, b4), (a2, b4) y (b3, b4) debido a que 
las respuestas calibradas no supusieron mejoras signifi-
cativas con respecto al modelo de efectos fijos, indepen-
dientemente de la altura de calibración considerada. Estos 
modelos mixtos coinciden además con los que presentaron 
peores resultados en la fase de ajuste. Las respuestas ca-
libradas de los modelos mixtos restantes proporcionaron 
mejores resultados que el modelo de efectos fijos (figura 2),  
especialmente para la altura de calibración mencionada 
(70 % de la altura total). 

Cuadro 3.	Coeficientes de variación de los parámetros obtenidos 
en el ajuste por regresión no lineal por grupos de 10 árboles para 
P. sylvestris en Turquía.
	 Coefficients of variation of parameters from non-linear re-
gression fitting by groups of 10 trees of P. sylvestris in Turkey.

Parámetro CV (%)

a1 28

a2 10

b1 17

b2 20

b3 41

b4 28

Nota: CV = coeficiente de variación.

La opción de considerar mixtos los parámetros b2 y 
b4 proporcionó los mejores resultados, tanto en la fase de 
ajuste como en la de calibración, por lo que se propone 
como modelo mixto (ecuación 9) para la función de perfil 
de P. sylvestris en Turquía. La respuesta media de este mo-
delo mixto presentó un EMC de 1,900 cm2, mayor que el 
EMC del modelo OLS (1,774 cm2). 

[9]

Nota: u1 y u2 = efectos aleatorios. El resto de variables ya 
han sido definidas anteriormente.

El gráfico de residuos frente a residuos de una observa-
ción previa dentro de cada árbol en el ajuste OLS (figura 3, 
izquierda) reveló la presencia de autocorrelación. El mo-
delo mixto seleccionado corrigió en parte este problema 
(figura 3, centro), pero para eliminarla completamente fue 
necesario emplear una estructura autorregresiva de primer 
orden AR(1) (figura 3, derecha). Los parámetros del mode-
lo de efectos fijos y del modelo mixto seleccionado (cua-
dro 4) resultaron todos significativos (P < 0,001).

DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

En este estudio se desarrolla una función de perfil para 
P. sylvestris en Turquía, empleando un modelo mixto en 
base al modelo segmentado de Max y Burkhart (1976). 
El empleo de modelos mixtos mejora las estimaciones 
del modelo de efectos fijos ajustado por OLS. Para selec-
cionar el modelo mixto final no ha resultado útil estudiar 
qué parámetros fijos tenían mayor variabilidad al ajustar 
el modelo por grupos de árboles empleando OLS, ya que 
los modelos resultantes al aplicar dicho procedimiento 
fueron claramente inferiores que los mejores obtenidos 
al ajustar todas las posibles combinaciones con uno y dos 
parámetros mixtos. Basándose en los resultados obtenidos 
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Figura 2.	Evolución del EMC con respecto a la altura de calibración para las diferentes combinaciones con uno y dos parámetros 
mixtos del modelo de Max y Burkhart (1976) para P. sylvestris en Turquía. La respuesta del modelo ajustado por mínimos cuadrados 
se representa con trazo horizontal y discontinuo, la alternativa seleccionada (b2, b4) para el modelo de efectos mixtos aparece como un 
trazo continuo y el resto de alternativas con trazo de puntos.
	 EMC evolution against calibration height for different combinations of one and two mixed-effects parameters using the model of Max and 
Burkhart (1976) for P. sylvestris in Turkey. Response of the model fitted by ordinary least-squares is represented by a horizontal dashed line, and the 
selected combination for mixed-effects model (b2, b4) corresponds to the solid line, while the remaining combinations appear as dotted lines.

 

Figura 3.	Residuos de diámetro frente a residuos anteriores de la ecuación 1 ajustada por OLS (modelo de efectos fijos, izquierda) y 
del modelo mixto seleccionado (ecuación 9) sin modelizar el término de error (centro) y considerando una estructura autorregresiva 
de primer orden (AR(1), derecha).
	 Diameter residuals against lag-one residuals from Equation 1, fitted by OLS (fixed-effects model, left) and from equation 9, without mode-
lling the error term (middle), and considering a first-order autoregressive structure (AR(1), right).
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Cuadro 4.	Estimaciones de los parámetros del modelo de efectos 
fijos (OLS) y del modelo mixto (ecuación 9) ajustado por el 
procedimiento de máxima verosimilitud restringida (REML).
	 Parameter estimates of fixed-effects model (fitted by 
OLS) and the mixed-effects model (equation 9), fitted by the restricted 
maximum-likelihood procedure (REML).

Parámetros Parámetro OLS Modelo mixto

Parámetros fijos a1  0,2028 0,1754

a2  0,7206 0,7510

b1 -3,097 -3,215

b2  1,377 1,413

b3  6,084 7,228

b4 -1,450 -1,403

Componentes 
varianza var (u1) - 0,005115

var (u2) - 0,007480

cov (u1, u2) - 0,006167

σ2 - 0,7360

en este y otros trabajos (e.g. Gómez-García et al. 2013, 
Arias-Rodil et al. 2015), se recomienda el empleo de mo-
delos mixtos para el ajuste de funciones de perfil ya que 
permiten considerar la estructura jerárquica característica 
de los conjuntos de datos empleados para el desarrollo de 
las mismas.

Se evaluaron los modelos mixtos tanto mediante el 
análisis de sus ajustes (comparando los estadísticos AIC 
y BIC) como de sus calibraciones (comparando el esta-
dístico EMC). De un total de 21 modelos mixtos, tres fue-
ron descartados ya que poseían algún parámetro fijo o la 
varianza-covarianza de algún efecto aleatorio no significa-
tivos a un nivel de significación del 5 %. El modelo mixto 
finalmente propuesto es el que considera los parámetros b2 
y b4 como mixtos. Este modelo presenta los estadísticos 
más favorables tanto en la fase de ajuste como en la de 
calibración, al contrario que lo observado en el trabajo de 
Gómez-García et al. (2013) para la especie Betula pubes-
cens. Los resultados obtenidos por estos autores podrían 
deberse a que emplearon el método FOCE para ajustar el 
modelo y el método FO para la calibración (Yang y Huang 
2013). En el presente estudio, al igual que en otro previa-
mente realizado por Arias-Rodil et al. (2015), se emplea 
el método FOCE para ambas fases, observándose que el 
mismo modelo se comporta mejor en los dos casos.

Como era de esperar, se observó la presencia de auto-
correlación en el ajuste del modelo de efectos fijos OLS. 
En estudios previos, como los realizados por  Yang et al. 
(2009) o Arias-Rodil et al. (2015), el empleo de modelos 
mixtos explicó prácticamente en su totalidad la correlación 

entre los residuos dentro de un mismo árbol. Sin embargo, 
en este estudio, al igual que en los de Trincado y Burkhart 
(2006) o Gómez-García et al. (2013), el empleo de mo-
delos mixtos no es suficiente para eliminar totalmente la 
autocorrelación entre los residuos, por lo que es necesario 
modelizar directamente el término de error mediante una 
estructura autorregresiva de primer orden AR(1).

La respuesta media del modelo mixto (i.e. empleando 
solamente los parámetros fijos) genera peores resultados 
que el ajuste con el modelo OLS. Sin embargo, la respues-
ta calibrada usando un diámetro complementario mejora 
las estimaciones del modelo OLS, independientemente de 
la altura a la que se mida ese diámetro. Los mejores resul-
tados se obtienen utilizando diámetros medidos a alturas 
relativas entre 40 y 90 % de la altura total del árbol. Este 
resultado es acorde con los obtenidos en estudios previos, 
los cuales identifican la zona central del tronco como la 
mejor para medir diámetros complementarios para calibrar 
(e.g. Cao 2009, Arias-Rodil et al. 2015).

Aunque algunos autores han intentado mejorar las es-
timaciones de las funciones de perfil incluyendo variables 
relacionadas con las dimensiones de la copa, la edad del 
árbol u otras variables cuantificadas a los niveles indivi-
dual o de rodal (e.g. Tasissa y Burkhart 1998), la conclu-
sión general es que las mejoras en las estimaciones, en el 
caso de que las hubiese, eran pequeñas y que el esfuerzo 
de medir estas variables no era justificable. Sin embargo, 
la inclusión de efectos aleatorios mediante la aplicación de 
modelos mixtos es un procedimiento efectivo para captu-
rar la variación que podría ser explicada por esas variables. 
Por otra parte, en el caso de que no sea posible la medición 
de un diámetro adicional para la calibración del modelo 
mixto, se recomienda el empleo del modelo de efectos fi-
jos ajustado por OLS, ya que desde un punto de vista pre-
dictivo proporciona resultados más fiables que la respuesta 
media del modelo mixto.

Las funciones de perfil se pueden integrar para propor-
cionar estimaciones de volumen hasta cualquier diámetro 
en punta delgada. Si el objetivo principal es estimar el vo-
lumen total del árbol, es decir, si no es necesaria una clasi-
ficación previa de los posibles productos en función de un 
diámetro límite y una longitud de troza dados, es preferible 
el desarrollo de ecuaciones de volumen independientes o 
el uso de funciones de perfil que empleen d2 en lugar de d 
como variable dependiente.
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