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Prsicologia: Reflexio e Cr

Notagdes da Matematica Infantil:
Igualar e Repartir Grandezas na Origem das Estruturas M

Maria Lucia Faria Moro™?
Universidade Federal do Parand

Resumo

O estudo trata da aprendizagem das estruturas aditivas em sua passagem as multiplicativas conforme o 1
as proposi¢oes de Vergnaud sobre campos conceituais. Descreve a natureza e as transformagées de not
de igualizagio e de repartigao de grandezas, e verifica a significacio das notagoes produzidas no exame dz
entre aquelas estruturas. Os 12 participantes (6,4 a 9,5 anos de idade), alunos de duas escolas publicas de
regides metropolitanas diferentes, executaram, em triades, tarefas com momentos alternados de execu
interpretada do executado. A andlise qualitativa microgenética dos dados videografados resultou en
tendéncias de transformacio conceitual reveladas pelas notages. A discussio sublinha a natureza e as
descritas, e o lugar relevante, nas relagoes psicogenéticas entre as estruturas consideradas, de esquemas iner
e repartigao.

Palavras-chave: Notagoes matematicas; iniciagao aritmética; estruturas aditivas e multiplicativas.

Notations from Children’s Mathematical Thinking:
Equalizing and Dividing Quantities at the Roots of Multiplicative Structt

Abstract

The paper concerns the learning of additive structures on its way to the multiplicative ones according tc
and Vergnaud’s propositions about conceptual fields. It describes the nature and the changes of children
tasks of equalization and partition of quantities, and verifies the meaning of those notations in the stt
relationship between those structures. The 12 participants (6,4 to 9,5 years old), attending two State E
suburbs of two different metropolitan areas, performed in triads the tasks, which alternated moments o
notations production and their interpretation. The qualitative microgenetic analysis of videotaped data 1
and in tendencies of the conceptual transformations shown by the notations. The discussion undetlines the r
of the described notations, and the relevant role of equalization and repartition as inherent schemata to the p
between the focused structures.

Keywords: Mathematical notations; arithmetical initiation; additive and multiplicative structures.

Na literatura contemporinea de psicologia da educacio
matematica, ¢ marcante a presenca de resultados que apontam
para o expressivo lugar que os sistemas de nota¢ao matematica
ocupam na compreensido de conceitos e relacdes da
matematica na escola, como também para a complexa
elaboragio desses sistemas como objeto de conhecimento
em si proprios.

O estudo ora relatado foi realizado com os seguintes
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Uma das formula¢oes mais interessantes e produtivas a
esse respeito veio da teoria dos campos conceituais de Gérard
Vergnaud (Ex.: Vergnaud, 1981, 1990, 1994).

Essa perspectiva permite ver as operagdes de adicao e
de subtracio como parte do campo conceitual das estruturas
aditivas, e as de multiplicacio e divisdo como parte do campo
das estruturas multiplicativas. Configuram-se essas operagoes
como sistemas de esquemas de vatias ordens, aplicaveis a
diversas situagbes, € que se coordenam progressivamente
em uma construcao complexa, em niveis psicogenéticos
diferentes, ndo limitados aos da aritmética. Logo, tém um
processo de compreensio que vai além do periodo da
escolaridade fundamental.

Construir um conceito também quer dizer elaborar um
conjunto de representacoes simbolicas interrelacionadas.
Porém, Vergnaud (1981, 1989-1990, 1990) alerta para a
importante diferenca entre o conceito e sua representagio,
entre os significados conceituais e os sistemas de significantes
que os expressam. Nao fazer esta diferenca traria, em
matematica, aidéia erronea de que os simbolos e as operacoes
sobre eles sio a esséncia do conhecimento matematico.

Vergnaud (1994) vale-se das idéias de esquema
(organizagio invariante da conduta para determinada classe
de situagbes, na acepgio utilizada pela epistemologia genética)
e de situacio, para sustentar a possibilidade de comunicac¢io
na aprendizagem da matematica na escola. Neste contexto
(como em outros), ha dificuldades de comunicacio pela
auséncia de correspondéncia plena entre significantes e
significados ou pelas ambigtiidades da lingua, mas
principalmente por causa de os alunos disporem de esquemas
conceituais diversificados (invatiantes operatorios difetentes).
E estes os levam a interpretar de varias maneiras os simbolos
matematicos, as formas lingtifsticas empregadas no ensino,
as quais trazem, por si s6s, muitas armadilhas.

O conceito de esquema permite a Vergnaud (1996)
entender as relagdes e as defasagens entre saberes em atos
e saberes tedricos, quando esses saberes permitem a agio
em dominios onde a teoria é pobre ou inexistente,

explicitacio (via diferentes linguagens) 1
funcao de comunicar objetos e suas relagd
0s conceitos, trazendo novos esquemas. |
analisar o papel da linguagem, dos sisten
identificagdo e na delimitagdo de dominios |
a linguagem natural e sem o simbolist
impossivel...” (Vergnaud, 1996, p. 289).
Portanto, afora permitir tratar de mod
as quatro operagdes da aritmética classic
conceituais, e de dar espago para estudar
psicogenéticas, a teoria dos campos co
sobremaneira ao ensino escolar porqus
analisar a relacio dialética ali ocorrente e
pratica e verbalizagio tedrica (Vergnau
assim, elementos pertinentes para se trab
de conceitos segundo a perspectiva da impc
do processo da tomada de consciéncia d:
para haver seu processo de conceitualizag
para ser estudada sua explicitagio notac
transformadora desse processo de const
Essas sdo algumas das razdes para q
olhassemos as notagdes das criancas,
interpretadas, como dimensao transform
de construcio conceitual focalizado, m
aprendizagem em que momentos de exec
material), referentes aos aspectos conceitua
alternados, ndo s6 com os de interpr
executado, mas, sobtretudo, com os de pro
das realizagdes praticas e de interpretaga
Nesse género de situagao, as hipdteses pr
sao referéncia principal 2 ativacao, pelo a
fatores da construgao dos esquemas conce
O interesse de estudiosos pela natu
notacionais da matematica tem-se tradu
recentes, por varios de tipos de investiga
Estudos sobre a psicogénese do s
numérica arabica convencional retrat:
precoces, a complexa atividade das criang:
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significativa do sistema da escrita numérica (H. Sinclair, 1988,
1990; H. Sinclair & A. Sinclair, 1980). E assim que, no
processo de elaboragio de hipéteses sobre o significado
dos numerais escritos, ha o apoio fundamental em nog¢des
de transcodificagido oral e escrita na seqiiéncia dos numerais,
conforme hipéteses aditivas presentes na compreensio do
valor posicional dos algarismos (Sinclair & Scheuer, 1993;
Sinclair, Tieche-Christinat & Gatrin, 1994).

Para as autoras citadas, ao se construir na escola um
conceito da aritmética, a notagao cortespondente deve ser
trabalhada conforme a seguinte diretiva: as marcas
espontaneas das ctiancas devem ser compreendidas e seguidas
para, a partir delas, ser provocada a produgio de outras,
mais avancadas, sempre segundo os esquemas de
interpretacio das proptias criancas. O caminho a seguir deve
ser entdo o da figuracdo em desenho antes da escrita formal,
a menos que a crianga expresse esta por si mesma,
significativamente (H. Sinclair, 1988).

Essa posicio responde a questio do tdo freqiiente
confronto e divércio entre as elaboracbes matematicas
proprias das criangas e as formas convencionais escolares
de representagio dos conceitos matematicos (Ex.: Carraher,
Carraher & Schliemann, 1989).

Importante amostra de idéias sobre o ensino dos sistemas
de representacdo da matematica vem das intervencoes feitas
em simpésio do CIRADE (Centre Interdisciplinaire de
Recherche sur ’Apprentissage et le Développement en
Education, da Universidade do Québec) (Janvier, 1987).
Autores como Lesh, diSessa, Janvier, Kaput, Bélanger,
Mason, Goldin, Dufour-Janvier, Bednarz realcam o trabalho
escolar com os sistemas representacionais diversificados da
matematica, destacando-lhes os beneficios. Entretanto,
também apontam a necessidade de ser considerado o que
os sistemas de representaco significam para os alunos, dado
que a construcio por estes desses varios sistemas ¢ a meta
essencial.

Outros trabalhos sobre o aprendizado da numeracio
escrita mostram que criangas muito pequenas, de ambientes

numeérica, como a recursio, a
sistema, o valor posicional dos
1985; H. Sinclair & A. Sinclair,

Diferentes estudos oferece

dificuldades e resisténcias do pro
do sistema da numeracio oral ¢
concerne a idéia de valor posicios

a identificagdo de trés prin
de 1*a 4" séries em domin
compreensio do valor pos
do simbolo do zero, como
dos sinais de pontuagio (virg

a persisténcia de criangas
vendo o signo numérico pa
algo absoluto. Mesmo ap6s |
ndo recotrem a no¢oes de ag
de base de cada algarismo |
1984; Kamii & DeClark, 1
lexicais e sintiticos em tar
numeros, pot conta da gener:
construidas para casos tipic
1991).

a apreensio global do sign
numerais por criangas d
argentinas). Mas, para com
dos algarismos, tentam coo
em numerais multidigitos 1
combinagdes possiveis; o
aditivas; a posigdo ordenad
defini¢do do valor (Sinclair

o avan¢o de escolares na
numeragdo escrita quando
“nos” (as poténcias de base
dos numerais dos seus inte
falada intervém na compre
vice-versa, quando algumas
sobre essa escrita podem
Sadovsky, 1996). Na supera
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Ainda Teixeira (2001), considerando que as relagoes entre
representagoes internas e externas siao cruciais no estudo
da compreensio conceitual na matematica, mostra que alunos
de 3" e 4* séries do nosso ensino fundamental tém dificuldades
tipicas de aprendizagem da numeragio esctita. Elas seriam ligadas
a énfase inadequada do ensino na apreensdo conceitual da idéia
de agrupamentos aditivos ou multiplicativos do sistema de
numeracio, e na sua representacio padrio. Para a autora, essas
duas dimensoes devem ser trabalhadas a0 mesmo tempo na
escola porque a apreensao conceitual e a representacao semiotica
$40 processos inseparaveis.

Por seu lado, Orozco-Hormaza (2002), em alunos
colombianos das séries iniciais do ensino fundamental,
examina se, na relagio entre expressdes numéricas verbais e
a escrita de numerais no ensino, as regras que regem a Notagao
numérica arabica estdo mais ligadas a caracteristicas
morfossintaticas das expressGes numéricas verbais, a
caracterfsticas operatérias ou ao valor posicional do sistema
de numeracio. Seus resultados, mostrando etros coincidentes
e universais das criangas, levam-na a propor que os erros
sintaticos sdo erros de construcio tipicos de criancas que
ainda ndo dominam as regras do sistema de notagao numérica;
mas os erros léxicos vém de falhas da memoria de trabalho,
presentes quando as criangas ja construiram aquelas regras.

Em sintese, conforme a literatura, poucas dividas ha
sobre o importante lugar da compreensiao dos sistemas
notacionais na aprendizagem dos conceitos matematicos.
Também ha forte demonstragdo para a idéia de que esses
sistemas de notagdo matematica, um produto cultural, sao
objetos de conhecimento que as ctiangas constréem de forma
complexa, elaborando sobte eles hipdteses tipicas, as quais
fazem sentido pela natureza dos conceitos matematicos e
pelas caracteristicas culturais proprias daqueles sistemas de
representagao.

Segundo tais perspectivas, configurou-se nosso interesse
teético e pedagdgico em analisar a natureza e a transformagao
das notagoes das criancas referentes a construcio das
relagdes aditivas em sua passagem para as multiplicativas,

lugar, suas transformagoes forneceriam si
estruturas multiplicativas nas aditivas, ao se
trabalhadas, nas tarefas, a composicio e a
uma totalidade em partes equivalentes e/o
um invariante pensado como inerente
estruturas em foco.

A assinalar que, ao igualar-desigualar |
tais parcelas e/ou avaliar-lhes a diferenc
colocar em jogo algumas das relagbes, d
Vergnaud (1985, 1989-1990, 1990), lex
diversos tipos de problemas aditivo-subt:
relagbes, no caso: a composicio de duas ¢
terceira; a transformagio quantificada de u
em uma final; a compara¢io quantificada er

E a propria literatura piagetiana (Pia
1971; Piaget, 1977; Piaget, 1996) que :
expressivos a respeito da fecundidade do
coleges quantitativas para inferéncias e de
pequenas, ¢ que envolvem outros esq
essenciais 20 dominio ainda aritmético de :
como sistema de operagdes inversas. |
esquemas de correspondéncia biunivoc
decréscimo reiterado um a um de eleme
ordenada, os quais permitem a elabora
légico-matematicas caracteristicas, tais c
comutatividade, a recorréncia, a conexida

Por outro lado, é conhecida a ampla
quanto o repartir colegdes ¢ precoce 1
realiza¢des infantis, ainda que em formas 1
o que tem alimentado as discussdes so
divisio (Cortea, 1996; Cortrea, Nunes & B
Dayan, 1980, 1985).

Se repartir cole¢cdes (mediante estr:
originais, muitas vezes apoiadas em re
considerado relativamente facil para as
demonstrado que é complexo, para el
compreender as relagSes especificas da div
dita (Kornilaki & Nunes,1999; Nunes & B:
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Bryant (2002), por exemplo, apontam menor dificuldade na
obtenciao do quociente quando o dividendo aparece as
criangas (em desenho de elementos) agrupado pelo divisor
em divisao por particio, e pelo quociente em divisdo por
quota, em comparacao com o inverso (agrupar pelo quociente
em divisdo por parti¢io, agrupar pelo divisor em divisio por
quota). Isto ocotretia por apoiat-se a ctianga no esquema de
fazer “porcdes” ao repattir, o que setia psicologicamente
diferente conforme os dois tipos de problemas.

Em suma, essas proposi¢oes sao as que nos fizeram
escolher, para este estudo, as tarefas de igualizagio de
parcelas desiguais, e a de reparticio de grandezas com
problemas do tipo divisio por parti¢io (dado o dividendo e
o divisor, descobrir a extensdo da parte).

Método

Os participantes do estudo foram 12 alunos (de 6,42 9,5
anos de idade), de duas escolas publicas de municipios
diferentes, sendo seis de 1% série e seis de 2° sétie do ensino
fundamental. Estas escolas localizam-se na periferia urbana
de duas grandes areas metropolitanas.

Por conta de o projeto de investigacio em que este estudo
estainserido também voltar-se a0 exame das formas de trocas
sociais infantis durante a realizagio das tarefas (dimensio
esta ndo aqui abordada, por causa da necessaria delimitagao
deste texto), os participantes foram agrupados em trfades
por sorteio aleatério. Esse sorteio para a composicao das
trfades seguiu o critério da defasagem 6tima (Doise & Mugny,
1981).

As tarefas oferecidas podem ser caracterizadas como
situa¢Oes-problema de conteudo aritmético. Propostas
oralmente pelo pesquisador para solugdo conjunta dos
componentes das trfades segundo estratégias proprias de
cada um deles, as tarefas ocorreram, conforme acima
justificado, em ciclos alternados de: solugdo pratica com
apoio no material com interpretacio simultanea e final do
executado; producio de notacdes e interpretacio das

desafiar mediante perguntas a
menos avancadas para a busca ¢
que assim estio todos com o m
intermediar as diferentes solug¢
para provocar-lhes alteragdes e 1¢
de uma e outra delas (... olhem
serd que pode também ser assim?.
expostos na parte de resultados, o
de intetvencio podem ser identif
O material utilizado consis
fichas de plastico (mesma cor),
repartindo-a em duas metade
cartolina, canetas hidrocor. As
elementos conforme suas pt
problemas, por exemplo: ficha:
dois bonecos, ou para serem re
As tarefas centradas na igual
sessdo) pediam especificamente
- a composi¢io e identifics
equivalentes, de uma adi¢
criancas, em sua vez (“rodac
a 16 elementos, seguida da :
diferenca. Por exemplo: para
“... é para descobrir qua
boneco...”, e “... descobtit ¢
mais.., U 2 MENOs que O ou
- aigualizagio, sem referente
identificadas. Por exemplc
clementos “... agora, o que
bonecos ficarem com a n
balas?...”, “ ...por que fice
(Piaget,19906; Piaget & Szem
Entre cada um desses moment
a“..marcat, desenhar, escrever co
quiserem ..”” na cartolina Gnica
balas do boneco..., o que vocés fi
Apbs fazer as notagdes, as ¢
interpretar suas produgdes: “... ¢
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convidadas a produzir notagdes a respeito do que fora obtido e
interpretar a respectiva notagao produzida: “Marquem, agora,
como vocés quiserem, o que o Juc fez, o que aconteceu quando
ele repartiu as fichas..””; “por que vocé marcou isto assim?...,
“..0 que vocé quis dizet com este desenho?”.

O registro dos dados ocorreu pela gravacao em video e
a postetior transcricao, para cada triade, de todos eventos
gravados (agOes, verbalizaces das criancas e do adulto) de
toda a seqiiéncia das tarefas.

A andlise dos dados, de ordem qualitativa e microgenética,
foi realizada, ptimeiro, com a identificacio das caracteristicas
centrais das notagdes produzidas e das interpretaces das criancas
sobre elas; depois, com a descti¢do, em categortias principais,
dos tipos de notagdo tal como interpretadas pelas criangas,
segundo sua significagio no processo de elaboracao estudado
(Gardin, 1974; Gillieron, 1980). Para tanto, recorreu-se a
indicadores oferecidos por alguns dos autores de referéncia
ja indicados neste texto. Por exemplo, de Vergnaud (1985,
1989-1990, 1990) relagSes entre estado inicial, transformacio
e estado final em problemas aditivo-subtrativos; de A. Sinclair
(1990) a tipologia de notagGes infantis para cole¢des de
extensdo reduzida.

Resultados

Nos trés itens que seguem, descrevemos os diferentes
tipos de notagoes interpretadas que encontramos, agrupados
em suas categorias: no primeiro item, as notagdes produzidas
quando da composicio e identificagio das duas parcelas
nio equivalentes de uma adi¢io; no segundo item, as notagdes
de igualizacio das parcelas nio equivalentes; e no terceiro,
as notacoes produzidas quando da reparticio das colecoes
em 2, 3 e 4 partes iguais.

Nesses trés itens, e para cada categotia, os tipos de notacio
sdo descritos dos menos aos mais avancados, conforme a
avaliacdo qualitativa deles efetuada como expressio das
relagdes aritméticas trabalhadas com o material, sempre
levando em conta as interpretagdes que seu autor fez sobre

b)

posterior, pertinente ou ndo, de un
parcela. Por exemplo:
triade 1°S, 17 ses., 2* rod., para parcelas
(desenha 9 fichas, adiante 1 ficha): “...coloq:
colecio desenhada); exp: “Marcon cada p
Ade: “Td, ... este nao...” (aponta desenh
as duas parcelas, equivalentes a
compostas, em geral reconhecidas co
numerosas, anunciados seus valote
seguintes formas de controle sio u:
produgdo: contagem unitdria, em]
elementos, sub-parcelamento da
numerosas (10, 11). Por vezes, ¢ ident
da diferenca entre as parcelas; mas, ex
apontada a redistribuicdo eqtitativa d
igualizar as parcelas, com exclusio de
Por exemplo( Figura 1):

- trfade 2°S, 17 ses., 2* rod., para parcela

apos Jes apontar 11-2= 9, exp: “Qua
(desenho de 11) tveram que vir para es:
2), pra ficar 6 ¢ 62”; Dei (mdo em cima
11, logo, 11-4): “Quatro.”; exp: “F isto
do outro lado?”; Dei: (acena sim); exp:
do lado de la? (em 11- 4)”; Dei: “Sete.”,
Jes: “Dois.”; Dei: “Seis” (desenho de pa
‘Sete ¢ seis? E dai, era a mesma coisa a
“Nao.”; Det: “INao... tem que tird um (7-
Algarismos:

tracados em duas seqiiéncias, cada
extensio de cada parcela. Cada algaris
elemento das parcelas. Por exemplo:
trfade 1°5, 1% ses., 2* rod., para parcel
Flo (traca 1,2,3, depois 1,2,3,4,5,6), ext
ntimeros?”’; Flo: “F porgue 3 ¢ 6 chocolates..
algarismo da primeira e da segunda se

I A
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b) tracados de dois numerais, em separado, cada um
correspondente a extensio cardinal de cada parcela. Por
exemplo:

- trdade 2°S, 1% ses., 2° rod., para parcelas de 11 e 2 fichas, Eve
(traga 11 e 2, em duas caselas) “... porgue é onze ¢ dois.”

B. Notag¢bes de igualizacdo de duas parcelas de uma adi¢io

1. Desenhos de uma ou mais cole¢Ges de elementos,
representando:

a) o total, ndo equivalente ou equivalente a0 composto
pelas parcelas trabalhadas, sem e com elemento restante.
Por exemplo:

- trfade 1°P, 1% ses., 1* rod., para parcelas de 5 e 4 fichas,
Luh (desenha 8 fichas) “..¢ tudo junto.”; (desenha mais 3
abaixo e 1 a0 lado das 8, em outra cor); Jef (sobre desenho
de Luh): “E 0 resto.”.

b) duas parcelas ndo igualizadas, mas vistas apenas em seu
total, este tornado equivalente ao total trabalhado mediante
marca de exclusio de elemento. Por exemplo:

- trfade 1°P, 1" ses., 3" rod., parcelas de 5 e 5 fichas, Jef
(desenha 4 fichas; em separado e alinhadas, outras 7 fichas,
aponta-as todas, risca uma ficha das 7, aponta todos os
desenhos) “Dez... tudo”.

¢) duas parcelas ndo igualizadas, a mais numerosa vista
como equivalente 4 ptimeira por correspondéncia global/
espacial. Seu total, ndo equivalente ao trabalhado, ¢é
avaliado como tal. Por exemplo (Figura 2):

- trfade 1°P, 17 ses., 1% rod., para parcelas de 4 ¢ 4 fichas em
total de 9 fichas, Jef (desenha 4 fichas grandes alinhadas;
acima, desenha 5 fichas menores, alinhando-as nos
extremos do espago com as 4 anteriores; desenha mais
uma ficha em espaco vazio, parcela = 6): “..# igual.
(conta todos os desenhos...): “Noze.”.

d) duas parcelas igualizadas, de extensdo nio correspondente
a das parcelas trabalhadas, mas cuja adigio eqiiivale a do

B MO |

2

total original, conforme marc
e assim interpretado. Por ex
- trfade 2°P, 1% ses., 3" rod., |
Ann (desenha 5 e 5 fichas
colocd seis emr tudo.” |...]; exp: (a]
Aqui tem seis?”; Ann (apot
dois. (tisca 2 desenhos de cac
ela (Ann) tiron dois de um lade
seis”. Exp: “E dat, guantos fic
Ann: “T7és...” (desenha uma
risca este desenho e o algari

Figura 3. A igualizacio

e) parcelas igualizadas cuja -
trabalhado mediante:

(1) duplicacio do nimero de
equivalente as igualizadas,
excedentes. Por exemplo:

- trfade 2°S, 1% ses., 1* rod,, |
Jes (em separado, desenha 6
“..seis de um lado, seis de outre
0); exp: “E estes dagui... (sin:
100 marcon de novo? ™, Jes: “T

(2) duplicagdo da extensio d
equivalente ao total. So vist
a extensao das parcelas orig

— tefade 7Q 12 cpe 12 ¢+~ At
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- tdade 1°S, 1% ses., 1% rod., para parcelas de 5 e 5 fichas em total
de 11 fichas, Flo (desenha, alinhados, 5 e 5 tracos...) (adiante,
olhando Eri, que desenha uma ficha a parte...); Flo (afastado,
faz um traco): “F: dineo e cineo.” exp: “Para os dois bonecos?”; Flo
(aceno afirmativo); exp: “Como foi que fez?”; Flo (siléncio);
exp: ‘T este?”(traco a parte); Flo: “E a sobra.”.

2 de duas parcelas desiguais, o estado inicial das parcelas
trabalhadas, e que tém sua igualizacdo representada por:

(1) marcas de subtragdo do excedente de uma das patcelas,
identificado como resto. Por exemplo (Figura 4):

- trfade 2°P, 1% ses., 2" rod., para parcelas de 5 e 5 fichas,
antes de 6 e 5 fichas, Ju (desenha 6 e 5 fichas, “borra”
desenho de uma ficha em um lado, aponta tudo): “Cineo
e cinco, ... € como era no comego...”

Fignra 4. A igualizacdo das parcelas 6 ¢ 5.

(2) tragado delimitador, na parcela mais numerosa, para a
diferenca em relacdo a parcela menos numerosa,
antecedido por gestos. Aquela diferenca é vista como
diferenga absoluta a subtrair de uma parcela ou como
diferenca a distribuir entre as parcelas. Por exemplo:

- triade 2°S, 1% ses., 3" rod., para parcelas de 5 e 5 fichas,
antes de 7 e 3 fichas, exp (para desenho de 7 e 3 fichas
de Dei e Jes: “Quantas tém que passar para ficar mesmo tanto
dgnal?”; Dei (aponta cada desenho da parcela =3, levanta
3 dedos, aponta 3 desenhos na patcela =7 e os 3 parcela
=3, cobre com dedos os 3 da parcela =7, aponta 3
desenhos parcela=3, levanta um dedo e o pde em cima

=3); exp: “E dai, da pra ficar a mesm
“Nao, dai (com gesto) tfem que por um
ontro.”; exp (apontando desenho parc
mtas dd pra descobrir agui, guantos tem qute sa
cada parcela) pra ir para li?”’; Dei: “Qs
desenhos); exp: “Quatro, mesmo? De o
fazer? "y Det: (aponta cada parcela dese
e faz aceno negativo).

2. Algarismos:

a) tracado repetido (duas vezes) de nume
ndo a cada parcela trabalhada, mas ao
adi¢io de ambas. Sio interpretados ¢
parcelas, o que leva a rememoragio da es
originais, com decorrente indicacio de e
Por exemplo:

- trfade 2°§, 17 ses., 2* rod., para parcel
Eve (traca 12 e 12 em separado); (...)
Nao! Tinha seis de um lado e seis de outro.”,
marcaran doge, 1o era tudo o que tinba na ¢

b) tracados como “etiqueta” de desenho
visto como tresultado da adicio das mes
cardinal. Por exemplo:

- trfade 2°P, 17 ses., 3" rod., para parcelas
(para desenhos de 3 e 3 fichas escreve
acima; aponta cada desenho): “F: em
A analise das notagbes descritas m

auséncia de relacdo hierarquica entre a

principais encontradas, desenhos e algari

o critério de significacdo das relaces ¢

trabalhadas quando de sua produgio e in
Tendéncias especificas de construs

relagbes podem ser constatadas nas prod
cada categoria. Sio elas:

- do registro de estados (inicial e
transformacdes aditivo-subtrativas e

colegdes (Vergnaud, 1985, 1989-1990)
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numerosa dos elementos da menos numerosa, uma um
(pot connting on first, segundo Baroody & Ginsburg, 1980).

- daidéia, ainda predominante, de que elementos excedentes

de uma parcela devem ser subtraidos na igualizagio, mas
ndo acrescentados a outra parcela, na recomposicio das
quantidades mediante transformagdes coordenadas +1,
-1 (da exclusio de elementos das parcelas para a sua
inclusio por redistribuicdo). Logo, é excepcional a idéia
de que a igualizacio das parcelas decorre de
transformacdes aditivo-subtrativas de elementos de
estados iniciais (as patrcelas nio igualizadas), do que
somente um caso foi encontrado: Ju (2* P, 1* ses., 1*
rod.), de parcelas 6 e 2 faz a adicéo de 2 fichas da parcela
6 a parcela 2, obtendo parcelas iguais 4 ¢ 4.

- da atribuicdo de medidas absolutas, isoladas, as parcelas

3

“mais”, “menos”), com valores absolutos a excluir/
subtrair quando for o caso, para a atribuicio de medidas
relativas em compensagio (decomposi¢io e recomposicio

EEINTS

de parcelas “a mais”, “a menos”).

C. Notagdes de reparticio de cole¢oes em 2, 3 e 4 partes
1. Desenhos de colecoes de elementos, vistos como:

2)

b)

total (dividendo) nio equivalente ou equivalente ao
trabalhado. Por exemplo:

trfade 1* P, 2° ses., 1* rod., para 13+3, Luh (desenha 9
fichas, aponta cada, desenha 4 fichas abaixo, aponta todas);
exp: “Por que vocé fez estas bolinhas?™, Luh (siléncio); exp:
“Mas antes vocé contou estas bolinbas.”; Luh: “Treze.”; exp:
“Por qué?; Luh: “Porque tinha treze ali”.

partes da reparticdo, em nimero (divisor) e extensiao
numérica (quociente) nio equivalentes as trabalhadas,
sem e com resto pertinente. Por vezes, as partes tém
extensdo conforme a do total (dividendo), duplicando-o
(tepatti¢do por 2); e/ou tém elementos excedentes
“subtraidos” para igualiza¢do, mas nem sempre
distribuidos/actescentados a(s) outra(s) parte(s). Formas
de controle (contagem unitaria, emparelhamento espacial,

com resto pertinente. S3o t:
controle (contagem unitari
elementos a cada parte, sub-|
a0 serem desenhadas partes
(acima de 5). Por exemplo (]
trfade 2° §, 3" ses., 1* rod., para
em separado 4, 4 e 4 fichas, ¢
Jeito, Ji3 quatro, quatro e quatro.”
agui?”(apontando 1 ficha des
exp: “Quarro pra wocé?”; Eve: *
cada parte); exp: “Entdo, em

“Eram treze.”(gesto para todos

=

Fignra 5. As partes e

d) total e, em separado, suas

pertinente. E excepcional al
Por exemplo:

- triade 1* S, 3% ses., 2 rod,, |
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fichas desenhadas) ...fo: repartido em quatro.” (aponta desenho
de 4 fichas e de uma, tiscado); exp: “E guantas ficaram

para cada um?”; BExi: “Irés.” (apontando 3 fichas
desenhadas): Eti (desenha outras 3 fichas) “..o resto.”.

g

O

P =

Fignra 6. A reparti¢do 15+3.

trfade 2°S, 2° ses., 2° rod., para 102, Dei (para desenho
de duas partes de 5 fichas): “Tava deg, depois repartin e ficon
¢inco pra cada lado.” (aponta cada parte desenhada); exp:
“Repartiu em partes?”; Dei: “Em duas, dois.”

total (dividendo) ndo equivalente ou equivalente ao
trabalhado, contendo as partes resultantes da reparticio
(marcadas no proprio total), sem e com resto pertinente.

Por exemplo (Figura 7):

- triade 2* §, 3% ses., 3" rod., para 18+4, Dei (desenha de 3

em 3, 18 fichas, apontando fichas, traga linha contornando
cada 4 desenhos, de cima para baixo e ao lado; apés Eve,
traca 18 ao lado com contorno); exp: “Repartin dezvito em
guantas partes?”; Dei e Jes: “Quatro.”; Dei: “..quatro, quatro,

Ty PR

2.
)

b)

guatro e quatro...” (apontando cada par
sobrou dois (aponta 2 fichas desenhadas
Algarismos:
tracado, em sentido inverso, mas na ord
de duas seqléncias de numerais, se
misturando-os com outros sinais. Cada s
dado pela extensdo da parte obtida ¢
cada tracado representando um elem
(Figura 8):
trfade 1° P, 1* ses., 1* rod., para 1252, B
esquerda escreve 1,2,3,5,6,6, adiante 1
estrela entre as duas séries) ‘.. seis de u,

3 .
¢ "5 -3. a-Aﬁ LD -
Figura 8. Sao 12 repartidos |

(aponta cada algarismo, escreve 4 ¢ 5
em uma das séries).

tracado de numeral como “etiqueta’
desenhadas, as partes obtidas e/ou o
sua adi¢do. Nem sempre corresponde a
das quantidades desenhadas, embora
trabalhado com o material. Por exemg
trfade 2° P, 2° ses., 3" rod., para 12+4,1
de cada uma das quatro partes de 3 de:
para duas partes juntas) “.. ew tudo 4




d)

3.
2)

B'LMHMiSﬁ
3 oL

Fignra 10a. As duas
partes para 12+4 (de
Ann).
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trfade 2°S, 2* ses., 2° rod., para 10+2, Jes (escreve 5+5=10,
abaixo 5+5=10) “.ex fiz a conta... (aponta expressoes
esctitas)... de cinco mais cinco deg.”; exp: “O que vocé fez com
os dez? O que 0 Dei fez com os deg aquela hora?” Jes: “Ele
Junton cinco e cinco...” (aponta cada expressio).
tracado repetido e separado de numeral correspondente
a extensdo das partes, lido como resultado da agdo de
repartir, sem e com resto pertinente e, por vezes, com
numeral para o total repartido. Por exemplo:
trfade 2°S, 2° ses., 1* rod., para 14+2, Eve (desenha caixa,
traca 7 de um lado e 7 de outro) “..que ¢ sefe para cada
um.”; .. tudo junto, quatorze.”; exp: “Em quantas partes vocé
dividin os quatorze?”; Eve: “Duas.”; exp: “E quantos ficaram
pra cada boneco?”; Eve: “Sete.”.

Eserita alfabética:

esctita da resposta ao problema trabalhado no formato
escolar tradicional, com marca repetida de algarismo,
para duas partes, a do préprio sujeito e a do adulto.
Contém a idéia de que o resultado do repartir é a extensdo
numérica da parte de cada um e de apenas alguns dos
parceiros da reparti¢io. Por exemplo (Figuras 10a e10b):

trfade 2°P, 2* ses., 3" rod., para 12+4=3, Ann (escreve:
R: CUANTAS BOILLACHAS/ SAO e abaixo, separados,
3 ¢3);enquanto Ju (escreve R: CUANTAS BOLACHAS
33; Le (escreve: R: CUANTAS BOLACHAS/ SAO);
exp: “Quantas bolachas, vocés escreveram ai?”; Ju: “Abn! Abn!”;
exp: “Ea resposta?”; Ann: Abn! Abn!”; exp: “..quantas
bolachas, pra quantas pessoas?”; Ann: “Trés.”; exp: “Trés, o

L CUMNTAS

¥ Co M papcnes

Fignra 10b. As duas partes
para 124 (de Ju).

hierarquia entre elas. Assim
significado do repartir expresse
interpretagdo das notagdes, pt
sobretudo pelo desenho que a
conceber a divisio sdo expt
algarismos e por escrita alfabétic
parte, formas aditivas de concel
em repetir partes iguais, um
marcantes dessa forma de conc

Diversamente, também, do «
igualizagdo de parcelas, as not
trazem, em geral, tanto o regis
final (resultado) e, depois, o inic
o da transformacio efetuada
registrada por tracos de separa
essa perspectiva, manifesta-se a
o estado final da transformac;
essa transformacio, marcar
(Vergnaud, 1985, 1990).

Assim sendo, as caractetisti
modos de sua produgio e suas
menos trés principais formas, h
de as criancas estudadas tratarer
da nogio de divisdo, concep
concepgao elementar de divisa

A primeira dessas formas, d
idéia de que partes ndo result:
Predomina a idéia de que o
mantido, apesar de rememorad:
antetior de seus elementos em
equivalente ou equivalente ao t

A segunda, da concepgio a
se mediante as seguintes variag

1°- presenca da idéia de
equivalentes resultam da repart
metades podem ser obtidas, :
qualquer extensao.

73_ ~recenca da 1déia de
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partes (divisor) pode ser ou nio o da reparticio antes
trabalhada .

A terceira forma, a concep¢ao elementar de divisio,
manifesta-se pela:

1°- presenca de idéia bdsica do repartir com énfase no
resultado da ag¢do. Mediante provoca¢io, ocorrem
identificacbes pontuais: do dividendo, das partes obtidas como
sendo “de todos e de cadaum”, do resto. Ha ainda confusio
entre divisor e quociente e entre dividendo e quociente, e o
resto admitido é somente o de um elemento.

2%- presenca da idéia elementar de divisdo, com
identificacbes dos termos da operagio e das relacdes entre
eles, com énfase na descrigdo da agdo de repartir.

Discussio e Consideracdes Finais

Em atencio ao primeiro objetivo deste estudo, a descricio
das notagbes das criangas confirmou a presenca esperada
de desenhos, algarismos e escritas alfabéticas, como suas
principais categorias. Presenca esperada porque os principais
tipos de matcas de que a cultura humana se serve para
registrar sua quantificagio da realidade (H. Sinclair, 1990)
foram sugeridas pelo adulto durante as tarefas, ali aparecendo,
inclusive, combinadas entre si.

Esse emprego combinado de marcas das diferentes
categorias salienta a rica atividade infantil de representacio,
quando as criangas mostram-se capazes de langar médo dos
recursos de que dispdem para “dizer” o que assimilaram
das tarefas. Em particular, o freqiiente uso de desenho com
algarismos, estes tantas vezes empregados como “etiqueta”
do desenho para “deixar clara” a significacdo do desenhado,
pode ser visto como indicio de que, se tém algum
conhecimento de tais formas de nota¢ao, podem as criancas
ativamente passar de uma forma a outra. Isto lhes possibilita
fazer as correspondéncias entre essas diferentes formas ao
representar um mesmo significado, algo fundamental para a
construgao conceitual (Vergnaud, 1985).

Também, o emprego significativo pelas criangas de
formas de marcar quantidades de que tém algum dominio

das acdes e seus resultados na constrt
focalizadas.

Porém, a analise do processo de proc
que fizemos ndo permite demonstrar o
supostamente necessario e fundamental,
de tomada de consciéncia conforme a pe:
(1974, 1978). Nao analisamos a relaca
qualitativas entre as referidas realizacdes,
de transformacio, e as execugdes praticas
as antecediam ou sucediam. Esta é uma t:
resultados do presente trabalho nos e
somente, indicios fortes da ocorréncia da
assinalarmos o quanto, para muitas das c
sido a interpretacio de suas notacdes e/
dos parceiros o que desencadeou hesitagé
de suas préprias marcas, com muitas :
seguindo.

E segundo a idéia da provavel relevar
consciéncia de suas produgdes par:
conceitualizagdo, que os resultados do «
novamente, a necessidade de que, na
compreensio dos sistemas de notagao matc
transformadora inetente 2 construcao dos ¢
da area.

Outra dimensao de interesse de nos
respeito a hierarquia entre desenhos e alga
de notagio, possibilidade que a literatura
coloca (H. Sinclair, 1988; A. Sinclair,
conjunto das notagSes obtidas, hd auséncia
entre nota¢des de igualizacio, mas entr
aquela hierarquia se esboca. Ademais, esc
sao usadas para registrar as reparticoes.

A auséncia da hierarquia entre notagd
desenho e algatismos pode ser atrib
mecanizada dos numerais, assim aprendi
numerais entdo evocados ao acaso, sem qu
quantitativa mais avangada (Gelman &
caso das nota¢des de parcelas nio iguali:

< - P
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conceitos trabalhados em que as criangas se encontram. Isto
nos leva a proposi¢io de que, ndo s6 a apreensio dos
conceitos e a representagdo semidtica seriam mesmo
processos inseparaveis (Teixeira, 2001), mas também que,
em situacdo pedagogica mais favoravel aquela apreensao, as
criancas podem ativamente reorganizar seus recursos de
representagio, inclusive dando novo sentido aos simbolos
da matematica escolar aos quais ji tenham sido expostas.

Porém, o que dizer sobre a hierarquia relativa entre
desenhos, por um lado, e algarismos e escritas alfabéticas
pelo outro, nas tarefas de reparticio? E sobre o fato de
escritas alfabéticas terem aparecido somente para marcar as
reparticoes?

Muitos dos argumentos acima expostos mais a idéia da
inseparabilidade entre a apreensdo conceitual e a
representa¢io semidtica podem explicar também o fato de
o0s desenhos serem notagdes de reparticio pelas quais formas
mais adiantadas de conceber a divisdo sdo representadas,
enquanto algarismos e escritas alfabéticas expressam formas
menos adiantadas, em especial, a concepgao aditiva de divisdo.
Para as criangas cuja apreensio conceitual da divisdo é mais
avangada, ainda que elementar, como descrito, nao poderia
ser diferente: o desenho, uma forma de representacio iconica,
estd, em geral, disponivel em seu repertério, antes da escrita
de algarismos e da escrita alfabética. Assim, o desenho vem-
lhes a ser um recurso praticamente “natural” para marcar: o
total repartido, o resultado dessa reparticdo e a agio mesma
de repartir (a transformagio).

Embora jia dominando a divisdo naquele plano mais
avancado, criancas, como as estudadas, desconhecem ainda
o0s sinais aritméticos para a divisdo, as formas canonicas de
expressar as telagSes de divisdo. Porém, ja podem formular
algumas dessas relagoes a seu modo; por exemplo, na falta
de outro recurso, podem dispor da escrita alfabética para
descrever o repattir efetuado, ainda que esse tipo de notagéo
tenha seus limites, do que adviria sua baixa freqiiéncia no
estudo.

Ja para as criangas cuja compreensio da divisdo é ainda

icOnica, servem, mas nio obti
de formas mais avancadas de co
focalizadas, antes de algarismos
estes tipos de notagdo est
paralelamente, posto que de
habilidades especificas relativas
matematica.

No entanto, o nivel de apre
em que estdo as criangas € cru
significativamente essa compt
margem ¢é dada, na escola, p
trabalharem conceitos e relacc
uma notagao que lhes tenha sen
que estio compreendendo, el
tipos de marcas que conhecem
estdo compreendendo.

Uma outra diferenca entre
igualizagio e para a reparticao es
de marcas para os estados, inicial
e seu total), enquanto que nas seg
paraoestado final (resultado do ref
de marcas paraa transformagcao efe
paraas transformacoes aditivas e
e desiguals sa0 muito pouco ¢
essa diferenca?

Nas tarefas de igualizacic
reparticdo, as ctiangas produzi
observar as parcelas antes compe
equivalentes ou ndo). Passav
desenhar o total (conferindo f
desenhados e/ou os das parce
resultando marcas para os estz
para a a¢oes aditivas ou subtrati
mesmo sendo evocadas as quest
ndo eram vistas como algo a se
mesmo porque o desenho da
resultado da ac¢io aditiva, a0 me

Entretanto, nessas mesmas
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Desse modo, o expressivo predominio de nota¢des de
estados (inicial e final) em relagdo a marcas para as
transformagdes nos dizem que muitas das nossas criancas
encontravam-se em um patamar ainda elementar de
comptreensio da composiciao de duas grandezas em uma
terceira, uma das relagoes aditivas basicas (Vergnaud, 1985,
1989-1990, 1991). Teriam elas uma apreensao ainda muito
figurativa dos estados inicial e final, este um total obtido
pela iteragio de agbes de acrescentar (+1, +1..) também
preponderantes em relagdo ao retirar iterativo (-1, -1...). A
propésito, essa apreensio predominantemente figurativa ¢
que daria sentido a idéia inicial de que somente patcelas
iguais, simétricas, ¢ que seriam adicionaveis.

Assim, o adicionar transformador das parcelas em outra
grandeza nio teria sido entendido por muitas das criangas e,
muito menos, o tetia o seu inverso, o subtrair. Nao havetia
ainda dessas criancas a tomada de consciéncia da relacdo de
transformacio aditiva de uma grandeza inicial em uma final
e, entdo, da agdo inversa de decomposigio para obter parcelas
quaisquer, cuja adi¢do corresponde a esse mesmo total,
mesmo porque também nio estariam elas atribuindo valores
cardinais estaveis a tais quantidades (exceto as de extensdo
numérica muito limitada). F importante lembrar que essa
atribui¢do ¢ tida como fruto de uma construgdo complexa
das estruturas aditivas em seus niveis diversos (Vergnaud,
1981,1991).

Em conseqiiéncia, limitaram-se nossas criangas, em
maiotia, a idéia da subtragdo como perda de elementos. Estes
tanto ficam “perdidos” que nem foram lembrados como
tendo sido acrescentados a outra parcela para a igualizagio;
ou nem foram lembrados como acrescentados, ficando
excluidos na obtencio daquela igualizacio, conforme uma
das tendéncias de construcdo que descrevemos. As
comparacoes entre grandezas caractetizaram-se assim pela
atribuicio de grandezas absolutas na avaliagio de cada parcela,
ausentes as avaliacoes relativas ligadas a concepgdes mais
avancadas de subtragdo (o resultado como quantidade
complementar ou como diferenca relativa entre estados

desenho da colegio total, assim registran
(dividendo) seguido da agdo que o transf
Por outro lado, da literatura referida te
das criancas em repartir colegdes por dist
principalmente, quando da repartigio em
o repartir seria também mais facilmente r
transformacdes aditivo-subtrativas de ele
(as que resultam, sobretudo, em parcelas
partes iguais, simétricas, seriam mais pregt
inicial figurativa das criangas do que pa
decompdem um total. Esse aspecto,
significacdes de ordem afetivo-social
resultantes do repartir terem que ser 1
presente nas falas das criancas) pode falar
tdo marcante do repartir nas produgdes inf
Entretanto, nenhuma marca para tra
repartir foi feita por criancas que nao dispt
nogdo de divisio. Mesmo provocadas a
recém executado, essas criancas limitavam
adesenhar a cole¢o total, muitas vezes a |
de todos os elementos arranjados nas pat
Vemos assim que, afora as peculiaric
do repartir no repertétio de criangas cor
também nesse caso hd que se levar em ¢
de compreensio da divisio identificados,
estar estreitamente ligados aquela presen
de qualquer idéia de divisdo, de fato néo
significativamente aquela transformagio, ac
de compreensio correspondem expectati
o repartir como agdo que produz a) p:
adicionaveis, como no caso da concepgic
desenhadas ou com algarismos, ou b)
que estdo contidas certo numero de vez
ou a elas correspondem, como também
cada termo de uma divisdo.
As tendéncias especificas de constr
aditivo-subtrativas que puderam ser
notagdes interpretadas apontam, cor
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A analise das notag¢oes descritas muito parece dizer sobre
arelevancia da composi¢do e da decomposicao de grandezas,
uma expressao da relagio parte-todo, na identificacio das
rafzes das estruturas multiplicativas nas aditivas porque: a)
no caso da adi¢ao-subtracio, tais esquemas produzem parcelas
de grandezas diversas; assim, combinando-se em um sistema
de transformagGes, permitem apreender tais parcelas como
transformaveis a cada e a qualquer momento sem alteracio
de seu total; b) no caso da divisao, a faceta ora abordada das
estruturas multiplicativas, aqueles esquemas (compor-
decompor grandezas), como transformadores, encaminhariam
a obtencio e aidentificagdo de partes de extensio equivalente
¢ em certo nimero (como componentes do todo), colocando
em cena os termos da divisdo e as relacOes entre eles.

Nessa otica, as agbes de igualar e desigualar em ligacio
estreita com as de repartir quantidades numéricas seriam
centrais para, interdependentes, ativar a coordenacio entre
estados, logo, a conceitualizagio de a¢Ses de transformagao,
uma das possiveis formas de ver a inter-relagdo das estruturas
aditivas com as multiplicativas.

Porém, nossos resultados também indicam que o lugar
atribuido ao compor e a0 decompor partes na psicogénese
das estruturas multiplicativas nas aditivas focalizadas nao
exclui outros invariantes de relevancia. O que encontramos
aponta, mais uma vez, para o que ¢ tido como uma construcao
ardua e lenta de relagdes aritméticas, um processo que apoia-
se em diversos invariantes em elaboracio, entre os quais a
correspondéncia operatdria, logo reversivel, entre quantidades.
Vemos esta, em conjunto com a relacao inclusiva parte-todo da
composicao-decomposicio aditivo-subtrativa, como de presenca
necessaria na compreensio da cardinalidade das cole¢es
numéricas.

As notagdes que obtivemos muito sugerem sobre o
significado da compreensao do valor cardinal das cole¢Ges
no dominio e avango das relagdes aritméticas para outros
planos. Mas também a idéia da cardinalidade é construida
em trama conjunta progressiva com os demais invariantes o
aue no ca<o das relacoes da divicao (entre dividendo divicor

essencial para que as criangas |
aditivo-subtrativas teversiveis, 1
e identificar o numero de p:
totalidade e a extensdo dessas |

Ao argumentar a favor dc
esquemas na passagem das estru
elementares, como fizemos t
excluindo a probabilidade de n
ou mais centrais, estarem no 2
psicogenéticas. Por conseguint
necessatios para melhor esclares
construcio da aritmética infanti

Para finalizar, destacamos g
das criangas permitiu-nos cheg;
nas rafzes de estruturas multip
claro que a construgio desses i
como se faz no processo mesmc
Entao, novamente destacam
produgio de notagoes signific
pedagdgica de relevo na elabor
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