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Simulacion de la propagacion de ondas dentro de la céclea

Resumen

Presentamos algunas soluciones de la ecuacion de Burgers como modelo matemético para
describir la propagacion de las ondas en la perilinfa dentro de la coclea. Proponemos diferentes
condiciones iniciales que modelan el efecto del estribo en la perilinfa a través de la ventana oval,
el cual produce el movimiento ondulatorio en el liquido. Se muestran simulaciones obtenidas a
partir de la solucién mencionada utilizando mathematica y comparadas con imagenes reportadas

en la literatura.

Palabras Clave: modelo matematico, membrana timpanica, cadena osicular, simulacion

Recepcion: 20-09-10 Aceptacion: 20-10-10

Abstract

We present some solutions of the Burgers’s equation as a mathematical model to describe the
propagation of waves of the perilymph within the cochlea. We propose different initial conditions
which model the effect of the stapes in the perilymph through the oval window, which produces
wave motion in the liquid. We show the simulations obtained from the solutions mentioned using

mathematica and compared with images that are reported in the literature.

Keywords: mathematical model, tympanic membrane, ossicular chain, simulation
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Introduccion:

El estudio del oido es primordial debido a que es una parte importante de nuestro cuerpo para
poder percibir el medio que nos rodea, es por eso que se han realizado diferentes investigaciones
tanto tedricas como experimentales, obteniendo resultados favorables pero sin dejar concluido el
tema. El oido (fig. 1) esta dividido en tres partes: oido externo, oido medio y oido interno. Cada
parte tiene una funcion muy importante para que logremos oir los sonidos del medio ambiente; el
oido externo se encarga de recolectar los sonidos y conducirlos hasta el oido medio donde la
membrana timpénica y la cadena osicular se encargan de llevar el sonido hasta el oido interno
donde las sefiales acusticas son convertidas a sefiales eléctricas para ser enviadas al cerebro y que
éste las interprete como lo que escuchamos. EIl movimiento vibrador de la platina produce en la
perilinfa una onda que se transmite desde la rampa vestibular a la timpanica distendiendo la
ventana redonda (figs. 2 y 3). Cada sonido estimula de forma selectiva una porcién concreta de la
membrana basilar, en funcion de su frecuencia. Los sonidos graves llegan hasta el final, los
agudos se quedan al inicio, extinguiéndose pronto. El retroceso del estribo produce el efecto
inverso en la direccion del liquido y la ventana redonda se introduce dentro de la rampa
timpanica. Después se regresa por medio de una accion mecanica donde los movimientos de las
membranas basilar y de Reissner se transmiten al 6rgano de Corti produciéndose un cizallamiento
de los cilios y las células neurosensoriales, y una actividad mecanica donde la inclinacién de
esterocilios hacia el kinocilio aumenta la descarga; en sentido contrario, la disminuyen. El estudio
de la coclea es de gran importancia debido a que los implantes cocleares involucran esta parte del
oido, por lo que un estudio sobre el comportamiento interno de la coclea seria de gran ayuda para

mejorar los aparatos auditivos existentes.
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Figura 1. Diagrama de la anatomia del oido donde se muestra la cdclea o caracol.
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Figura 2. Esquema de la céclea o caracol.
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Figura 3. Esquema de la coclea desenredada para mostrar el movimiento de la perilinfa.

La busqueda de modelos matematicos para describir el comportamiento del oido tiene como
finalidad entender su funcionamiento y proponer soluciones a los problemas de sordera. Mediante
el modelo se pueden realizar simulaciones que muestren la dinamica del oido y con las cuales es
posible caracterizarlo, de esta manera se puede resolver un problema que aqueja a las personas y
mejorar su modo de vida. Se han realizado muchos estudios para describir el comportamiento del
oido, ya sea en partes 0 como un todo; como la membrana timpanica, que es la parte del oido mas
estudiada tanto tedrica como experimentalmente Drescher et al. (1998) usando elemento finito
[1], o Funnel (1996) que model6 el timpano y manubrio juntos[2]. Mas recientemente Alvarado-
Anell et al. realizaron simulaciones numéricas para describir el comportamiento el timpano y
membranas forzadas [3,4]. Esto en la parte tedrica y dependiendo del método utilizado puede
resultar practico o complicado, sacrificar exactitud por rapidez [1] y [2], o simplemente con las
herramientas que se cuentan [3] y [4]. En la parte experimental se han realizado varios
experimentos para determinar las vibraciones de la membrana timpanica, como por ejemplo
usando el efecto Mdéssbauer[5], interferometria y holografia[6,7], una sonda capacitive[8], un
SQUIDI9,10] o un sensor magnetorresistivo[11, 12].

Por otro lado a diferencia del timpano, para la coclea no se han encontrado muchos estudios

tedricos y mucho menos experimentales. Por ejemplo, D.T. Kemp en 1979 [13] realizé un
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estudio para determinar y explicar el movimiento ondulatorio dentro de la coclea y reportd que
era muy selectiva de ciertas frecuencias y ademas la no linealidad de dicho comportamiento.
Recientemente en 2003 Duke y Jilicher [14] consideraron balances de gradientes de presion y
fuerzas inerciales para describir las ondas no lineales en la coclea. En el 2004 Scherer y Gummer
[15] utilizaron una fuerza electromecanica para determinar patrones de vibracion en el 6rgano de
Corti. Posteriormente D. Manoussaki et al. (2006) [16] consideraron el efecto de curvatura en la
céclea para ondas de baja frecuencia y después Y. Zhang et al. en 2007 [17] usaron la ecuacion
de Laplace como modelo matematico para explicar los patrones de distribucion de la presion en
la membrana basilar. En la parte experimental Fridberger et al. [18] realizaron mediciones en
puercos de guinea para medir las amplitudes en la membrana basilar a diferentes intensidades del
sonido y donde muestran la propagacion de la onda.

En este trabajo proponemos la ecuacion de Burgers para modelar el movimiento de la perilinfa
dentro de la coclea y parcialmente se explica su comportamiento ante las perturbaciones
ocasionadas por el movimiento de los huesecillos. También se presentan secuencias de las
simulaciones obtenidas con diferentes soluciones de la ecuacion de Burgers. En la seccion 2
presentamos la ecuacion de Burgers y algunas soluciones como modelo matematico para
describir el movimiento ondulatorio dentro de la coclea. En la seccién 3 se muestran las
secuencias de las simulaciones numeéricas y finalmente la seccion 4 se refiere a las discusiones y

conclusiones.

Modelo matematico

Para describir la propagacion de las ondas dentro de la céclea primero definimos un Problema
con Valores Iniciales y a la Frontera (PVIF) y buscamos la ecuacion adecuada para describir el
problema. La ecuacién de Burgers es una ecuacion diferencial parcial no lineal y es el modelo

mas simple que representa un fenémeno descrito por un balance entre conveccion y difusion.

d3u du  du
ax* ‘ax ot (1)

"L.l

donde © es la amplitud de la onda, ¥ la variable espacial, ¢ el tiempo y ¥ es la viscosidad
cinética. La ec (1) es usada para describir procesos ondulatorios en acustica e hidrodinamica y en

la literatura se pueden encontrar varias soluciones, como por ejemplo:
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2
tl=di+——m—
“ x+At+A (2)
4x + 24
) =—
ube.t) x*+Ax+2t+B (3)

donde A, B y 4 son constantes arbitrarias [19]. También se puede obtener una solucion general

linealizando la ecuacion de Burgers mediante la transformacién Cole-Hopf [20]

¢ dx (4),
que al sustituirla se obtiene la ecuacion de diffusion

90 3¢
Voxz T ot (5),

y posteriormente se resuelve el problema de valor inicial u{x,0} = f{x} por el método de Fourier

usando separacion de variables y aplicando la condicion inicial

1 (x rf}‘
Vamt.

¥
plx, 1) = %L f(f’)df’] d&

(6)

Como ejemplo consideremos el siguiente problema con condiciones iniciales y de frontera

¢plx,0) = ¢gsen (?), D=x=<!

P(0.8) = @1, £) = 0, t=0
donde e es la amplitud inicial y ! es la longitud que se ha propagado la onda. Sustituyendo la
condicidn inicial se tiene

Pplx, ﬂ)—exp[ l senEda]

= exp|- (%)(1 —

Por otro lado la solucién de la ecuacion de difusion es
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plx.t)=aq + ;anexp(— n‘:r;vt)ms (n:;rx)

donde
o= e (220 225
- m’(_z nf)f"(j;i) 7)
y

ou= (o] (22) - T o (T

= Zexp (_zil )2 (:5;1,1) ®)

donde las integrales se evaluaron usando mathematica y se verificaron en Abramowitz and

Stegun [21], y fofx} y I.{x} son las funciones de Bessel modificadas de la primera especie.

Sustituyendo las ecs. (7) y (8) en la ec (4) se obtiene la solucion

At
( Vﬂ'}'[ )SEI’I (Tl?i[l']

(¢‘nf)+22 1, (ff-’n )exp( vnznzt)ms[mx

—,nly
B (mv) In (

(9)

Esta solucion describe el desplazamiento de ondas en un liquido, como se muestra en las
simulaciones obtenidas. También se obtuvieron soluciones numéricas con diferentes condiciones
como por ejemplo una deformacion inicial debida al estribo asi como con diferentes valores de
V. Dichas soluciones se graficaron para mostrar la propagacion de las ondas en el tiempo y el
efecto de considerar diferentes valores para la viscosidad asi como diferentes condiciones

iniciales y de frontera.

Simulacion y Anélisis de Resultados
Las simulaciones muestran la dinamica del fendmeno modelado matematicamente, asi como sus
caracteristicas las cuales se comparan con otros modelos o con resultados experimentales.
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Se obtuvieron diferentes simulaciones a partir de la solucion de la ecuacion de Burgers, las
cuales representan un frente de ondas viajando en un medio liquido. Con estas simulaciones se
modela el comportamiento de la perilinfa dentro de la céclea ante una perturbacion debido al
movimiento del estribo en la ventana oval. Para la secuencia de la simulacién (fig. 4), donde se
muestra la propagacion de la onda a través de la representacion de una céclea desenredada, se
obtuvo usando Mathematica[22] primero graficando la solucion y posteriormente agregandole
movimiento, de esta manera se puede observar la propagacion de la onda. Esta simulacion
muestra un comportamiento al que se debe esperar de una onda viajando en un liquido y que es
semejante al que mostraron Duke y Jilicher [14] al considerar un estimulo con un sonido en el
oido y representar las deformaciones en la membrana basilar y al resultado experimental obtenido
por Fridberger [18]. Nosotros proponemos la ecuacién de Burgers con la cual se describe este
comportamiento y se obtiene un resultado semejante que muestra dicho comportamiento. Los
resultados que aparecen en la literatura y los nuestros muestran una amplitud y la forma de
propagacion de la onda en la coclea, de esta manera pensamos que los resultados obtenidos con la
ecuacion de Burgers son correctos por obtener resultados semejantes a los que existen en la

literatura.

En la figura 5 se muestra la soluciéon como un frente de ondas donde se tiene la amplitud

ulx. t} en funcion de la posicion * y el tiempo t . Esta grafica se hizo a partir de la solucién

numeérica obtenida con Mathematica donde se introdujo la ecuacién de Burgers y la condicion

inicial u(x,0}=uysint  Esta grafica es semejante a la que reportaron Scherer y Gummer,
nosotros mostramos la amplitud en funcion del tiempo y ellos en funcion de la frecuencia, pero la
forma es muy parecida. Por Gltimo, en la figura 6 se tiene la propagacion de ondas en un medio

con diferentes valores para la viscosidad, se han considerado valores entre 0.01 y 0.1, se pueden

observar los picos que aparecen al inicio de ¥ , y como se van atenuando conforme avanza la

onda.
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Figura 5. Gréfica en tres dimensiones que muestra los frentes de onda en funcion de su posicion y del tiempo.
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Figura 6. Frentes de ondas para diferentes valores de la viscosidad. Los valores de la viscosidad considerados son: a)
0.07,b) 0.08 y c) 0.1.

Discusiones y Conclusiones

La cdclea tiene una estructura compleja, sus caracteristicas provocan que las vibraciones dentro
de ella sean complicadas de modelar de manera aislada; sin embargo, considerando que el inicio
de la vibracion proviene del estimulo del estribo en la perilinfa, estamos simulando precisamente
dicha etapa, en la cual la ventana oval convierte las vibraciones del sonido en variaciones de
presion del liquido. La ecuacion de Burgers es un modelo matemaético adecuado para describir la
dinamica de la perilinfa.

El modelo obtenido en nuestro trabajo describe, razonablemente, de manera general el
comportamiento de la perilinfa, por lo que nos podria ayudar a determinar si es ahi donde esté la
patologia responsable de la pérdida de la audicion, asi como los parametros necesarios para poder
crear protesis que nos ayuden a mejorar la audicion en diversos casos patolégicos.

El modelo que proponemos tiene la ventaja de ser relativamente simple y facil para manejar
los pardmetros de entrada al realizar las simulaciones.

La contribucién de nuestro trabajo es que la propuesta que hacemos para modelar la
propagacion de ondas en la céclea no ha sido reportada antes en la literatura, al tiempo de que
esta en acuerdo con otros modelos y con las mediciones experimentales.

En conclusion, podemos destacar que el modelo propuesto arroja los siguientes resultados

para la propagacion de ondas en la perilinfa:
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Simulacion de la propagacion de ondas dentro de la céclea

Se obtuvieron simulaciones de la propagacién de ondas que estdn en concordancia con
resultados tedricos y experimentales encontrados en la literatura. Las graficas muestran
claramente la amplitud y la forma en que se propagan las ondas.

Se puede obtener la amplitud y la frecuencia de la onda si se introducen los parametros
adecuados de la coclea.

Se muestran simulaciones para diferentes valores de la viscosidad, lo cual podria ser utilizado
para modelar alguna patologia relacionada con el cambio de las propiedades del liquido 6tico.

Con este modelo se podran obtener resultados que ayuden a mejorar los implantes cocleares,
detectando de manera més precisa las variaciones de amplitud del desplazamiento de la perilinfa

y con ello desarrollar una adecuada interpretacion de los sonidos.
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