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Resumen 

Establecemos las bases para el estudio del efecto de una línea extendida de impurezas sobre una 

placa de grafeno. Mediante el uso de análisis dimensional y la propuesta de una ecuación de 

Poisson bidimensional, obtenemos las formas funcionales del potencial y la densidad electrónica 

de este problema. 

Palabras Clave: Grafeno, Análisis Dimensional, Thomas-Fermi, Delta-dopado, Densidad 

electrónica, Potencial.  
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Abstract 

We establish the basis for the study of the effect of a extended line of impurities on a sheet of 

graphene. By using dimensional analysis and proposing a two dimensional Poisson equation, we 

obtain the functional  form of the potential and electronic density of the problem. 

Key words: Graphene, Dimensional analysis, Thomas-Fermi, Delta-doped, electronic density, 

Potential. 
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Introducción:   

Una membrana bidimensional de átomos de carbono arreglada en una red hexagonal se conoce 

con el nombre de grafeno [1, 2]. Debido a esta estructura hexagonal las partículas en grafeno se 

mueven en dos subredes triangulares, que por convención se denominan A y B como se muestra 

en la Fig (1). Una de las consecuencias de este tipo de tratamiento es que la relación de dispersión 

del sistema es cónica alrededor de los puntos K y K’ de la primera zona de Brillouin. En 

consecuencia, el grafeno puede describirse por una ecuación de Dirac, siendo el análogo en 

materia condensada de un sistema de electrodinámica cuántica en (2+1) dimensiones [1,2].  En 

grafeno los estados propios son espinores, sin embargo en lugar de espín, las componentes del 

espinor se asocian a la subred donde las partículas cargadas se mueven. Aparte de esta importante 

característica, existen muchas otras propiedades que hacen al grafeno un material sorprendente. 

Entre ellas, podemos mencionar su dureza, la que es 200 veces mayor a la del acero [3]. El 

grafeno, es también un material casi transparente, es decir, permite el paso de casi toda la luz que 

incide sobre el [4]. Esta peculiaridad ha sido usada en pantallas táctiles [5]. Además, en este 

material se ha encontrado una fuerte respuesta no lineal a campos electromagnéticos. Este 

alótropo del carbono toma una señal de entrada de una frecuencia determinada y produce como 

señal de salida una señal con una frecuencia que es un múltiplo de la original [6, 7]. Por otra 

parte, existe una característica que hace al grafeno un material muy prometedor para una gran 

cantidad de aplicaciones electrónicas, esta es su alta movilidad. Con este material los 

investigadores han alcanzado movilidades de 200 000 cm
2
 V

-1
 s

-1
 suspendiendo una sola capa de 

grafeno [8]. Sin embargo, cuando el material es colocado en un substrato, las movilidades 

decrecen [9]. Las movilidades son ahora del orden de 4 X 10
4
 cm

2
 V

-1
 s

-1
 indicando la 

importancia en la elección del substrato. Estas movilidades son de hecho un orden de magnitud 

más grandes que las del silicio, donde para el caso de electrones las movilidades están alrededor 

de 1 400 cm
2
 V

-1
 s

-1
. Aun cuando, como vemos  las movilidades del grafeno son grandes, sería 

muy importante si mayores movilidades pudieran alcanzarse.  En este tema de incremento de 

movilidades, debemos mencionar que hay análisis que han realizado en muestras con dopaje delta 

y muestran que la movilidad de  GaAs, InAs y ZnSe se incrementa [10,16].  De hecho las 

movilidades se incrementan alrededor de 2.5 pozos en el caso de GaAs dopados con Si [17]. En 

este artículo nosotros establecemos las bases para el cálculo de la movilidad de grafeno delta 

dopado. Siguiendo la aproximación de Thomas-Fermi, comenzamos con el problema estadístico 
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de muchas partículas para obtener de manera autoconsistente una expresión analítica del 

potencial y la densidad electrónica. Además de la aproximación de Thomas-Fermi usamos la 

técnica del análisis dimensional para obtener las expresiones que buscamos. 

 

Figura 1: Red de Grafeno. Los átomos en la red A se presentan en diferente color a los de la red B. También  se 

muestran los vectores primitivos de la red    (  
 

 
 
 √ 

 
) y     (   

 

 
 
 √ 

 
)                         

Método:   

Comenzamos con una línea de  dopantes sobre la red de grafeno, como se muestra en la 

“Fig.(2)”. De acuerdo con la teoría de Thomas-Fermi el problema puede resolverse escribiendo la 

función de densidad de energía [18, 19], 

 

                     
    √  

 
 ∫     [    ]

 
  ⁄    ∫                                                 (1) 

 

En esta expresión, el primer término corresponde a la energía cinética y el segundo a la energía 

potencial.  En el segundo término se considera la energía potencial debida a las interacciones de 

Coulomb entre cargas en la red y  la debida a la línea de dopantes. En la teoría de  

 

A B 

a1 

a2 

Y 
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Figura 2: Grafeno delta dopado. La línea de átomos dopantes se muestra en verde. 

 

Thomas-Fermi, la derivada funcional de U con respecto a la densidad es idéntica al potencial 

químico 

 

                                                √    [    ]
 

 ⁄                                                          (2) 

 

de aquí obtenemos la densidad electrónica 

 

                                                            
(      )

 

   
                                                                (3) 

donde 

                                                                                                                                                                                                                                   

                                                                  
 .                                                                  (4) 

 

Queremos obtener las expresiones para el potencial efectivo y la densidad electrónica del 

problema de forma explicita, es decir, como función de la posición. Considerando el caso de 

otros materiales,  como el delta dopado de silicio en GaAs [20]. Problema para  el cual 

conocemos las formas funcionales para el potencial y la densidad electrónica. Podemos suponer 

que las expresiones para nuestro problema serán muy parecidas a estas,  proponemos  

 

                                                         
  

     | |  
                                                              (5) 

entonces usando la Ec.(3) 

                                                        
   

        | |   
 .                                                           (6) 

 

Usamos ahora análisis dimensional expresamos todas las magnitudes en unidades del 

radio de Bohr    y la constante de Rydberg   , esto significa 
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                                                                     ,                                                                  (7) 

 

                                                                       
 
                                                               (8) 

y 

 

                                                                    
     

 
                                                          (9) 

 

En estas expresiones x e y son exponentes que deben ser determinados. Sustituyendo estos 

parámetros adimensionales en la ecuación para V(z) se sigue 

 

                                                               
   

   
      

  
  

         |   |    
    

                                 (10) 

 

donde            
  

⁄  y      
 

  
⁄ . Observando esta ecuación inmediatamente obtenemos 

lo siguiente 

 

                                                               
 

   
                                           (11) 

y 

 

                                                             
 

   
 .                                                 (12) 

 

Con estas dos expresiones no es posible determinar los exponentes x e y, que determinarían 

completamente las expresiones para el potencial y la densidad lineal de dopantes. Para poder 

hacerlo necesitamos otra relación. Proponemos que las partículas cargadas en nuestro problema 

satisfacen la siguiente ecuación de Poisson 

 

                                                        
      

   
                                                            (13) 

 

donde el término con la delta proviene de la línea de impurezas y   es la densidad lineal de 

dopantes. El coeficiente c debe ser determinado experimentalmente. Adicionalmente a la 

escritura de esta ecuación podemos averiguar cuales son las dimensiones de c, haciendo 

adimensional la ecuación y estudiando el caso    , se tiene 

 

                                                             
  

   
 

        

    
                                                           (14) 
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                                                   (15) 

 

Por lo tanto, c tiene unidades de energía. 

             Resolvamos la ecuación de Poisson,  usando las ecuaciones 5) y 6). Comencemos con la 

Ec.(5) obtenemos  

 

                                                   
        

    
  

         
   

                                                                   (16) 

 

Usando la Ec.(6) podemos escribir 

 

                                              
         

   

                 
      

  

                    
                                   (17) 

 

De aquí vemos que para que la ecuación se satisfaga es necesario que       , por lo tanto, 

   . Sustituyendo este resultado en la ecuación anterior encontramos, 

 

                                                                 
    

      

     
                                                         (18) 

 

y sustituyendo este mismo resultado en las Ecs.(11) y (12)  estas quedan de la siguiente manera 

 

                                                                  
 

   
 ,                                                                (19) 

 

                                                                  
 

   
 ,                                                                (20) 

 

vemos entonces que       Propongamos la elección mas sencilla para ese coeficiente, que es 

w=3. Con esto hemos determinado los coeficientes necesarios para nuestras funciones V(z) y 

n(z). Después de haber determinado estos coeficientes, debemos encontrar los otros parámetros 

de las ecuaciones, esto es, debemos encontrar    y  . Es bien conocido que el sistema debe 

satisfacer electroneutralidad, entonces 

 

                                                           ∫     
 

 
   

 

 
                                                            (21) 

 

donde   es la densidad lineal de dopantes. Sustituyendo n(z) de las ecuaciones previas tenemos: 

 

                                                         ∫
      

        | |   

 

 
 

 

 
                                                     (22) 
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Haciendo la integración queda 

 

                                                           
     

    

 

  
     

    

 
                                                        (23) 

 

Sustituyendo los exponentes que encontramos y haciendo todos los parámetros adimensionales, 

podemos escribir la ecuación anterior como 

 

                                                            
   

 

 

 

    
  

        

 
                                                     (24) 

luego entonces 

 

                                                                  √
    

 

         

 
  .                                                 (25) 

 

Para determinar      usamos la Ec.(18) con el valor de w = 3. El resultado es,  

 

                                                                      
      

   
                                                        (26) 

  

Habiendo encontrado los parámetros necesarios para determinar las funciones que 

estabamos buscando, hemos resuelto el problema que nos planteamos en un principio. En los 

siguientes renglones, escribiremos un resumen de los principales resultados obtenidos.                        

Obtuvimos que las formas funcionales del potencial y la densidad electrónica del 

problema son 

 

                                                                  
   

 

       |   |  
                                            (27) 

 

                                                              
   

 

              |   |  
 .                                      (28) 

 

Estos resultados pueden ser comparados con los resultados para GaAs delta dopado, donde se 

tiene [20]  

 

                                                                     
  

     | |  
                                                  (29) 

 

                                                                
     

 
 ⁄

    

  

     | |  
,                                             (30) 

 

con   
 

  
  ,             

  ⁄  y     es la densidad bidimensional de donadores en la 

monocapa del delta dopado. La principal diferencia entre el caso de grafeno y el otro, es que el 
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decaimiento como función z  para ambas funciones es menor en el caso del alotropo 

bidimensional del carbono, esto es, la interacción  entre cargas es mas intensa, cuando las cargas 

están mas alejadas, comparadas con el caso de GaAs.  

                                          

Conclusión:  

Hemos obtenido expresiones cerradas para el potencial y la densidad electrónica para el problema 

de grafeno delta dopado usando análisis  dimensional. Las expresiones encontradas van como el 

inverso del cuadrado de la distancia, para el caso del potencial y como el inverso de la cuarta 

potencia de la distancia, para el caso de la densidad electrónica. A partir del presente trabajo se 

podría determinar y analizar las propiedades de transporte de este sistema (grafeno delta dopado). 

Sin embargo, eso será el tema de otro artículo. 
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