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EINSTEIN Y LA INDISCERNIBILIDAD *

Décio Krausé
Universidad Federal de Santa Catarina

RESUMEN

El tema de esta contribucion me fue sugerido por el Profesor Michel Paty.
Sabiendo que estoy muy interesado en la cuestion de la indiscernibilidad (o
indistinguibilidad, palabra que aqui usaré como sinénima) de las particulas
elementales y de sus consecuencias légicas y filoséficas, él me hizo la
excelente sugerencia de que escribiera esta pequefia nota sobre el papel
desempefiado por Einstein en la consolidacion de ese concepto, y también
para hablar un poco de sus consecuencias légicas vy filosoficas para las
bases de la fisica (y de la I6gica) presente. En este articulo hago una revision
de algunos de los temas de naturaleza ldgica relacionados con esa
problematica, sin entrar en los detalles técnicos de la fisica, los cuales remito
a los textos indicados en las referencias.

Palabras clave Indistinguibilidad, indiscernibilidad, estadisticas cuénticas, 113
I6gica de la mecénica cuantica, l6gicas no reflexivas.

ABSTRACT

The subject of this contribution was suggested to me by Prof. Michel Paty.
Since he knows | am interested in the logical and philosophical implications
of the problem related to the concepts of identity and individuality in quantum
physics, he suggested me to write something about Einstein’s contributions
to this topic. Thus, in this paper, | make a brief revision on the related topics
and concepts involved in such a problematic, so as advance some directions
which have been touched by me and colleagues in a series of works.

Key words: Indistinguishability, indiscernibility, quantum statistics, logia of
guantum mechanics, non-reflexive logics.
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1. Introduccién: la indiscernibilidad de los quanta

Laidea de que las entidades basicas de la materia, que llamaré ‘particulas
elementales’ (aquantgd pueden ser absolutamente indiscernibles (o
‘idénticas’, como prefieren decir los fisicos) es de fundamental importancia
para la fisica cuantica. Sin esa suposicién, podemos decir, no habria teoria
cuantica propiamente dicha, por lo menos en sus interpretaciones mas usuales.
Laidea basica es la que sigue. Tanto las ‘particulas clasicas’ (esto es, aquellas
descritas por la fisica clasica) como los quanta pueden concordar en sus
caracteristicas, o atributos, como la carga eléctrica, la masa u otros. Pero
hay una distincién fundamental: dadas ciertas condiciones iniciales, las leyes
de la fisica clasica nos permiten determinar con absoluta precision la
localizacion y la velocidad de las particulas, en cualquier momento de su
existencia. En otras palabras, ellas son identificables por su posicion espacio-
temporal, y debido a un principio bésico de la fisica clasica, que llamaremos
Principio de Impenetrabilidad, no puede ocurrir dasde esas particulas
puedan ocupar el mismo sitio al mismo tiempo: ellas son impenetrables. En
pocas palabras, las particulas clasicasiadividuos. Por individuo
entenderemos aqui una entidad que tiene caracteristicas propias, de si misma,
que no las comparte con ninguna otra. Decimos muchas veces que un
individuo es una entidad dotadaidentidad En efecto, muchas veces en
filosofia se toma la propiedad “ser idéntica’acomo la caracteristica
peculiar del objeta: solamente es idéntico @, y nada mas. Eso implica
que un individuo puede siempre ser discernido de otros, aun de los otros de
su misma especie. En particular, él puede ser nombrado, y secpuéate
una coleccion de individuos, aunque similares, incluso siguiendo los patrones
habituales de los matematicos, para quieartar,por ejemplo una cantidad
finita nde ellos, es exhibir una funcién biyectiva del ordinal0, 1, ...,n-
1} en el conjunto en cuestién. Este punto es importante para nuestros
siguientes propdsitos: sea X un conjuntoromividuos (para todos lo que
concierne a la fisica, podemos proseguir suponiendm ggeun nimero
natural, puesto que aparentemente no necesitamos mas que una cantidad
finita de objetos). Asi, contar los elementos de X es definir una funcion
biyectivaf : n — X. Los valoresn. 0 n pueden ser tomados como los
nombregie los objetos dign) O X. Cada uno de ellos (nombres y objetos)
es distinto de los otros, puesto que la funE&suna biyeccion, o sea, como
dije arriba, los elementos de X son distinguidos por sus nombres. La posibilidad
de que siempre podamos ‘seguir’ una particula por donde ella va hace que
cualquier permutacion de particulas (una por la otra) conduzca a estados
distintos de las configuraciones inicial y final. En otros términos, y para que
introduzcamos una terminologia que nos sera Util dedpspsrmutaciones
son consideradas como observables en el ambito de la fisica clasica



Eso se expresa diciendo que las particulas clasicas obedecen a una
‘estadistica’ (proceso de contar) llamada Estadistica de Maxwell-Boltzmann,
en homenaje a dos de los mayores fisicos del siglo XIX. En resumen, si
tenemos dos particulas clasicas indiscernibles (o sea, que tienen las mismas
propiedadesa y b, y dos estados posibles para elfay,B, entonces hay
cuatro posibilidades, cada una con igual probabilidad de ocurrir: (i) ambas
particulas estan ek (ii) ambas estan e (iii) la particulaa esta ey la
particulab esta erB, y (iv) el opuesto: la particulaesta er y la particula
a estéa emB. Entonces, la distincidn entre las situaciones (iii) y (iv) nos dice
que, a pesar de la indiscernibilidad de las particulas selfésdividuos, y
por tanto haylguna cosague las distingue. Abajo hablaremos mas sobre
esto.

Los quanta indiscernibles, por otro lado, no pueden ser distinguidos uno
del otro ni auren mente Deicomo dijeran dos italianos que trabajaron
mucho en esas cuestiones, Maria Luisa Dalla Chiara y Giuliano Toraldo di
Francia. En este caso, hay dos posibilidades cuando estamos considerando
dos quanta (para méas de dos, otras combinaciones son formalmente posibles,
lo que posibilitaria la definicion de otras formas de estadisticas): los bosones
obedecen la estadistica de Bose-Einstein (y aqui surge por primera vgz el
nombre de Einstein en este contexto), y los fermiones que obedecen la
estadistica de Fermi-Dirac. La distincién consiste en que los bosones pueden
agregarse mas de uno en un mismo estado, lo que los fermiones no pueden
hacer porque cumplen el Principio de Pauli, que dice exactamente que los
fermiones no pueden agregarse en multiplicidades de mas de uno en cada
estado. Para los bosones, los estados (iii) y (iv) anteriores son idénticos;
ellos son el mismo estado. Entonces, hay solamente tres posibilidades, cada
una con la misma probabilidad (1/3) de ocurrir. Eso significa que una
permutacién de tales particulas no es algo que se pueda constatar por medio
de la fisica (como decimos nosotras, permutaciones no son observables
—recuérdese el caso opuesto de las particulas clasicas arriba mencionado).
Para los fermiones, debido al Principio de Pauli, tendremos Unicameng la
situacion (iv), pero en esa situacion también las permutaciones no represgntan
nada. Asi, sitenemos una coleccién de particulas no discernibles, no pod@mos
(en principio) definir una funcién ‘contar’ comoflatroducida arriba. Pero, §

NDISC

1 Jonathan Lowe hace comentarios semejantes en su libro [2001], p. 62. Ese énfa@s es
importante porque nos dice que no se trata de una cuestiéon de encontrarse mecanismos o
variables ocultas que puedan caracterizar los quanta individualmente, porque eso es impgsible,
o que indicaria la necesidad de aceptar una ontologia de no-individuos en alguna acefcién.
Pero abajo veremos que la mecéanica cuéantica (o su formalismo) es también compat|b con
una metafisica de individuos, pero a un precio. ,_u
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¢ qué significa eso en términos légicos? Lo veremos mas adelante como una
de las consecuencias de la indiscernibilidad.

Pero la indiscernibilidad de los quanta es una cuestién que tiene
desdoblamientos importantes. Hoy es muy importante el estudio de los
llamados condensados de Bose-Einstein (BEC es la sigla en inglés para
Bose-Einstein Condensajesjue son usados incluso en la computacion
cuanticd. Esos son agregados (gas) de atomos llevados a una temperatura
de casi cero absoluto, donde ellos modifican su comportamiento, y pasan a
“andar al unisono”, por asi decir. Cierto es que esos atomos lacnsisma
c0sg pues son varios de ellos. Los fisicos tienen incluso modos de estimar
la cantidad de &tomos en una muestra. Eso nos permite decir que tal coleccién
tiene un cardinal, pero los atomos individuales no pueden ser discernidos
unos de los otros (en particular, no pueden ser ‘contados’, como dije arriba).
Las consecuencias para la l6gica seran exploradas méas adelante. En verdad,
la indiscernibilidad es fundamental no solamente cuando estamos hablando
de particulas, sino también para otras formas de expresar la teoria cuantica,
como las ondas y mismo en las mas recientes teorias de campos.

2. Una breve historia de la indiscernibilidad

La historia de la indiscernibilidad, como la de la propia mecénica cuantica,
no puede ser separada de la historia de la mecénica estadistica. Como dijo
Schrédinger, “la mecanica cuantica nacié en la estadistica y acabara en la
estadistica” dpud French & Krause 2006, p. 84). En efecto, en su
contribucién fundamental, que es considerada como la que dio origen a la
mecanica cuantica, Planck considerd datos estadisticos, como lo hacia
Boltzmann anteriormente, pero con una diferencia fundamental, y para que
veamos eso necesitamos una explicacion (seguiremos a Singh 2006; French
& Krause 2006, caps. 3y 4; Pais 1995, cap. 9). La historia resumida empieza
con Kirchhoff en 1859, quien verificd que los cuerpos calientes emiten energia
de radiacion con una emisiéfi\,T), que depende de la longitud de ohda
(una funcién que depende de la naturaleza del cuerpo) y de la temperatura
T. Del mismo modo, la absorcién de la radiacadh, T) sigue la misma
regla, de manera que la razén entre esas dos cantidades es a8l d por
= EQ,T).a(A,T), y entonces B(T) resulta ser una funciéon que depende
Unicamente d& y T. Kirchhoff defini6 elcuerpo negraomo aquél en que
a(\\T)=1,yasi EX,T) =¢(A,T). Ademas, él mostré que la radiacién interna
en una cavidad mantenida a una temperatura T se comporta como un cuerpo
negro, y entonces podemos estudiar experimentalmente la radiacion por

2 Una pégina donde se puede encontrar explicaciones introductorias sobre los BECs es la
“BEC Homepage”, en http://www.colorado.edu/physics/2000/bec/.



intermedio de esa cavidad. En 1884, Boltzmann, usando la teoria
electromagnética de Maxwell, mostré que

EQA,T) = c/(810).p(v,T),

dondep(A,T) es la densidad de energia de la radiacion, con frecuencia v=c/
Ay temperatura T, siendo c la velocidad de la luz en el vacio. Después, Wien
hizo una simplificacion en 1894, obtenierp(w, T)= \2.f(v/T), ecuacion en

que figura una funciép de soélo dos variables, pero una fundide una

Unica variable v/T. Para representar esa ley, Wien propuso que

p(v,T) = a.v3ebT,

que es la ley de Wien de la radiacion, damgé son coeficientes numeéricos

que deben ser fijados por las aplicaciones. En 1900, Rayleigh propuso que
p(v,T) = c.V4(T), pero no calculo el coeficientg Después, en 1905, propuso

un valor que, no obstante, contenia un error, corregido por Jeans también en
1905, resultando

117
p(v,T) = (8rv¥/c®).kT,

que es la ley de la radiacion de Rayleigh-Jeans. El problema es que cuando
V/T tiende a cero, la energia tqp@¥, T) tiende al infinito, lo que fue llamado

la catastrofe ultravioletacomo la denominé Paul Ehrenfest debido a que

el problema surge en la region de pequefias longitudes de onda en el espectro.
Planck, que habia sucedido a Kirchhoff en Berlin, propuso trabajar en el
tema de la determinacion de la funcim, T); en 1900, llegd a su ley de la
radiacion del cuerpo negro, que se escribe (SDmITit; Eisberg y Resnick

1986, p. 37)

p(v,T) = (8rv2/cd).(hvi(e™"T-1),

IDAD

donde k es la constante de Boltzmani g constante de Planck. En I%
derivacion de esa ley, que abarca tanto la ley de Rayleigh-Jeans (cuarfglo v/
T tiende a cero) y la ley de Wien (cuando Vv/T tiende al infinito), Plangk
siguio los pasos de Boltzmann adoptando una versién probabilistica @ la
entropia. Para Boltzmann, la entropia S de una configuracion estaba
relacionada con la probabilidad termodinamica W (el numero de Jfas
subdivisiones distintas de su energia, o sea, la medida de la probabilidgd de
que el sistema tenga una energia dada) por la ley S = k.InW. Planck, para
calcular la probabilidad W, en un “acto desesperado” (Singh 2006, p. 2184),
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asumié la version probabilista de Boltzmann, pero para él la probabilidad
para una configuracion de N osciladores con energia tgthlNJy entropia
S,=NS, exigia necesariamente asumir qyeetta formada por elementos
con energia finity, o gea, Y =T1.5 . Adepas, Planck trabajo con el numero
total W, de modos de distribuir P elementos de eneygéatpe Aoo N
00XIA000pET, Of3TeVIEVOD

W, = (N+P-1)I/PI(N-1)! (%)

Y, finalmente, llegd & =h.v, o sea, que los osciladores con frecuencia v
pueden emitir (o absorber) radiacion solamente en unidades be. Esa
discretizacion es considerada como la primera y fundamental hipotesis
cuantica, aunque no fuera considerada seriamente por el propio Planck,
para quién ella fue solamente una necesidad formal que deberia ser substituida
mas tarde.

¢ Qué nos muestra la ecuacion (*)? Pensemosen N=3y P =5, o0 sea,
gue tenemos 5 elementos para distribuirlos en 3 cajas. ¢ Cuantas posibilidades
hay? Por la ecuacion, precisamente 21 posibilidades, dadas en la tabla
abajo:

N 1 N 2 N 3 N 1 N 2 N 3
1 | eeeee 12 oo . .
2 [ 13 o | oee
3 eseee 14 [
2 ceee | o 15 . eoe .
5 ceee . 16 [ eee
6 o | eees 17 . . e
7 eoes | o 18 o | oes
8 o | eoes 19 [ [ .
9 . . 20 . o e
10 eoe | oo 21 o . o
11 oo o

Como se puede percibir, la indiscernibilidad de los ‘elementos’ debe ser
asumida necesariamente, 0 sea, no debe hdéetificacionesde los
elementos, como atribucion de nombres a ellos. Solamente mas tarde es
cuando Ehrenfest percibi6 la importancia metafisica de esa suposicion. Pero
eso fue mucho més tarde. Albert Einstein fue el primero que percibio la



importancia de la contribucion de Planck a los quanta de energia discretos
(elquantum de accigrcomo lo llamo después Bohr). En 1905, earswus
mirabilis, el publicé su famoso articulo sobre el efecto fotoeléctrico, utilizando

la hipotes de Planck. Pero esa es otra historia. Desde un punto de vista
filosofico, la derivacion de Planck merece atencion. En efecto, la hipétesis
de que los elementos de energia son indiscernibles es contraria a las
ensefianzas de la fisica clasica; si nosotros tuviéramos el cuidado de expresar
con detalles la derivacion de Planck en un sistema ldgico, veriamos que la
derivacién es inconsistente, como lo percibi6 Einstein en I¥1d4 Costa

& French 2003, p. 96). Sin entrar en detalles histéricos, podemos decir que
este asunto nos ensefia que la ciencia progresa a través de teorias informales
(prototeorias, o cuasi-teorias); ciertamente, un estudio de sus fundamentos
es muy importante. Entonces, debemos, entre otras cosas, entender como
se pude asumir I6gicamente esa indiscernibilidad de los quanta.

La “decantacién” de la indiscernibilidad se vio a partir de 1924, afio en
que Einstein publicé un articulo en que trataba el modo de contar los estados
posibles de agregacion de los quanta indiscernibles, a partir de un trabajo
gue le envié el fisico hinda Satyendra Nath Bose, el cual describia una nueva
derivacion de la ley de Planck sin hacer uso de la teoria electromagngtiga.
En esa derivacion, Bose habia tomado en consideracion la indiscernibilidad
de los fotones, contrastando con la estadistica clasica de Boltzmann, segun
la cual las particulas s@mdividuos pero Bose no habia prestado la debida
atencion a la indiscernibilidad. Este resultado, en las manos de Einstein,
condujo a la estadistica de Bose-Einstein y a la férmula que puede ser
encontrada en los manuales de fisica, la cual es conocida como ecuacion de
Einstein, y estd basada en la férmula original de Planck (*) mencionada
arriba. Entretanto, gracias a Einstein, ella ahora podia ser aplicada, no
solamente a fotones, sino también a las particulas materiales. En efecto, la
gran contribucion de Einstein fue suponer que el modo de contar de Bose
podria ser extendido a los &tomos en general (y no solamente a los fotones),
que se comportarian en un gas (mas tarde se vio que eso se aplica solgnente
alos gases bosonicos, y no a los fermiénicos) de la forma descrita por Bbse,
si la temperatura no fuese muy baja (el comportamiento de los ga@s a
temperaturas muy bajas, muy cerca del cero absoluto, ha conducid& en
1994, al descubrimiento de algo que ellos habian previsto en 19243los
condensados de Bose-Einsteile, los cuales hablamos un poco arriba@.
Hablar de entidades que obedecen a las ‘estadisticas cuanticas’, comg son
llamadas esas formas de contar, es asumir la indiscernibilidad de los quanta.
Los objetos que puedan ser tratados como individuos, en el sergfido
mencionado arriba, no obedecen esas estadisticas. Asi, las nuevas estadisticas
aparentemente implicaron que las particulas cuanticas deberian perqﬁr su
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individualidad; como dijo Heisenberg: “la individualidad de los corpusculos
se perdio” Cf. French & Kraus®©p. Cit., p. 105).

La indiscernibilidad de los fotones fue preponderante para la obtencion
de los resultados arriba descritos. Max Born, por ejemplo, dijo que “si esos
fotones hubieran sido tratados como genuinas particulas, teniendo una
individualidad en si mismas, la ley de Planck no hubiera sido obtenida” (Born
1943, p. 27). Podriamos asi quizas decir que Planck fue quien introdujo la
indiscernibilidad en la fisica, pero que fue Einstein quien la llevo a situaciones
mas generales y fundamentales, o sea, a las particulas materiales. Veamos
a continuacion algunas de las consecuencias filos6ficas de esas hipétesis.

3. Consecuencias de la indiscernibilidad

Primeramente, fijemos alguna terminologia, que aqui solamente puede
ser dada informalmente. Decimos @ueb son indiscernibles si ellos tienen
todas las propiedades en comun, y escribirereds Por otro lado, decimos
quea es idéntico &, y escribimosa = b si, y solamente si, ellos son el
mismo objeto, 0 sea, si ho hdgsobjetos, sino uno sélo, que puede ser
nombrado tanto pa como pomh. En las matematicas tradicionales (o sea,
aguélla que puede ser construida sobre una teoria patrén de conjuntos como
Zermelo-Fraenkel), tenemos cue b si, y solamente s =h. Esto significa
gue laidentidad es definida por medio de la indiscernibilidad, lo que esta de
acuerdo con el famoso Principio de la Identidad de los Indiscernibles, que
remonta a Leibniz. O sea, en las matematicas tradicionales, no hay entidades
indiscernibles. Pero, si la mecanica cuantica pretende tratarlas, ¢, como hacer?
Primeramente, es preciso decir que, tratandose de una teoria fisica, podemos
muy bien discutir la nocién de propiedad; ¢debemos considerar las
propiedades de localizacién espacio-temporales como legitimas?, ¢y qué decir
de las relacionales? ;O entonces debemos considerar solamente las
monadicas (que son mas cercanas a la nocién de atributos)? Todas esas
cuestiones han sido consideradas por los fildsofos, quienes presentan entonces
varias formulaciones del principio de Leibniz, dependiendo de qué sean las
propiedades. Lo que importa para nosotros es que todas esas formas, dicen
esos filésofos, son violadas por las hip6tesis cuanticas sobre la indiscernibilidad
(French 1989; French and Krause 2006). Entonces, eso apunta hacia la
violacion de una de las mas basicas asunciones de las matematicas (y de la
I6gica) tradicionales, la nocion tradicional de identidad. Abajo veremos eso
un poco mas en detalle. Antes, veamos como la indiscernibilidad es tratada
en las matematicas usuales.

Como dije, méas arriba, en las matematicas usuales (y en la légica
tradicional) no hay entidades que sean indiscernibles sin que resuléen ser
mismasentidades. Pero podremos siempre utilizar alguna especie de truco



para hablar de indiscernibles. Un modo de entender eso es seguir lo que hizo
Hermann Weyl, que nos esclarecera muchas cosas. En el apéndice B del su
libro Philosophy of Mathematics and Natural Sciefié&eyl 1949), Weyl

intento tratar las colecciones (agregados) de objetos de una forma que fuese
compatible con las leyes de la mecéanica cuantica. La idea basica es que
tenemos un conjunto S canelementos sobre el cual esta definida una
relacion de equivalencia ~. Si tomamaos el conjunto cociente S/~, sus elementos
(clases de equivalencia),C.., C son tales que cada una de ellas tiene una
cantidad de elementos de S, digamgs.., n,, y esas cantidades son tales
guen +...+n =n. Entonces, dijo Weyl, podremos quedarnos Gnicamente
con esa ‘descomposicion ordenada’ y no considerar que los objetos son
elementos de un conjunto, puesto que lo que nos interesa no es la naturaleza
de esos objetos individualmente, sino solamente la cantidad de ellos en cada
una de las clases (que él identifica con los estados fisicos). Ahora bien,
como podremos observar, para obtener las clases, hay por lo menos las
siguientes etapas a seguir: (1) empezamos con el conjunto S, que como dijo
Cantor, el fundador de la teoria de conjuntos, es una coleccién de objetos
distintosde nuestra intuicién o pensamiento; (2) mediante la relacion ~, que
definimos sobre S, obtenemos el cociente S/~; (3) consideramos los cardingles
de cada clase, cuya suma es la cantidad de elementos de S. Lo que nos pide
Weyl es que olvidemos las etapas (1) y (2), quedandonos solamente con la
(3) que es laimportante para los propésitos de la fisica. jPero eso es imposible!
La matematica clasica nos dice que debemos empezar con una coleccién
deindividuos y aunque deseemos olvidar que ellos son discernibles unos
de los otros (pues son elementos de un conjunto), eso hace parte de la
derivacion completa. Empezar por el paso (3) es omitir parte de la matematica
de la cosa.

Esa estrategia de Weyl es la utilizada, aunque no de esa forma, en la
mecanica cuantica. En efecto, suponga que deseamos considerar dos quanta
indiscernibles, como los dos electrones de un atomo de helio en el estado
fundamentd. El procedimiento general para dos quanta en estadozde
superposiciondntanglefl es lo que sigue. Primeramente, suponemos c@le

m

N

8 Las personas interesadas en los detalles pueden consultar el libro de E. Merzb@:her,
Quantum Mechanigd.970), p. 442, para ver la ecuacion de Schrodinger en el caso espeddfico
del atomo de helio. Esa ecuacion utiliza un operador, el Hamiltoniano, que contienédos
indices para nombrar los dos electrones, pero es simétrico con respecto a un cambio d:g tales
indices. En otras palabras, esos ‘nombres’ son ficticios; el propio Merzbacher hace refer;:lncia
a la “hipotesis provisional de que las particulas son distinguibles en principio”, y contiia:
“De hecho, sabemos que esa hipétesis [de que ellas son distintas] es falsa, pero (... fella]
puede ser tratada con negligencitofd,, p. 442-3). Eso corrobora fuertemente lo que estamas
intentando decir. ,_,ZJ
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los quanta son dos objetos distintos con coordengdgsx,, cuyos
comportamientos son descritos por funcioge&,) y LIJB(Xz). Escribimos
entonces una funcién (aqui en forma simplificada) como

WX, %) = Wy (%) -We(%,) £ W, 06)-W(x)%,

donde el signo + vale para los bosones y el signo — para los fermiones. Asi,
una permutacion de los indices (lo que representa una permutacion de los
quanta) no conduce a un estado que tenga densidad de probabilidad distinta
de la anterior, la cual es dada ppfx|, x,)P. O sea, empleamos un truco
matematico semejante a lo que dijo Weyl: empezamos suponiendo que
tenemos individuos y después olvidamos este hecho para que las cosas queden
bien. En efecto, eso funciona bien, puesto que la mecénica cuantica es quizas
la teoria mejor corroborada que tenemos hoy. Pero, filoséficamente, hay
una falacia: suponemos que las entidades son individuos y después olvidamos
ese hecho. ¢ Podremos llegar a una teoria que no necesite de ese truco? Tal
teoria seria mas cercana a las intuiciones primeras de Planck y en
conformidad con las estadisticas de Bose y Einstein. Lo que afirmamos es
que existe tal teoria: la teoria de cuasi-conjuntos.

4. Los cuasi-conjuntos

Una cuestion importante que debemos enfatizar es que no estamos
intentando decir que los quanta deben ser vistos como ‘pequefias bolitas’
como la tabla de arriba puede sugerir. El hecho es que la fisica cuantica (y
la fisica en general) trabaja con la hipétesis de una cierta objetividad (sin ella
no se distinguiria de las matemati¢akpciendo referencia, aunque indirecta,
a entidadesde algun tipo, las cuales son representadas en los modelos
como particulas (como en algunas interpretaciones), u ondas, o cuerdas,
etc. El hecho es que esas entidades, para las finalidades de la fisica cuantica,
pueden ser tratadas como no-individuos, o sea, como entidades que no tienen
una ‘identidad’. Eso necesita explicacion.

4 Pero como saben los filésofos, esa interpretacion de las teorias fisicas es también tema de
controversias. Nosotros no vemos cémo evitar ese compromiso de las teorias fisicas con
entidades ‘reales’ de algun tipo. El problema esta, en nuestra opinién, en el modo de cémo nos
acercamos y representamos esa ‘realidad’ por medio de nuestras teorias; podremos ser realistas,
y creer en un mundo independiente de nosotros, o ser antirealistas, de algun tipo, acreditando
gue nosotros ‘elaboramos’ el mundo de cierta forma, sea con particulas, con ondas u otra
cosa. Unainteresante defensa de un antirealismo es presentada por E. Brian Davis en su libro
[2003], que es contestada por Martin Gardner en su resefia del mismo libro (véase Gardner
2005).



El formalismo de la fisica cuantica (pensemos aqui, por simplicidad, en la
teoria no relativista) es compatible con dos tipos de metafisicas: una que ve
los quanta como no-individuos (esa es la ‘concepcion heredada’ de Born,
Schrddinger, Heisenberg, Bohr y otros); y otra que los considera como
individuos a la par de sus hermanos ‘clasicos’, descritos por la fisica clasica,
como ya dijimos mas arriba en la primer seccién. Cuando dedoms
metafisicasgueremos decir que el formalismo de la mecanica cuantica
(por medio de los espacios de Hilbert) es compatible con dos visiones de los
quanta, una como no-individuos y otra como individuos, pero la fisica no
puede decidir cual es la ‘més correcta’, si esa expresién tiene alguin sentido
aqui. La consideracion de los quanta como individuos tiene un precio, que
consiste en la restriccion que hay que hacer en los estados a que ellos pueden
acceder o en los considerados observables, ademas de una suposicién de
que su individualidad debe ser ocasionada por alguna forsubsgiatolo
gue trae mas complicaciones conceptuales (véase French & Q@aGse).

Aqui vamos a considerar la version de los no-individuos, que ciertamente es
la més interesante, y, ademas, es la que es mas cercanabdadis
theories (o teorias de ‘paquetes de propiedades’); o sea, que no nos
comprometemos con la dificil nocion de sustancia. La primera cuestiérpgs
considerar en qué sentido podremos admitir esos no-individuos. Nuestro
modo de tratar la cuestién es rechazar la propiedad “ser iglialqae
ciertamente es verdadera panasolamente para ella. Representemos esa
propiedad escribiendo, por definicid(x) =, x=a, y pensemos entonces en

el Principio de Identidad de los Indiscernibles que, como dijimos arriba, es
algo que debemos considerar. En un lenguaje de segundo orden podemos
escribir ese principio, que llamaremos PlI, conmtF(X) - F(y)) - x=vy,

en el cualx y y son variables individuales fy es una variable para las
propiedades de esos individuos. Es facil probar qi{g)s®s contada entre

las propiedades de los individuos, entonces Pll es un teorema de la I6gica de
segundo orden. En efecto)&i) esta entre las propiedades g gib tienen

en comuntodas sus propiedades, entonces cohlf@ es ciertamente g
verdadera, tenemo), o seab=a. Asi, si intentamos violar Pl admitiendoS

gue podemos tener objetos indiscernibles sin admitir algo ‘por detras’ délas
propiedades (alguna forma dabstratur), una de las salidas es negar I&
‘autenticidad’ del(x) como una propiedad ‘legitima’. Eso puede parec@r
extrafio, pero concuerda con las ideas de Schrédinger, para quien el co@epto
de identidad carece de sentido para las particulas elementales de la 4sica
cuéntica (Schrédinger 1952, pp.17-8; French & KrabpeCit). O sea, >
expresiones de la fornxa= y (como también su negaciénz y) no son bien
formadas sk y y denotan esas entidades. Asi, sin hablar (formalmentefzen
el lenguaje objeto) de la identidad y de la diversidad de las entidades b4sicas
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de que tratan nuestras teorias, podremos considerar que ellas pueden tener
todoslos atributos o propiedades en comun sin que resultéasseismas

cosas. El Pll deja de ser valido generalmente. Los detalles formales de esos
sistemas no seran presentados aqui (pero véase French & Gpa@e),

pero podremos decir que los no-individuos son, hablando intuitivamente,
entidades que carecen de identidad, o entonces que no obedecen a la teoria
de laidentidad de la légica tradicional. Asimismo, debido a los postulados,
podemos tener colecciones de esas entidades, los cuasi-conjuntos, los cuales
pueden tener un cardinal, expresando la cantidad de sus elementos, pero
ese cardinal no es definido como usualmente, por medio de los ordinales; en
resumen, hay cuasi-conjuntos que tienen cardinales, pero no ordinales.

5. Los cuasi-conjuntos en uso

Como dijimos arriba, la derivacion de las estadisticas cuanticas depende
de la hip6tesis de la indiscernibilidad de los quanta. Como hemaos visto, primero
consideramos que los objetos cuanticos son (en los formalismos) individuos,
nombrados de algun modo, por ejemplo por sus coordenadas, y después
alguna forma del Postulado de Indiscernibilidad, expresando condiciones de
simetria, es entonces necesariamente introducido, una que dice que cualquier
permutacién de esos individuos no representa nada de significativo. En esta
seccion veremos dos aplicaciones de la teoria de cuasi-conjuntos; primero,
coémo podremos expresar cosas como la descomposicién atémica de un
cierto elemento quimico por medio de ciertassi-relacionegjue nos
ayudaran a entender como las estadisticas entran en esa deseripcion.
Después veremos cOmo podemos entonces derivar las estadisticas sin hacer
esa hipotesis de la necesidad de introducir postulados de simetria. Para eso,
usaremos la teoria de los cuasi-conjuntos, aunque sin dar todos los detalles
de ella, lo que puede verse en los trabajos seleccionados en las referencias.

Veamos el primer ejemplo. Mostraremos en lineas generales como se
puede obtener la distribucion electrénica del atomo de sodio en términos de
los cuasi-conjuntos, presentando una formula del lenguaje de esa teoria que
corresponde a la expresidn?as’2p3st, sin necesidad deombrar las
entidades. Haremos uso de cuantificadores restringidps(...) debe ser
leido asi:v x(xO A - (...)), y O, x(...) es:[x(xO A O (...)). Ahora
supongamos que P es una coleccién de cuasi-conjuntos no vacios cuyos
elementos son objetos para los cuales la relacion de identidad no se aplica
(ellos son llamados m-atomos;xsés un m-atomo, escribimog(x)). La
unién de POP, es el cuasi-conjunto de los ‘quanta’. Sea S un ‘conjunto’

5 Esas ideas fueran presentadas en Krause, Sant'Annay Volkov 1999.



finito y totalmente ordenado (l@®njuntosson copias de los conjuntos de
Zermelo-Fraenkel con ur-elementos, o sea, objetos que no son conjuntos
pero que pueden ser elementos de los conjuntos) cuyos elementos llamaremos
‘estados cuanticos’, denotados sgr..., s.. Ademas, sea F un predicado
unitario definido asi: B =, m(x) Ov x(sises un cuasi-conjunto tal queél

s, entonces el cardinal dees 1) —eso puede ser escrito en el lenguaje
objeto, pero aqui no haremos eso. Intuitivamente, F dice @gian quanta

gue no puede pertenecer a mas de un estado cuantico; llamaremos esos
quantafermiones Si = F(x), entoncesx es unbosén(si la teoria es
consistente, ningdn m-atomo puede ser un fermién y un bosén, com ose
puede probar). Sea R la relacion (mas precisamente, una cuasi-relacion,
pero esas diferencias no importan aqui)

R={p, < pd POsO S}¢

sujeta a la siguiente condicion: i, 10 R y si F§&) para todox O p,
entonces el cardinal dees 1. Llamaremos esa restriccion Principio de
Pauli. Tomemos entonces nuestro ejemplo. Supongamos un atomo de sodio.
Entonceg]P tiene 11 elementos para ser distribuidos, y seass ={s,} 125

la coleccién de estados posibles —la razén para 12 estados quedara claro
enseguida. Asi, en este caso la relacion R es

R = {m)l’ SlD ceey m)u' SlZG;

con los cardinales de (i = 1, ..., 11) iguales a uno y el cardinal gjg

siendo cero. Dada una relacién R como la de arriba, siempre podemos

seleccionar una familia de sub-cuasi-conjuntdg=s1, ..., n) de S tal que

su interseccion sea vacia, o se8, = [J. En nuestro caso podemos tener
_{1'52}'5 {5354}8_{55557559 O}S Sy 12}'Cada$

es llamado urbin de energiao unmacro-estadolLos elementos 0s

son losestados de energiamicro-estadosAsi, cada Sle nuestro ejemplo 2

corresponde a un nivel de energia para los electrones del atomo de socﬁo El

macro-estado Spermite dos quanta, mas como el cardina ges cero,

solamente hay un electrén en él. De este modo, tenemos la relacion

R={ ,0p, {s,s}ttmd,0p, {s, 34}D b, 0..0p,, {S,-.-S,3 U
mn[l plZ’{ 11’ }[ﬁ

NY LA |NDISCERNIB

8 Una nueva alerta: hay diferencias entre las notaciones usadas en la teoria de losiBuasi-
conjuntos, pero estaremos aqui utilizando la notacién usual por simplicidad. Eso no nosthace
perder la generalidad y es mas aceptable desde un punto de vista intuitivo.
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donde los cardinales qe p, y dep, p, son iguales a 2, el dg
O..0p,es 6yelde, 0p,es 1. Esa relacioR es la version cuasi-
conjuntista de la expresio2s?2p°3s'.

Ahora tratemos el segundo ejemplo, el de las estadisticas. Suponga que
tenemos una cuasi-relacion como la R definida en el ejemplo precedente, o
sea, R ={p, 41 pd POs O S}, y supongamos ademas que el cardinal de
la unién de P (o sea, la cantidad de quanta considerados) es N. Los estados
posibles son, por supuesto, los K elementos de § ={S5}, como arriba,
el cual es una coleccién de sub-cuasi-conjuntos de S que son dos a dos
disjuntos. Entonces, para una situaciéon partidulpodremos definir una
relacion R={[p, §1 p00 POs [ S}, donde $Ses un elemento particular de
S. Cada una de las relacionesiBscribe intuitivamente una distribucion
particular de Nquanta en los kestados de, SAsi, podremos considerar la
cuestion basica¢De cuantas maneras distintas podremos distribllir
bosones indiscernibles el estados cuanticos®na vez que la
correspondencia entre los bosones y los estados cuanticos es dada por las
relaciones Ry considerando que los bosones no estan sujetos al Principio
de Pauli formulado arriba, la respuesta es la cantidad de relaciones R
podamos formar. Para ver eso con un ejemplo, supongamos que P =5y que
haya tres estados en S, que llamarespasy s,. Una vez que colecciones
(cuasi-conjuntos) de esos bosones con la misma cardinalidad sean
indiscernibles (esa afirmativa resulta de los postulados de la teoria de cuasi-
conjuntos), hay precisamente 21 relaciones posibles, las cuales ejemplifican
exactamente las 21 situaciones de la tabla mostrada en la seccién 2
precedente. Tomemos por ejemplo la relaciguée corresponde a la quinta
linea de la tabla, o sea, R{[p,, s, LD, s, con los cardinales de
P, P, Y p, siendo respectivamente 4, 0y 1.

De manera general, calculando las relaciongadpuedan ser formadas,
llegamos una vez mas exactamente la ecuacion (*) de la seccién 2 (Ilamada
ecuacion de Einstejnque generaliza la de Planck, pero con N en el lugar
de P en la ecuacion y con S en el lugar de N en la misma. Es importante
decir que esa férmula surgié aqui de manera ‘natural’, debido a la no-
individualidad de los quanta, sin que fuese necesario postular cualquier
condicién de simetria. El lector debe reparar que no iniciamos la derivacion
asumiendo que los quanta fueran individuos, por ejemplo atribuyéndoles
indices o nombres. La derivacion fue ‘natural’, como pensamos que debe
ser con los quanta tales como los describe la fisica cuantica. Podriamos
proseguir con otros ejemplos, pero lo que dijimos, pienso, es suficiente para
dar unaidea de los desarrollos posibles en la teoria de cuasi-conjuntos (para
mas detalles, véase el articulo mencionado arriba).



6. Un realismo de no-individuos

La idea de considerar no-individuos de eso modo nos ayuda a entender
uno de los problemas centrales del debate cuantico. Como sabemos todos
hoy, Einstein objeté contra la interpretacion probabilista de la mecénica
cuantica debido a su fuerte creencia en la separabilidad. En efecto, la filosofia
de Einstein esta fuertemente conectada con las ideas de localidad y
separabilidad. Luego, después del articulo en que presentan la ‘paradoja
EPR’ (Einstein-Podolski-Rosen), contestando la supuesta completitud de la
mecanica cuantica, como la defendia Bohr y su escuela, Einstein formulé su
propia version del argumento de la incompletud de la mecénica cuantica (él
no habia estado plenamente de acuerdo con la versién definitiva del articulo
original, hecha por Podolski), la cual esta fuertemente vinculada a esas dos
nociones. Por separabilidad entenderemos la situacién en que sistemas
separados espacialmente tienen asociados a ellos estados de cosas reales
independientes (Howard 1985; 2004). De conformidad con Einstein, el
realismo “no es una doctrina filoséfica sobre la interpretacién de las teorias
cientificas o de la semantica de los términos tedricos (...) sino que es un
postulado fisico, uno de los mas tipicamente interesantes” (citado por Howard
2004). Esa idea fundamenta su concepcién de la realidad fisica. Comaq gitjo
el propio Einstein;

(...) lo que concebimos como existiendo (‘actual’) debe estar localizado en el espacio

y en el tiempo. Esto es, lo real en una parte del espacio, A, deberia (en teoria) de
algun modo ‘existir’ independientemente de lo que es pensado como real en otra
parte del espacio B. Si un sistema fisico se extiende sobre las paBes#onces

lo que esté presente en B deberia tener una existencia independiente de lo que esté
presente en A. Lo que esté presente en B deberia entonces no depender del tipo de
medicion desarrollada en la parte del espacio A; él deberia también ser independiente
de si una medicién es o no realizada en A. (en Howard, 2004).

Asi, como dijo Howard, “el realismo es entonces la tesis de la separabilidad
espacial, la afirmacién de que la separacion espacial es una condmon
suficiente para la individuacion de los sistemas fisicos, y esa hlpotests es
hecha aqui como una condicién cuasi necesaria para la posibilidad d@una
ciencia inteligible de la fisicallfid). En efecto, en una carta a Born, Elnsteﬁ
insistio que

AGNDISCE

.. siuno abandona la hipotesis de que lo que existe en diferentes partes del espacio
tiene su propia e independiente existencia real, entonces yo simplemente no pdedo
ver lo que la fisica pretende describir. Lo que es pensado como un ‘sistema’”es,
antes de todo, Unicamente una convencién, y yo no puedo ver cémo uno pgzgjrl'a
dividir el mundo objetivamente de un modo que él pudiera hacer declaracidjes

sobre una parte de él. (en French and Krause 2006, Chap. 4). UZJ
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Las criticas usualmente dirigidas contra el principio de la separabilidad
estan centradas en el hecho de que él funciona como un principio de
individuacién para los sistemas cuanticos. Camdaviduos los sistemas
cuanticos no deberian poder estar en estados de superpositangled
state$, pues los individuodeberiantener propiedades particulares, lo que
contraria la idea de la superposicién. Entonces, la separabilidad, vista como
una condicidn suficiente para la individualidad, sugiere que la violacion de
las desigualdades de Bell implicaria, primeramente, que deberiamos rechazar
la separabilidad de los objetos cuanticos en estados de superposicién y por
tanto, en segundo lugar, esos objetos, estando en tales estados, no deberian
poder ser considerados como individuos. En otras palabras, el teorema de
Bell implicaria la no-individualidad.

Por nuestra parte, pensamos que la eliminacion de la idea de separabilidad,
como esta indicada arriba, se justifica solamente si nosotros aceptamos los
objetos cuanticos como si fueran ‘objetos clasicos’, y sabemos que ellos no
lo son. Entonces, si suponemos que hay ‘objetos’ (por la falta de una palabra
mas adecuada) que no tienen individualidad, pero que pueden ser agrupados
en colecciones que tienen un cardinal pero no un ordinal asociado (aunque
ese cardinal pueda cambiar con el tiempo, como es el caso cuando entran
las consideraciones relativistas), podremos hablar de ‘ellos’ sin
individualizarlos. Entretanto, como esas entidades (eventualmente) se
asemejan totalmente, como los electrones, no hay cdmo decir que forman
sistemas que tienen sus propiedades caracteristicas (o individuales), y eso
vale inclusive para las propiedades de localizacion espacio-temporal. En
efecto, uno podria decir, podemos nombrar dos electrones que estan
localizados en posiciones distintas del espacio en un instante dado, como
uno aqui en la red de mi computador (lamemos a ese electrén Pedro) y otro
en la pared de mi casa (al cual llamaremos Paulo). Pero esos nombres
solamente ocasionan una individualidad fictiom¢k individuality, como
la llaman Dalla Chiara y Toraldo di Francia (1993, p. 266), no pudiendo ser
considerados como ‘designadores rigidos’ en el sentido de Kripke (o sea,
como términos del lenguaje que designami@smos objetosn todos los
mundos posibles), pues ‘Pedro’ puede ser el nombcaalgquierelectrén
del universo, sin que haya diferencia entre dos situaciones obtenidas
cambiando ‘un Pedro’ por ‘otro’ (en verdad, todos los electrones son ‘Pedros’).
Déjenme insistir en este punto. Hoy en dia existen ciertas experiencias en
las cuales se puede ‘aprisionar’ un electrén por medio de fuertes campos
electro-magnéticos. Sillamamos a uno de esos electrones ‘Pedro’, uno podria
decir que él queda individualizado. Si realizamos el experimento dos veces
en locales distintos, entonces el otro quanta de la misma especie podria
llamarse ‘Paulo’, y podriamos pensar que quedan individualizados por sus



localizaciones espaciales. Pero eso no es asi tan simple. La idea asociada a
un nombre es la de que sirva para que nosotros podamos reconocer el objeto
nombrado en otras situaciones, como cuando nos encontramos en otra ocasion
a un amigo (Pedro) en la calle y lo llamamos por su nombre. Aungue, como
dijo Hume, lo hacemos por la fuerza del habito, todo pasa como si la persona
que reconocimos como siendo nuestro amigo sea de hecho él. Eso no ocurre
con los electrones. Seria como si cualesquiera de nuestros amigos pudiera
ser Pedro, y sabemos que este no es el caso con nuestros amigos. El electron
aprisionado en el experimento puede ser cambiado por ‘otro’ (sea lo que sea
que entendamos por ‘otro’ en este contexto), por ejemplo deshaciendo el
experimento y haciéndolo una vez mas (jamas podremaos decir que el ‘nuevo’
electrén aprisionado ed mismoque el anterior, o que esstinto de él;
esas palabras no tienen sentido preciso aqui). Ademas, en el formalismo, si
representamos el quanta ‘Pedrop |JCy el quanta ‘Paula'op |JLlentonces
si intentamos hablar del sistema conjunto debemos hacerlo por una funcién
|0,0= 00|00+ |g00j0(excepto por unas constantes, como indiqué en la
ecuacion (**) de la seccidn 3, y entonces la densidad de probabilidad conjunta
sera | [(0F, 6ue €0 diotivta & ||[JOF + ||JOF debido a urtérmino de
interferenciebue atoipexe ev €A deaappoAAo &€ ||, [F. En sintesis, los quantay 29
ya no pueden ser individualizados, de modo que ya no sabremos cuél de
ellos esta donde deberia estar ‘Pedro’ y cudl es el que esta donde deberia
estar ‘Paulo’. Ellos se quedamisturados(entangled y su identidad se
pierde. De esa forma, como dijo Schrodinger, si intentamos decir que el
electron que estaba aqui en un instante de tigjrggel mismo electron
que esta alla en el tiempg(cont, >t)), eso debe ser entendido solamente
como una abreviacién de lenguaje (1952, p. 17). En verdad, no tenemos un
lenguaje adecuado para tratar de esas entidades que no tienen individualidad.
La teoria de cuasi-conjuntos puede prestarse, por lo menos parcialmente,
para esos propositos (Ballén 2000).

Lainsistencia de Einstein en que deba haber separabilidad puede entonces
ser entendida no como implicando que los sistemas fisicogsiédduos 2
sino que aun sin individualidad, como es la suposicion que dije para lle@r a
la estadistica de Bose-Einstesigan contados como mas de ulwoque g
lleva necesariamente a una ontologia de no-individuos. La dificultadide
tratamiento de esa ontologia, como se puede percibir, es grande, pero Qlizas
los sistemas de cuasi-conjuntos mencionados arriba puedan ser una p@nera
aproximacion en esa direccion. Asi, se ve que la contribucion fundamestal
de Einstein, cuyos precursores fueran Planck y Bose, sugirié también-una
nueva ontologia. Eso muestra que las ideas del gran maestro conti§lan
proporcionandonos nuevas y originales suposiciones filosoficas y ain Iég?as.

L
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