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EL NUMERO OPTIMO DE EMPRESAS BAJO COMPETENCIA
DE BERTRAND

GERMAN COLOMA*

Resumen

Este trabajo es acerca de un modelo de competencia en precios en el mercado de
un producto homogéneo con libre entrada de empresas idénticas y rendimientos
variables a escala. Si el niimero optimo de empresas activas en el mercado es
dos o mds, y el niimero de empresas activas es igual a dicho niimero optimo,
entonces el equilibrio de Bertrand existe para dicho niimero 6ptimo, y no existe
si el niimero de empresas activas es menor que el optimo. El modelo, sin em-
bargo, no descarta la existencia de equilibrios con mds empresas activas que el
dptimo. Finalmente, si el niimero optimo de empresas es igual a uno, entonces
el equilibrio de Bertrand no existe.

Palabras clave: Equilibrio de Bertrand, Rendimientos variables, Libre entrada,
Niimero de empresas.

Abstract

This paper is about a model of Bertrand competition in a homogeneous-good
market with free entry of identical firms and variable returns to scale. If the
optimum number of active firms in the market is two or more, and the number of
active firms is equal to that optimum number, then Bertrand equilibrium exists
for that optimum number, and it does not exist if the number of active firms is
less than the optimum. The model, however, does not rule out the existence of
Bertrand equilibria with more active firms than the optimum number. Finally,
when the optimum number of active firms in the market is one, Bertrand equi-
librium does not exist.

Key words: Bertrand equilibrium, Variable returns to scale, Free entry, Number
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1. INTRODUCCION

Desde que fue tratado por primera vez por Marshall (1890), el tema del
nimero 6ptimo de empresas (y su comparacién con el niimero de empresas de
equilibrio en un mercado) se volvid tradicional en el andlisis econémico de la
competencia perfecta. Posteriormente recibié también atencién para casos de
competencia de Cournot (Mankiw y Whinston, 1986; Corchon y Fradera, 2002),
competencia monopolistica (Dixit y Stiglitz, 1977; Anderson et al., 1995) y
colusién (Brander y Spencer, 1985; Friedman y Thisse, 1994).

En este trabajo consideraremos la relacion entre el nimero éptimo de em-
presas y el nimero de empresas de equilibrio bajo competencia de Bertrand,
en mercados de productos homogéneos con libre entrada. Para ello desarrolla-
remos un modelo con empresas idénticas que poseen una clase particular de
funcién de costos con rendimientos variables a escala, consistente en la suma
de un costo variable convexo y de un costo fijo evitable. Empresas idénticas y
rendimientos variables son requisitos virtualmente indispensables para analizar
el nimero 6ptimo de empresas en un mercado. Si las empresas no son idénticas,
el problema implica también definir cudles empresas deberfan estar activas y
cudles no, y no simplemente la determinacién de un nimero éptimo de em-
presas activas. Por el contrario, si los rendimientos a escala no son variables,
encontrar el nimero ptimo de empresas se vuelve trivial: es igual a uno si los
rendimientos son crecientes, tiende a infinito si son decrecientes, y es irrelevante
si los rendimientos a escala son constantes.

Un punto caracteristico que suelen tratar los trabajos sobre comparacion entre
nimero 6ptimo de empresas y nimero de empresas en equilibrio es la posible
coincidencia o divergencia entre ambos conceptos, siendo el resultado cldsico
al respecto la idea de que, mientras los dos conceptos coinciden en mercados de
competencia perfecta, los mismos divergen en otros tipos de mercados. En este
trabajo veremos que, para el caso de la competencia de Bertrand con produc-
tos homogéneos y rendimientos variables a escala, el nimero de empresas en
equilibrio puede coincidir con el niimero 6ptimo de empresas, pero que también
puede divergir de un modo en particular. Dicho modo tiene que ver con el hecho
de que, en nuestro modelo, el nimero de empresas en equilibrio puede llegar a
ser mayor que el nimero éptimo, pero nunca menor.

Como los modelos de competencia en precios han sido desarrollados tipi-
camente en contextos de rendimientos a escala no variables, la optimalidad del
nimero de empresas en equilibrio bajo competencia de Bertrand en mercados
con productos homogéneos es un tema bastante inusual en la literatura. Pero la
libre entrada bajo competencia en precios si ha sido analizada para diferentes
situaciones de rendimientos crecientes como un modo de limitar el poder mo-
nopdlico (Sharkey y Sibley, 1993; Chowdhury, 2002). También hemos hallado
un trabajo que estudia la posible convergencia del equilibrio de Bertrand a
un equilibrio de competencia perfecta en una situacién de libre entrada con
rendimientos variables (Novshek y Chowdhury, 2003), otro que trata sobre el
tema de la libre entrada con rendimientos variables a escala en el contexto de
una competencia del tipo Bertrand-Edgeworth (Yano, 2006), y otro que busca
encontrar condiciones de largo plazo bajo las cuales cierto nimero de empre-
sas, aunque no necesariamente el 6ptimo, se encuentra activo en un mercado
(Ferreira y Dufourt, 2007).
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El presente trabajo también puede incluirse dentro de la literatura sobre la
relacién entre el equilibrio de Bertrand y la “desafiabilidad” de los mercados
(market contestability), de la cual son ejemplos Chaudhuri (1998) y D’ Aspremont,
Ferreira y Gérard-Varet (2000), o verse como una continuacién de un trabajo
previo sobre el equilibrio de Bertrand en mercados con rendimientos variables a
escala (Saporiti y Coloma, 2010). Ese ultimo articulo es en rigor una extension
de la literatura sobre equilibrio de Bertrand cuando las empresas tienen fun-
ciones de costos variables convexas (Dastidar, 1995; Weibull, 2006) a un caso
en el cual las mismas también afrontan un costo fijo evitable o “no hundido™!.

Este trabajo, sin embargo, tiene una diferencia fundamental con Saporiti y
Coloma (2010), ya que en aquel trabajo no se analiza la posible entrada de em-
presas al mercado ni se estudia el tema del niimero 6ptimo de empresas activas.
De hecho, la principal contribucién de Saporiti y Coloma (2010) tiene que ver
con un resultado de existencia del equilibrio de Bertrand en casos de funciones
de costos superaditivas, y de inexistencia del mismo en casos de funciones de
costos subaditivas. Dicho resultado también aparecerd tangencialmente en el
presente trabajo, cuando analicemos situaciones en las cuales el nimero éptimo
de empresas en el mercado es igual a uno.

2. DESCRIPCION DEL MODELO

Consideremos el mercado de un producto homogéneo con muchas empresas
potencialmente oferentes. Cada una de ellas tiene la siguiente funcién de costos
con rendimientos variables a escala:

0 (siQi=0)

1 )= ;
M o) {VC(Q,-) +F (51 Qi > 0)
donde Q; es la cantidad ofrecida por la iésima empresa, VC en una funcién con-
tinua, creciente y estrictamente convexa de Q,, y F' es un pardmetro no negativo
que representa un costo fijo evitable o no hundido. Esta funcién de costos puede
expresarse también como una funcién de costo medio AC(Q;) = C(Q,)/0..

Supongamos que en este mercado hay n empresas activas (es decir, n empresas
que ofrecen Q; > 0), y que las restantes empresas estdn inactivas (esto es, ofrecen
0, = 0). Respecto de cierta cantidad total O, el nimero 6ptimo de empresas (1n*)
es el nimero de empresas activas para el cual se da que AC(Q/n*) < AC(Q/m),
para todo m = n*.

Representemos la demanda agregada del mercado a través de la expresion
Q = D(P), donde P es el precio pagado por los consumidores. Supongamos que D
es una funcion continua y decreciente de P, con lim,_, D(P) =0y D(0) = K > 0.
En ese caso podemos definir al nimero 6ptimo de empresas en el mercado

En Saporiti y Coloma (2010) se analiza también el caso intermedio en el cual parte de los
costos fijos son inevitables o hundidos y otra parte son evitables o no hundidos. Dicho
caso intermedio no juega ningtin papel en el modelo presentado en el presente trabajo,
en el cual supondremos que todos los costos fijos son evitables.
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como el nimero de empresas activas para el cual se da que P;(n*) < P,(m),
para todo m # n*, donde P;(n) = min{P: AC(D(P)/n*) = P} y P,(m) = min{P:
AC(D(P)/m) = P}. P,(n) es por lo tanto el “precio de autofinanciamiento” (break-
even price) para un caso con n empresas activas en el mercado.

Supongamos ahora que, si este mercado estd en una situaciéon de competencia en
precios, cada empresa enfrenta la siguiente funcién de demanda individual:

0 (si Pi> Pj, para algin j # i)

@) Dip.py)=1P®)  (iPi=Pj paratodoj € N,y Pi<Pk, paratodo k & N);

n Lo o .
DEP,) (si Pi < Pj, para todo j = 1)

donde P, es el precio elegido por la i€sima empresa, P;es el precio elegido por
la jotaésima empresa, P, es el precio elegido por la k-ésima empresa, n es el
ndmero de empresas activas, y N es el conjunto de empresas activas.

Noétese que esta definicién de la funcién de demanda de la empresa individual
supone una “regla de reparto igualitario” (equal sharing rule), es decir, la idea
de que si n empresas cobran el mismo precio y ese precio es el minimo precio
cobrado por todo el conjunto de empresas, entonces la demanda se reparte equi-
tativamente entre las n empresas activas?. También implica que cada empresa
activa debe satisfacer toda la demanda que enfrenta, igual a D(P,)/n.

Notese que, debido a este tltimo requerimiento, el precio de autofinancia-
miento P, (n) representa el minimo precio al cual cada empresa activa puede
obtener un beneficio no negativo. Dada la forma de la funcién de costos de las
empresas individuales, sin embargo, existe también otro precio que genera un
beneficio nulo, que es Py(n) = max{P: AC(D(P)/n) = P}, y que es el maximo
precio al cual n empresas activas pueden obtener de manera simultidnea un
beneficio no negativo. Supongamos ademads que, para todo P € (P,(n); Py(n)),
se da que P > AC(D(P)/n) y que, por lo menos para n = 1, el intervalo [P, (n);
P(n)] no es un conjunto vacio.

La definicién de demanda usada en este trabajo implica que cada empresa
individual obtiene un beneficio [I; igual a:

(3) I; = P - Di(P, P-i)~ C(Di(PLP-y)):

lo cual quiere decir que cada empresa activa obtiene un beneficio igual a:

@ Hi:E.M_W;(wj_F;
n n

mientras que cada empresa inactiva obtiene un beneficio igual a cero.

2 Para ver otras reglas aplicables a situaciones de competencia en precios, véase Hoernig
(2007).



El nimero 6ptimo de empresas bajo competencia... / Germdn Coloma 193

En una situacién de competencia en precios como la descrita, un equilibrio
de Bertrand es un vector de precios Pn tal que, para todoi € Ny todo P; €
[0, =), se da que [[(P, P_) > Il Pi, P_)y, paratodo k ¢ Nytodo P; €
[0, =), se da que [I,( P;, P_,) < 0. Designaremos con la expresién B(G,)
al conjunto de dichos equilibrios, donde n es el nimero de empresas que
pertenecen a N.

En una situacién de equilibrio de Bertrand, entonces, encontraremos siempre
un grupo de empresas (las que pertenecen al conjunto N) que estardn activas (es
decir, vendiendo cantidades positivas del bien bajo andlisis) y obteniendo bene-
ficios no negativos, y otro grupo de empresas (las que no pertenecen al conjunto
N) que estardn inactivas y obteniendo beneficios nulos. Adicionalmente, y en
virtud de la definicién de demanda individual que utilizamos, todas las empre-
sas activas deberdn estar cobrando el mismo precio P (al que denominaremos
“precio de equilibrio de Bertrand”). La misma definicion nos asegura también
que, en todo equilibrio de Bertrand, las empresas inactivas estardn cobrando
un precio P,, mayor que P,. Este tltimo hecho serd justamente la causa por la
cual dichas empresas permanecerdn inactivas en equilibrio.

El lector podra notar también que el modelo utilizado en el presente trabajo
es en algin sentido similar al que aparece en trabajos referidos al tema del
nimero de empresas en equilibrio bajo competencia monopolistica. La gran
diferencia entre aquellos modelos y €ste, sin embargo, estd en que cuando hay
competencia monopolistica hay también diferenciacién de productos, y por
lo tanto la demanda individual de cada empresa es sustancialmente diferente
a la que suponemos en el presente articulo. Dicha diferenciacién de produc-
tos es la que hace, por ejemplo, que bajo competencia monopolistica sea
posible que existan varias empresas activas cobrando precios diferentes (por
productos levemente diferenciados), cosa que no puede ocurrir en un modelo
de competencia de Bertrand con productos homogéneos como el descrito en
el presente trabajo.

3. RESULTADOS
3.1. Resultados preliminares

Antes de proceder a demostrar los principales resultados de este trabajo,
enunciaremos y probaremos una serie de lemas que nos resultaran ttiles en
dicha tarea, y que son los siguientes:

Lema 1: Si Pn € B(G,), entonces Py > P,(n).

Prueba: De la definicién de equilibrio de Bertrand sabemos que, para todo
i€ N, P, = Pp. SiP;(n) = min{P: AC(D(P)/n) = P}, entonces no existe ningtin
Py < P,(n) para el cual se dé que Py > AC(D(Pg)/n). Por ende no puede haber
ningin P, < P,(n) para el cual se dé€ que [I; > 0, y consecuentemente no
puede haber tampoco un vector de precios Pn € B(G,) para el cual se dé€ que
Pg< P/(n),qed.
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Lema 2: Si Pn € B(G,), entonces Py < Py(n).

Prueba: Si Py(n) = max{P: AC(D(P)/n) = P}, entonces no existe ningiin
Py > Py(n) para el cual se dé que P, > AC(D(Py)/n). Por ende no puede haber
ningun Py > Py(n) para el cual se dé que II; > 0, y consecuentemente no
puede haber tampoco un vector de precios Pr € B(G,) para el cual se dé que
Py> Py(n), q.ed.

Lema 3: Si Pn € B(G,), entonces Py < P,(n+1).

Prueba: Supdngase, por el contrario, que P, > P,(n+1). Entonces recuérdese
que, por definicion, P,(n+1) = min{P: AC[D(P)/(n+1)] = P}, por lo cual, si n+1
empresas cobran P, obtienen un beneficio positivo. En ese caso Pn no puede
ser un equilibrio en el que s6lo n empresas estén activas, y consecuentemente
Pn ¢ B(G,), q.ed.

Lema 4: Si Pn € B(G,), entonces Py < P/(1).

Prueba: Supdngase, por el contrario, que Py > P,(1). Entonces la k-ésima
empresa podria fijar un precio P; = Py — P; > P,(1), y obtener I[, = P; -D
(P;)—VC[D(P;)] — F > 0. En ese caso Pn no puede ser un equilibrio, y conse-
cuentemente Pn ¢ B(G,), q.e.d.

Combinando los lemas 1, 2, 3 y 4, y la definicién de equilibrio de Bertrand,
es posible probar un primer resultado importante que establece condiciones
necesarias y suficientes para la existencia del equilibrio. Dicho resultado es la
proposicion 1.

Proposicién 1: Supongase que n 2 2. Entonces B(G,) # @ si y solo si
P,(n) < P,(n+1)y P,(n) < P,(1).

Prueba: Combinando los lemas 1 y 3 obtenemos que, si B(G,) # @, entonces
P,(n) <P,(n+1). Combinando los lemas 1y 4 obtenemos que, si B(G,) @, enton-
ces P;(n) <P;(1).Porlo tanto, si B(G,) no estd vacio, entonces P;(n) < P;(n+1)
y P (n) <P(1).

Recuérdese ahora que, si P;(n) < P,(n+1)y P,;(n) < P,(1), entonces existe
un conjunto no vacio de precios [P,(n); P,(n+1)] N [P;(n); P,(1)] " [P,(n);
Py(n)]. Si Py pertenece a dicho conjunto y n > 2, serd un precio de equilibrio de
Bertrand, porque todas las empresas activas preferirdn cobrar P y permanecer
activas en vez de cobrar P; > Py volverse inactivas, todas las empresas inacti-
vas preferirdn cobrar P, > P en vez de P, = Py volverse activas, y todas las
empresas (activas e inactivas) preferirdn quedarse como estan en vez de cobrar
P, < Py convertirse en los unicos oferentes de todo el mercado. Por lo tanto,
sin22yPge [P/(n); P(n+1)] [P, (n); P,(1)] [P, (n); Py(n)], entonces
Pn € B(G,), y B(G,) no esté vacio.

Combinando los dos resultados para el caso donde n > 2, vemos que B(G,) # @
siysdlosiP;(n) <P, (n+1)y P,(n) <P, (1), q.ed.
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Laidea basica detras del resultado expresado en la proposicion 1 tiene que ver
con cierta relacién que tiene que haber entre los precios de autofinanciamiento
para que el equilibrio de Bertrand pueda existir con determinado nimero de
empresas activas. Lo que surge de ella es que, si el nimero de empresas activas
en equilibrio es igual a n, entonces el precio de equilibrio P tiene forzosamente
que ser mayor o igual que el precio de autofinanciamiento correspondiente a
una situacién con n empresas activas (P,(n)) pero, al mismo tiempo, tiene que
ser menor o igual que el precio de autofinanciamiento con n+/ empresas activas
(P;(n+1)) y que el precio de autofinanciamiento con una sola empresa activa
(P,(1)). Si eso no ocurre, entonces no puede haber un equilibrio de Bertrand
con n empresas activas. Si P, es menor que P,(n), las empresas activas tienen
beneficios negativos y entonces van a preferir volverse inactivas. Si, en cambio,
P es mayor que P, (n+1), entonces alguna empresa inactiva tendra incentivo a
volverse activa (y el nimero de empresas en equilibrio no serd mas » sino n+1).
Y finalmente, si P es mayor que P, (1), entonces alguna empresa inactiva tendrd
incentivo a bajar su precio por debajo de P y monopolizar el mercado (con lo
cual el nimero de empresas activas pasard a ser uno en vez de n).

3.2. Numero 6ptimo de empresas y equilibrios de Bertrand

Estamos ahora en posicién de probar el resultado principal de este traba-
jo, 1éase, la relacién entre el nimero ptimo de empresas en un mercado y la
existencia del equilibrio de Bertrand para dicho niimero de empresas. Dicho
resultado es la proposicion 2.

Proposicion 2: Si n* > 2 es el niimero dptimo de empresas en el mercado,
entonces B(G,.) = 0.

Prueba: Recuérdese que, si n* es el nimero optimo de empresas en el mer-
cado, P;(n*) < P,(m), para todo m # n*. Entonces, en particular, se da que
PL(n*).S. P,(n+l1)y P;(n*) < P,(I). Siesoesasiyn®>2, entonces por la
proposicién 1 sabemos que B(G, ) no estd vacio, q.e.d.

Habiendo probado la existencia del equilibrio de Bertrand cuando el nimero
de empresas activas es el optimo (y n* > 2), probaremos ahora un resultado
adicional, relacionado con la inexistencia del equilibrio de Bertrand cuando el
ndmero de empresas activas es menor que el nimero 6ptimo de empresas en el
mercado. Para ello es conveniente enunciar primero el siguiente lema:

Lema 5: Si n* es el niimero éptimo de empresas en el mercado y m < n*, en-
tonces P;(m) > P,(m+1).

Prueba: Si n* es el nimero 6ptimo de empresas en el mercado y m no es
el nimero 6ptimo, entonces P,(n*) < P;(m). Si m = n*-I, por lo tanto,
P,(m)> P;(m+1) = P,(n*). Pero sim < n*-1, entonces Q, = D[P;(m)]/m tiene
que ser una cantidad para la cual AC(Q,) es creciente. Por ende, como m < m+1,
debe darse que AC[D(P,(m))/m] > AC[D(P,(m+1))/(m+1)], y consecuentemente
P,(m) > P;(m+1). Combinando los dos resultados se obtiene que, si m < n*,
entonces P,(m) > P;(m+1), g.e.d.



196 Estudios de Economia, Vol. 37 - N° 2

Si ahora combinamos los resultados de los lemas 1, 3 y 5, resulta posible
probar la siguiente proposicion:

Proposicion 3: Si n* es el niimero dptimo de empresas en el mercadoy m < n*,
entonces B(G,,) = (.

Prueba: De aplicar el lema 5 sabemos que, si n* es el niimero 6ptimo de em-
presas en el mercado y m < n*, entonces P,(m) > P,;(m+1). Pero de aplicar los
lemas 1y 3 sabemos que, si B(G,,) # @, entonces P,(m) < P,(m+1). Por ende,
si P;(m) > P,(m+1), entonces B(G,, ) esté vacio, g.e.d.

La inexistencia del equilibrio de Bertrand con menos empresas activas que
el 6ptimo, sin embargo, no descarta la posibilidad de encontrar equilibrios de
Bertrand con mds empresas activas que el nlimero 6ptimo. Esto ocurre si el
nimero de empresas activas (m) es mayor que el nimero éptimo de empresas
y, al mismo tiempo, se da que P;(m) < P,(1).

Proposiciéon 4: Supdngase que n* = 2 es el niimero dptimo de empresas en el
mercado, y que m > n*. Entonces, si P,(m) < P,(1), B(G,) = @.

Prueba: Si n* es el nimero 6ptimo de empresas en el mercado y m > n¥,
entonces Q; = D[P,;(m)]/m tiene que ser una cantidad para la cual AC(Q,)
es decreciente. Por ende, como m+1 > m, debe darse que AC[D(P,;(m+1))/
(m+1)] > AC[D(P;(m+1))/m], y consecuentemente P, (m+1) > P,(m). Si,
adicionalmente, P,(m) < P,(1), entonces la proposicién 1 nos dice que B(G,,)
no esta vacfo, q.e.d.

Las proposiciones 3 y 4 ilustran la relacién que tiene en nuestro modelo el
concepto de equilibrio de Bertrand con el concepto de rendimientos variables
a escala mencionado en la introduccién. En efecto, como la funcién de costos
que hemos supuesto para nuestras empresas tiene un componente fijo y otro
componente variable convexo, entonces la misma genera una funcién de costo
variable (AC(Q,)) que es decreciente hasta cierta cantidad y que luego se vuelve
creciente. Esto hace que los rendimientos a escala implicitos en dicha funcién
de costos sean variables, siendo primero crecientes (para el tramo en el cual
AC(Q,) es decreciente) y luego crecientes (para el tramo en el cual AC(Q,) es
creciente).

Ahora bien, de la definicién de niimero éptimo de empresas (n*) surge que
dicho nimero no es otro que aquél para el cual se da que Q; = D[P, (n*)]/n* es
la cantidad mds cercana posible al punto en el cual los rendimientos dejan de
ser crecientes y pasan a ser decrecientes. Esto implica que, si m > n*, entonces
O, = D[P,(m)]/m tiene que ser una cantidad que se encuentra en el tramo de-
creciente de AC(Q,) y que, si m < n*, entonces Q; = D[P,(m)]/m tiene que ser
una cantidad que se encuentra en el tramo creciente de AC(Q,).

Lo expresado en el parrafo anterior es precisamente lo que hace que en ciertos
casos sea posible que existan equilibrios de Bertrand con un nimero de empresas
mayor que n* pero que no puedan existir equilibrios con un nimero de empresas
menor que n*. En efecto, si m > n*, la forma decreciente de AC(Q;) en el tramo
relevante hard que, si existe, P,(m+1) sea mayor que P,(m). Inversamente, si
m < n*, entonces la forma creciente de AC(Q,) en el tramo relevante serd la que
haga que P,(m+1) sea menor que P,(m). En este ultimo caso, por lo tanto, no
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serd posible sostener un equilibrio de Bertrand con m empresas, ya que siempre
habrd un incentivo para que alguna empresa inactiva quiera entrar al mercado y
el nimero de empresas activas pase a ser m+1 (en vez de m).

3.3. El caso de una sola empresa activa

Quizas el lector haya notado que, en las proposiciones 1, 2 y 4, nos hemos
restringido a situaciones en las que el niimero de empresas activas en el mercado
es mayor o igual que dos. Esto se debe a que, bajo nuestra definicion del espacio
de estrategias de las empresas y en virtud de la regla de reparto elegida para
definir las demandas individuales, B(G,) es siempre un conjunto vacio.

Para el caso en el que el niimero 6ptimo de empresas activas es n* > 2, el
cardcter vacio del conjunto B(G,) puede probarse aplicando de manera directa
la proposicién 3 al caso particular en el que m = /. Cuando el nimero 6ptimo de
empresas activas es uno, en cambio, B(G,,) estd vacio para todo m > I, incluyendo
am = I como un caso especial. Esto puede probarse del siguiente modo:

Proposicion 5: Si el niimero dptimo de empresas en el mercado es uno, entonces
B(G,,) = @ para todom 2 1.

Prueba: Combinando los lemas 1 y 4, sabemos que si B(G,,) # @, entonces
P,(m) < P;(1). Pero si el nlimero 6ptimo de empresas activas es uno, entonces
P,(m) > P,(1) para todo m > 2, y por ende B(G,,) = (J para todo m > 2.

Si, en cambio, el nimero 6ptimo de empresas activas es unoy m = 1, la com-
binacion de los lemas 1y 4 implica que P, (1) < Py < P,(1), con lo cual el tinico
posible precio de equilibrio de Bertrand seria Py = P, (1). Pero si la tinica empresa
activa estd cobrando Py = P, (1), entonces todas las empresas inactivas tienen que
estar cobrando P, > P,(1). Debe por lo tanto existir algiin P; = P, —€ > P,(1)
para el cual la empresa activa puede obtener un beneficio positivo, y por lo tanto
P, (1) no puede ser un precio de equilibrio y B(G,) = @.

Por ende, si el niimero éptimo de empresas en el mercado es uno, entonces
B(G,,) esta vacio para todom > 1, q.e.d.

Notese que decir que el equilibrio de Bertrand no existe cuando el niimero
6ptimo de empresas en el mercado es uno es equivalente a decir que B(G,,)
estd vacio para cualquier m > [ si el mercado es un monopolio natural. Si el
mercado no es un monopolio natural, en cambio, sabemos por la proposicién 2
que siempre podremos encontrar una asignacién de equilibrio de Bertrand, al
menos para el caso en el cual el niimero de empresas activas sea igual al nimero
optimo de empresas en el mercado.

La inexistencia del equilibrio de Bertrand en una situacién como esta, sin
embargo, depende de manera esencial de la regla de reparto de la demanda que
estamos utilizando en este trabajo para los casos en los cuales dos o mis empresas
fijan el mismo precio (que es la regla de reparto igualitario). Si cambidramos dicha
regla (como hace Hoernig, 2007), podriamos hallar un equilibrio de Bertrand
con una empresa activa que abastece todo el mercado y algunas otras empresas
inactivas que cobraran el mismo precio P, que la empresa activa. También re-
sultarfa posible hallar equilibrios con una sola empresa activa si definiéramos
el espacio de estrategias de modo de que el precio sea una variable discreta y
no continua (como ocurre en Chaudhuri, 1998, y en Chowdhury, 2002).
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Si el precio se transforma en una variable discreta se abre también una via
alternativa para analizar posibles equilibrios de Bertrand en estrategias mixtas
(en vez de equilibrios en estrategias puras, como son todos los que analizamos
en el presente trabajo). Dichos equilibrios también han sido explorados por la
literatura en modelos en los cuales la variable estratégica de las empresas no
es el precio sino la decision de entrar o no entrar al mercado, y en los cuales es
comun que el equilibrio quede determinado como un conjunto de probabilidades
de que cada una de las empresas participantes entre o no al mercado3.

4. EJEMPLO NUMERICO

Los resultados de la seccién anterior nos muestran que, en este tipo de mer-
cados donde hay libre entrada de empresas idénticas con rendimientos variables
a escala, el equilibrio de Bertrand existe si el nimero éptimo de empresas es
mayor o igual que dos y el nimero de empresas activas es el 6ptimo. También
nos dicen que dicho equilibrio no existe si el nimero éptimo de empresas es
igual a uno, tampoco si el nimero de empresas activas es menor que el éptimo,
pero que puede existir si el nimero éptimo de empresas es mayor o igual que
dos y el niimero de empresas activas es mayor que el optimo. Esto es 1o que nos
mostrard el siguiente ejemplo numérico.

Considérese una situacion en la cual C(Q,) = 0,5-Q2 + 3 cuando Q, > 0y
C(0) = 0, y sup6ngase que la funcién de demanda agregadaes Q = 12 — 2-P.
Entonces la correspondiente funcion de costo medio con n empresas activas es
AC(Q/m) = 0,5-(Q/n) + 3-n/Q. Con estas funciones, los precios de autofinancia-
miento para los distintos nimeros posibles de empresas activas son P, (1) = 3,2753,
P,(2) = 2,5858, P,(3) = 2,451, P,(4) = 2,6202 y P,(5) = 3.5. Cuando n 2 6,
P, (n) no existe, porque la funcién de demanda agregada no se cruza con AC(Q/n).
Observando los diferentes valores de P,(n), podemos hallar que el nimero
6ptimo de empresas activas en este mercado es tres, ya que P,(3) = 2,451 es el
minimo valor posible para P;(n) = AC(D(P)/n). La cantidad demandada en una
situacién en la cual P = P,(3), por su parte, es Q = 7,098.

Que tres es el nimero ptimo de empresas activas cuando Q = 7,098 puede
deducirse también de inspeccionar las funciones de costo medio para distintos
nimeros de empresas activas, y encontrar cudl es el minimo AC(Q/n) para
cada posible valor de Q. Haciendo eso encontramos que el nimero 6ptimo de
empresas activas es uno para Q < 3,4641, dos para 3,4641 < Q < 6, tres para
6 <Q <8,4853,y cuatro para 8,4853 < Q < 10,9545. Como Q = 7,098 pertenece
al intervalo [6; 8,4853], el nimero optimo de empresas es tres.

Si hay tres empresas activas en este mercado, el conjunto de posibles
precios de equilibrio de Bertrand estd dado por el intervalo [P,(3) = 2,451;
P,(4) = 2,6202], que es el rango para el cual tres empresas activas obtienen
beneficios positivos pero una cuarta empresa obtendria beneficios negativos
si se volviera activa. Ningtn equilibrio de Bertrand existe paran =1 6n =2
ya que, si P = P,(1) = 3,2753, una segunda empresa encontraria beneficioso
entrar al mercado y, si P = P;(2) = 2,5858, una tercera empresa encontraria
beneficioso hacerlo. Si n = 4, en cambio, existe un conjunto no vacio de posi-

3 Al respecto véase, por ejemplo, Vettas (2000).
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bles precios de equilibrio de Bertrand, dado por el intervalo [P,(4) = 2,6202;
P,(1) = 3,2753]. En ese rango de precios, las cuatro empresas activas obtienen
beneficios no negativos, las empresas inactivas no encuentran beneficioso entrar
al mercado (ni como un quinto participante en el oligopolio existente ni como
un monopolista), y ninguna empresa activa tiene tampoco incentivos para bajar
su precio y volverse monopolista.

Si n 2 5, por tltimo, el equilibrio de Bertrand no existe en este ejemplo
numérico. Esto se debe a que, cuando P = P,(5) = 3,5, cualquier empresa pre-
fiere bajar su precio y convertirse en monopolista (ya que P, (1) < 3,5). Y como
mencionamos antes, P, (n) no existe cuando n > 6, y por lo tanto es imposible
hallar una asignacion en la cual seis o mds empresas estén activas y todas ellas
obtengan beneficios no negativos.

El Griéfico 1 es una representacién de nuestro ejemplo numérico. En €l
hemos dibujado la demanda agregada D(P), y las funciones de costo medio
para distintos ndimeros de empresas activas. Vemos que el nimero 6ptimo de
empresas en este mercado es n = 3, ya que el menor precio al cual D(P) cruza
una funcién de costo medio (P,(3)) corresponde a un punto ubicado en AC(Q/3).
Ese precio es uno de los posibles precios de equilibrio de Bertrand, junto con
todos los precios en el intervalo [P;(3), P,(4)], cuando hay tres empresas ac-
tivas, y todos los precios en el intervalo [P, (4), P;(1)], cuando el niimero de
empresas activas es cuatro.

Otra manera de representar el mismo ejemplo numérico es la que aparece
en el Gréfico 2, en el cual hemos dibujado una tnica funcién de costo medio
(AC(Qi)) y seis funciones distintas de demanda individual (D(P), D(P)/2, D(P)/3,
D(P)/4, D(P)/5 y D(P)/6), correspondientes a los casos en los cuales hay una,
dos, tres, cuatro, cinco y seis empresas activas en el mercado. Aqui también
puede observarse que el minimo precio de autofinanciamiento es P,(3), y que,
mientras D(P) y D(P)/2 cruzan a AC(Qi) en un tramo en el cual esta dltima
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funcién es creciente, D(P)/4 y D(P)/5 lo hacen en un tramo en el cual AC(Qi)
es decreciente. Como, ademds, P, (1) es mayor que P,(4) y que P;(3), se ve
entonces que los intervalos [P;(3), P,(4)] y [P,(4), P,(1)] son capaces de sos-
tener precios de equilibrio de Bertrand cuando el mercado tiene tres y cuatro
empresas activas, respectivamente.

Un punto interesante que puede verse en nuestro ejemplo numérico es que
el nimero de empresas activas en el mercado tipicamente aumenta cuando se
produce un crecimiento en la demanda. Supongamos, por ejemplo, que la de-
manda agregada se incrementa de manera proporcional en un 40% y pasa a ser
Q =16,8—2.8-P. Si la funcién de costo total de las empresas no se modifica,
esto implica que ahora los precios de autofinanciamiento para los distintos
niimeros posibles de empresas activas son P,(1) = 3,6936, P,(2) = 2,8734,
P(3) = 2,543, P;(4) = 2,4497, P,(5) = 2,5126, P,(6) = 2,7283 y P,(7) = 3,5.
Cuando n 2 8, por su parte, P;(n) no existe. El nimero éptimo de empresas
activas en este mercado es ahora cuatro, ya que P,(4) = 2,4497 es el minimo
valor posible para P,(n) = min{P: AC(D(P)/n) = P}.

Aplicando los resultados de nuestro modelo a esta nueva situacién, vemos
que los posibles precios de equilibrio de Bertrand son los contenidos en los
intervalos [P,(4)=2,4497; P,(5)=2,5126], cuando hay cuatro empresas ac-
tivas; [P;(5)=2,5126; P,(6)=2,7283], cuando hay cinco empresas activas; y
[P,(6)=2,7283; P,(7)=3.5], cuando hay seis empresas activas. Existe tam-
bién un equilibrio con siete empresas activas en cual los oferentes cobran
Py = P,(7) = P(7) = 3,5, ya que en esa situacién todos obtienen beneficios
nulos, pero el precio es menor que el precio de autofinanciamiento para un
monopolista (P, (1) = 3,6936). No hay, en cambio, equilibrios de Bertrand con
ocho o mds empresas activas, debido a que en tales casos la demanda individual
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no se cruza en ningin punto con la funcién de costo medio. Tampoco hay equi-
librios con tres 0 menos empresas activas, ya que en esos casos existe siempre
un incentivo para la entrada de una nueva empresa.

Lo expuesto puede verse en el Gréfico 3, que es semejante al Grafico 2
pero se refiere a esta nueva situacion en la cual la demanda agregada ha crecido
un 40%. Nétese que ahora AC(Qi) es creciente en el tramo en el cual cruza a
D(P), D(P)/2 'y D(P)/3, en tanto que es decreciente en el tramo en el cual cruza
a D(P)/5, D(P)/6 'y D(P)/7.

De la comparacion de los dos ejemplos numéricos expuestos, puede extraerse
una conclusion preliminar respecto del nimero de empresas de equilibrio en
diferentes casos de cambios en la demanda. Supongamos, por ejemplo, que
estamos en una situacién en la que la demanda agregada es la que postulamos
al principio (Q = 12 — 2-P) y que, por lo tanto, el nimero de empresas en el
mercado es tres o cuatro. Si en cierto momento la demanda agregada se incre-
menta en un 40% y pasa a ser la postulada en nuestro segundo ejemplo numérico
(Q = 16,8 — 2,8-P), entonces ahora existird un incentivo para que ingrese al
mercado una cuarta empresa activa (si antes no la habia), o bien para que las
cuatro empresas preexistentes reacomoden sus precios a las nuevas condiciones,
y el equilibrio pasard a ser uno con el nimero 6ptimo de empresas activas (en
este caso, cuatro).

Si, en cambio, nos hallamos inicialmente en una situacion en la cual la de-
manda agregada es Q = 16,8 — 2,8-P, ya hay cuatro empresas en el mercado, y
lo que se produce es una reduccién de dicha demanda; entonces lo mas probable
es que las cuatro empresas permanezcan (por mas que el nimero 6ptimo de
empresas sea ahora tres). Esto se debe a que, cuando Q = 12— 2-P, el equilibrio
de Bertrand con cuatro empresas también existe, y es por lo tanto probable que
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el ajuste que se produzca sea tal que ninguna de dichas empresas abandone el
mercado y el precio se ubique en un rango entre P;(4) y P;(1). Esto nos indica
que la competencia de Bertrand puede no ser capaz de generar el nimero éptimo
de empresas en el mercado, especialmente si estamos en una situacion en la cual
la demanda agregada estd disminuyendo.

Una tltima version de nuestro ejemplo numérico puede ser un caso en el
cual el nimero éptimo de empresas en el mercado es igual a uno (monopolio
natural). Supongamos, por ejemplo, que la demanda agregadaes Q = 5-0,833-P,
y que por lo tanto P,(1) = 2,4883, P;(2) = 3,064, y P,(n) no existe paran > 3.
En un caso como este, representado en el Gréfico 4, el tinico equilibrio posible
serfa que hubiera una sola empresa activa cobrando P, = P, (1) = 2,4883, pero
en dicha situacion las empresas inactivas deberian estar cobrando precios supe-
riores a P;(1). La empresa activa, por lo tanto, podria hallar siempre un precio
P; = P,—¢ > P(1), que le permitiera obtener un beneficio mayor. Se da asf el
caso en el cual el equilibrio de Bertrand, al menos tal como lo hemos definido
en el presente trabajo, no existe para ningtinn > /.

5. COMENTARIOS FINALES

La principal conclusién de este trabajo es que el nimero 6ptimo de empresas,
en el mercado de un producto homogéneo con rendimientos variables a escala
y libre entrada de empresas idénticas, puede sostenerse como el resultado de un
proceso de competencia de Bertrand cuando dicho nimero 6ptimo de empresas
es mayor o igual que dos (proposicion 2). El trabajo nos muestra también que ese
proceso puede generar resultados en los que el nimero de empresas activas es
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mayor que el éptimo (proposicién 4), pero no resultados en los que tal nimero
es menor que el 6ptimo (proposicion 3).

Si el niimero 6ptimo de empresas es mayor o igual que dos, lo que tipicamente
aparece es una situacién con multiples equilibrios de Bertrand, que sostienen
todo un rango de precios (proposicion 1). En todos esos equilibrios las empresas
activas eligen el mismo precio, y el limite inferior del intervalo es el precio de
autofinanciamiento de la industria (P;(n)). Este resultado es esencialmente el
mismo encontrado por Dastidar (1995) para equilibrios de Bertrand en mercados
con rendimientos decrecientes a escala sin libre entrada. La principal diferencia
con el resultado de Dastidar es que, en nuestro modelo, el limite superior del
conjunto de precios de equilibrio estd dado por el precio de autofinanciamiento
de la industria correspondiente a n+/ empresas activas (P,(n+1)) o bien por el
precio de autofinanciamiento de la industria correspondiente a una sola empresa
activa (P,(1)). Esto se debe a que la existencia de empresas inactivas (compe-
tidores potenciales) obliga a las empresas activas a fijar precios que disuadan a
las empresas inactivas de entrar al mercado, sea como nuevos participantes en
el oligopolio existente o como monopolistas*.

El resultado referido a la posibilidad de equilibrios de Bertrand con distintos
nimeros de empresas activas en el mercado (proposicion 4) también es consis-
tente con el que hallaron D’ Aspremont, Ferreira y Gérard-Varet (2000), quienes
mostraron que el nimero de empresas activas en un equilibrio con libre entrada
podia quedar indeterminado bajo distintas especificaciones del mercado. Usando
un modelo parecido al nuestro, Novshek y Chowdhury (2003) probaron también
que el rango de posibles precios de equilibrio de Bertrand bajo rendimientos
variables a escala es tipicamente creciente cuando la demanda aumenta. Esto
se debe a que pueden existir equilibrios de Bertrand con mds empresas activas
que el 6ptimo, y las posibilidades son crecientes cuando el nimero 6ptimo de
empresas se incrementa.

Por el contrario, cuando el nimero ptimo de empresas en el mercado es
uno (es decir, cuando el mercado es un monopolio natural), la implicancia de
nuestro modelo es que el equilibrio de Bertrand no existe (proposicién 5). Esto
es consistente con lo hallado por nosotros en un trabajo anterior (Saporiti y
Coloma, 2010), en el cual, para un caso sin libre entrada, mostramos que una
condicidn necesaria y suficiente para la existencia del equilibrio de Bertrand es
que la funcién de costos de las empresas no sea subaditiva para Q; = D(P,(n)).
Para restaurar la existencia del equilibrio de Bertrand en una situacién como ésa,
es necesario cambiar la regla de reparto de la demanda para casos en los que dos
o mas empresas fijan el mismo precio, o bien definir el espacio de estrategias
de modo de que el precio sea una variable discreta y no continua. Otro caso en
el cual el equilibrio puede existir cuando el nimero 6ptimo de empresas en el
mercado es uno es el llamado “equilibrio de Demsetz” (Yano, 2006), pero esto
ocurre en el contexto de un modelo de Bertrand-Edgeworth y no en un modelo
de competencia de Bertrand como el que utilizamos nosotros>.

Este requerimiento es similar al que aparece en Ferreira y Dufourt (2007), quienes lo
denominan “condicién de sostenibilidad” (sustainability condition).

5 Para una explicacién de la diferencia entre la competencia de Bertrand y la de Bertrand-
Edgeworth, véase Vives (1999), capitulo 5.
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Adicionalmente, puede decirse que nuestro modelo también tiene una
implicancia relacionada con la eficiencia de los equilibrios bajo distintos
cambios en la demanda. La competencia de Bertrand con libre entrada puede
asi ser eficiente para generar la entrada 6ptima de nuevas empresas, pero no
para inducir la salida 6ptima de las empresas existentes. Esto es porque los
incrementos en la demanda incentivan la entrada de nuevas empresas, pero
una vez que el mercado estd en equilibrio y el precio se ubica entre P, (n*) y
P,(n*+1) no existen ya incentivos adicionales para que se produzca una en-
trada excesiva. Por el contrario, si la demanda esta decreciendo, deberiamos
esperar que el nimero de empresas de equilibrio fuera mayor que el 6ptimo
(o sea, m > n*), tal como se ve en el ejemplo numérico de la seccion 4. Esto
se debe a que, si P;(m) existe y el nimero actual de empresas activas en el
mercado es m, entonces una asignacién con m empresas que cobran un precio
que pertenece al conjunto [P, (m); P;(m+1)] [P, (m); P,(1)] [P, (m); Py(m)]
puede sostenerse como un equilibrio de Bertrand, aun cuando el nimero éptimo
de empresas sea menor que 1.

Esta implicancia de nuestro modelo respecto de la eficiencia del equilibrio
de Bertrand bajo diferentes circunstancias abre también la puerta para algunas
posibles conclusiones relacionadas con la politica econdmica y la regulacion de
mercados. La principal tiene que ver sin duda con el hecho de que, en ciertas
circunstancias, podria considerarse eficiente que el gobierno (o, inclusive,
que ciertos agentes econdmicos privados) llevara a cabo acciones destinadas
a limitar la entrada a ciertos mercados, si dicha limitacién tiene como con-
secuencia una reduccién del precio de equilibrio de largo plazo. El caso mds
extremo de la misma tendrd lugar en casos de monopolio natural, en el cual
nuestro modelo pronostica la inexistencia de equilibrio, y podria servir para
justificar la necesidad de establecer una disposicién legal que garantice la
existencia de una tinica empresa proveedora y que al mismo tiempo le impida
abandonar el mercado.
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