¥y ¥ ¥y

Estudios de Economia

H ESTUDIOS DE ECONOMIA “ ISSN: 0304-2758

ede@econ.uchile.cl
Universidad de Chile
Chile

Chavez-Bedoya, Luis
Metodologia para comparar comisiones por flujo y saldo en fondos de pensiones
Estudios de Economia, vol. 43, nim. 1, junio, 2016, pp. 97-151
Universidad de Chile
Santiago, Chile

Disponible en: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=22146773005

Como citar el articulo

Numero completo Sistema de Informacion Cientifica

Mas informacion del articulo Red de Revistas Cientificas de América Latina, el Caribe, Espafia y Portugal
Pagina de la revista en redalyc.org Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto


http://www.redalyc.org/revista.oa?id=221
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=221
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=22146773005
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=22146773005
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=221&numero=46773
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=22146773005
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=221
http://www.redalyc.org

Estudios de Economia. Vol. 43 - N° 1, Junio 2016. Pags. 97-151 97

Metodologia para comparar comisiones por flujo y saldo en fondos
de pensiones
Methodology to compare front-end load and balance fees in pension funds

Luis CHAVEZ-BEDOYA *

Resumen

En el presente articulo se desarrolla una metodologia en tiempo discreto para
comparar esquemas de cobro de comisiones por saldo y flujo (sueldo) en la
fase de acumulacion de un fondo de pensiones bajo capitalizacion individual.
Asimismo, mediante distintos métodos se estudia el efecto de incluir el riesgo
v la densidad de cotizacion en el desempeiio e idoneidad de los tipos de comi-
sion antes mencionados. Finalmente, se realiza una aplicacion prdctica de la
metodologia en el Sistema Privado de Pensiones del Peri.
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comision por saldo.
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Abstract

In the present article we develop a discrete-time methodology to compare front-
end load and balance fees in the accumulation phase of a defined-contribution
pension fund under the system of individual accounts. Additionally, using various
methods, we study the effect of considering risk and density of contributions
in the performance and suitability of the aforementioned types of fees. Finally,
we perform a practical application of the methodology to the Peruvian Private
Pension System.
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1. INTRODUCCION

Durante el dltimo cuarto del siglo pasado muchos paises latinoamericanos
reformaron sus sistemas pensionarios, migrando total o parcialmente de sistemas
publicos de reparto a sistemas privados con cuentas individuales de capitalizacién
(CIC). Los sistemas de reparto antes mencionados generaron importantes déficit
fiscales, esto debido a que en su momento no se realizaron los ajustes necesa-
rios para garantizar su viabilidad, sostenibilidad y solvencia. Asimismo, malas
politicas econdmicas redujeron el crecimiento de los paises, lo que coadyuvé
a la crisis de los sistemas publicos. Fue en este contexto que se introdujeron
cambios paramétricos a dichos sistemas (incremento de la edad de jubilacién y
las contribuciones, limites a la jubilacién anticipada y racionalizacién de bene-
ficios), y se llevaron a cabo reformas estructurales basadas en la introduccién de
nuevos sistemas pensionarios basados en CIC.! Segtin Banco Mundial (1994)
y Escrivé et al. (2010), mediante estos nuevos sistemas se buscaba adaptarse
a los nuevos riesgos y retos que imponian a los paises la vulnerabilidad de las
finanzas publicas, los cambios en las tasas de natalidad, la mayor longevidad
de la poblacién, los problemas de eficiencia en la administracién publica y el
mayor desarrollo potencial de los mercados financieros.

Mesa-Lago (2004) menciona que los beneficios mds notorios de las reformas
estructurales realizadas han sido? (entre otras): un mayor alineamiento entre las
contribuciones y el monto de la pensidn, el reconocimiento de las cotizaciones
aportadas al sistema publico, la determinacién de una pensiéon minima en varios
paises, la eliminacién del monopolio del sistema publico, la homologacién en
las normas para determinar el cdlculo de las pensiones, la introduccién de la
competencia entre Administradoras de Fondos de Pensiones (AFP), la rdpida
tramitacién de pensiones, la posibilidad de la eleccion de un fondo segiin per-
files de riesgo, y la creacion de organismos técnicos regulatorios. Sin embargo,
actualmente se sugiere llevar a cabo una nueva serie de reformas cuyos retos
fundamentales, considerados en Kritzer et al. (2011) y Escriva et al. (2010),
son: aumentar la cobertura y competencia de los sistemas previsionales, reducir
sus costos de administracion, lograr el cumplimiento del pago de cotizaciones,
desarrollar el mercado de capitales, mejorar la diversificacion de la cartera admi-
nistrada, y promover la equidad de género y la solidaridad. En razén a los retos
antes mencionados, el presente articulo estudia algunos aspectos importantes
relacionados con la comparacién y andlisis de diferentes tipos de comisiones
de administracion.

Dos caracteristicas importantes de un sistema pensionario con CIC son el
hecho que el afiliado asume el riesgo derivado por la fluctuacién del valor de

El caso mds documentado es Chile. El lector puede encontrar los aspectos principales
de tal reforma en Arrau et al. (1993), Diamond y Valdés-Prieto (1994), Edwards (1998),
Arenas de Mesa y Mesa-Lago (2006). En el caso del Perd, un andlisis completo de la
reforma del sistema de pensiones y su estado actual se expone en Marthans y Stok (2013).
Queisser (1998), Sinha (2000), Kay y Kritzer (2001), Mesa-Lago (2006) y Kritzer et al.
(2011) son buenas referencias para el estudio de la reforma, situacioén y perspectiva de
los sistemas pensionarios de América Latina.

2 Es importante mencionar que estos beneficios se han logrado en mayor o menor grado
en ciertos paises, para mayor detalle se guia al lector a la referencia.
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los activos administrados, y que ademads los cargos administrativos (comisiones)
cobrados por las AFP tienen un impacto importante en el balance final de las
CIC.3 M4s atin, como se menciona en James et al. (2001), Whitehouse (2001)
y Mitchell (1998), una de las principales criticas a los sistemas con CIC es su
elevado costo, pues este hecho no incentiva la participacién, dafia la imagen
del sistema en su conjunto, reduce futuras pensiones e incrementa los costos
futuros para el gobierno de existir una pensién minima garantizada. De acuerdo
con Kiritzer et al. (2011), los cargos administrativos mds comunes en sistemas
de pensiones con CIC son: proporcionales por flujo (expresados como un
porcentaje del salario o contribucién), fijos por flujo, proporcionales por saldo
y proporcionales sobre rendimientos en exceso.* El presente articulo analiza
unicamente las comisiones proporcionales por flujo y saldo, las que son los
tipos mds comunes e importantes en Latinoamérica. Para Queisser (1998) la
comisién por flujo es mds ventajosa para las AFP en la fase inicial del sistema,
y a pesar que la comisién por saldo alinea los objetivos de las AFP en términos
de incrementar la rentabilidad del fondo, esta tiende a ser mas cara en el largo
plazo debido a que las CIC se incrementan en valor. Ademads, Shah (1997) afirma
que la comisién por flujo genera distorsiones y tendencias indeseables como
promover altos costos de instalacioén de las AFP, desalentar la competencia del
sistema y generar pérdidas para los afiliados de mayor edad.

La forma tradicional de comparar comisiones por saldo y flujo es por medio
de los valores esperados de las CIC (bajo ambos esquemas de cobro) al final del
periodo de acumulacién. Para desarrollar tal comparacién se necesitan algunos
supuestos acerca de la rentabilidad del fondo y la estructura futura de los aportes
del afiliado. Tal enfoque se utiliza en Shah (1997), Diamond (2000), Blake y
Board (2000), Whitehouse (2001), Devesa-Carpio (2003) y Gémez-Herndndez y
Stewart (2008), y este también es el método estandar para determinar comisiones
de equivalencia. Es en esta linea que la principal contribucién del articulo se
encuentra en desarrollar métodos alternativos para comparar dichas comisiones,
y analizar su sensibilidad ante cambios en ciertos pardmetros importantes, en
especial la aversion al riesgo del afiliado, la densidad de cotizacion’ y la tasa

3 Devesa-Carpio et al. (2003) considera que el sistema de cobro adoptado en el sistema
con CIC es muy importante debido a que el proceso de acumulacion es exponencial y
dirigido hacia horizontes largos de tiempo. Por ejemplo, Murthi et al. (2001) estima que
en el Reino Unido mds del 40% del valor de la CIC se disipa por cobros de administracion
mientras que Whitehouse (2001) determina que un cobro de uno por ciento anual de los
activos representa cerca del 20% del valor final de la pension.

4 Andlisis y comparaciones de cargos administrativos en diferentes paises se pueden encontrar
en James et al. (2001), Whitehouse (2001) Gomez-Hernandez y Stewart (2008), Corvera
et al. (2006), Tapia y Yermo (2008) y Devesa-Carpio et al. (2003). Ademas, Sinha (2001),
Masias y Sanchez (2007) y Martinez y Murcia (2008) evaldan en detalle (a pesar de que
se han realizado modificaciones) los cargos administrativos en México, Pert y Colombia,
respectivamente. Finalmente, Medina Giacomozzi et al. (2013) estudian el efecto de las
comisiones en la rentabilidad de los fondos de las AFP en Chile.

5 La densidad de cotizacién (DC) se define como el ratio del nimero de periodos en los
cuales se hicieron contribuciones sobre total de periodos. La DC tiene un efecto muy
importante en la tasa de reemplazo y la riqueza al final del periodo de acumulacién.
McGillivray (2001) determina, bajo supuestos razonables (los cuales consisten en una
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de crecimiento del fondo. Los métodos alternativos de comparacién utilizan las
siguientes variables: los valores futuros de las comisiones esperadas a cobrar,
las inversas de los coeficientes de variacion de los fondos finales y las utilidades
esperadas de riqueza terminal de las CIC. Ademds, se desarrolla un modelo
simplificado para determinar la equivalencia de comisiones desde el punto de
vista de la AFP. Este dltimo modelo completa el estudio, pues los métodos de
comparacién mencionados previamente se desarrollan desde la perspectiva del
afiliado.

Comparar los esquemas por flujo y saldo por medio del valor futuro de las
comisiones esperadas cobradas al afiliado permite expresar el problema desde
un punto de vista distinto al de saldos finales esperados en las CIC, y ayuda a
modelar los ingresos por comisiones de las AFP. Pero lo mds importante es que
se derivan condiciones que hacen que este criterio brinde exactamente la misma
informacion que la obtenida con la comparacién de los ratios de carga® y los
valores finales esperados de las CIC. Por lo demds, el coeficiente de variacién
del fondo final del afiliado nos indica el riesgo que se asume por cada unidad
monetaria de fondo final acumulado, con lo que un menor coeficiente de varia-
cioén implicaria una mejor relacién riesgo-rendimiento en la acumulacién final.
Por tal razén podemos utilizar este criterio (o su inversa) para contrastar las
dos formas de cobro. Para poder aplicar este método es fundamental calcular la
varianza del fondo final del afiliado; es por ello que se introduce el movimiento
browniano geométrico como proceso estocdstico para el valor cuota del fondo
de pensiones. Bajo este proceso se pueden obtener expresiones analiticas para la
varianza del fondo final, lo que permite la derivacién de propiedades importantes
de los coeficientes de variacion. Mds atin, dichas propiedades serdn ttiles en la
comparacién mediante las utilidades terminales esperadas.

Como se indica al final del parrafo anterior, también es posible comparar
los saldos finales de las CIC bajo saldo y flujo por sus respectivas utilidades
esperadas terminales. La metodologia implementada no permite (por lo general)
encontrar expresiones analiticas para tales utilidades. Debido a este hecho y con
la finalidad de establecer resultados explicitos, se asume para el desarrollo tedrico
una funcién de utilidad cuadratica (en este punto resultan utiles los resultados
tedricos acerca del coeficiente de variacién) y se analiza el efecto que tienen la
aversion al riesgo y la densidad de cotizacién en la comparacién. En general, se
puede concluir que la comisién por saldo mejora su desempeifio al incluir e incre-
mentar la aversién al riesgo. Sin embargo, la densidad de cotizacién no tendria
un efecto muy relevante en la comparacién de comisiones. Estos resultados se
corroboran con estudios de simulacién para una funcién de utilidad isoel4stica.

tasa de crecimiento del salario igual a 2 %, una tasa de rendimiento de 4% y 40 afios de
contribucién), que la tasa de reemplazo bajo una DC de 100% serd 50%; pero, bajo una
DC de 80% la tasa de reemplazo podra llegar a ser hasta de 37% dependiendo del patrén
de interrupciones. Asimismo, las caracteristicas y determinantes de la DC se han estudiado,
para el caso chileno, en Arenas de Mesa et al. (2004). El impacto de la DC en la tasa
de reemplazo y su implicancia en el disefio de pensiones para paises de Latinoamérica
pueden encontrarse en Durdn y Pena (2011) y Valdés-Prieto (2008), respectivamente.

6 El ratio de carga o “charge ratio” se define como uno menos el ratio de acumulacién
esperada con cargos a acumulacion esperada sin cargos.
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El dltimo método de comparacién trata de encontrar comisiones de equiva-
lencia por flujo y saldo desde el punto de vista de una AFP. Dicha equivalencia
se logra al igualar los valores presentes de los ingresos generados por ambos
tipos de comision. Asimismo, bajo ciertos supuestos es posible evitar el cdlculo
de las tasas de descuento requeridas y basarnos en valuacién bajo el supuesto
de no arbitraje. En los experimentos numéricos se encuentran tales comisiones
de indiferencia y se contrastan con las obtenidas bajo los otros métodos de
comparacién estudiados.

La estructura del presente trabajo de investigacion es la siguiente: en la
Seccién 2 se propone una metodologia de modelacién y comparacion de las
comisiones por flujo y saldo. En la Seccién 3 se incluye el estudio del efecto
de la densidad de cotizacién en la comparacién de ambos tipos de comision. La
aplicacion prictica de la metodologia propuesta al Sistema Privado de Pensiones
del Peru se realiza en la Seccién 4. Finalmente, en la Seccién 5 se concluye,
se brindan ciertas recomendaciones y se proponen algunas extensiones para la
metodologia.

2. METODOLOGIA?

Consideremos i €7 y T € N* tales que 0<i<T-1. El indice i representa
un mes particular, y 7 es el niimero de meses que faltan para la jubilacién del
afiliado. Asumimos que el valor cuota, V, de un fondo de pensiones represen-
tativo de una AFP en el tiempo 7 € R* (meses) satisface la siguiente ecuacién
diferencial estocastica (EDE):

(1) dv(t)=uV (t)dt + oV (t)dB(t), V (0)=V,.

Donde u es la tasa de crecimiento del valor cuota por unidad de tiempo
(meses), o la volatilidad del retorno logaritmico mensual del mismo, V es el
valor cuota inicial, y el proceso estocdstico B es un movimiento browniano
estandar unidimensional.® La EDE en (1) es una especificacién comiin para
modelar el valor cuota, pues es muy utilizada en modelos de control estocastico
para fondos de pensiones.? A continuacion describiremos con mas detalle las

Las demostraciones de los pasos intermedios o expresiones finales pueden ser solicitadas
directamente al autor.

LaEDE (1) puede ser entendida como la evolucién de una cartera de inversiones con muiltiples
activos similar a la de Merton (1969). Consideremos la existencia de: un espacio completo y
filtrado de probabilidad en el que se define un movimiento browniano m-dimensional (W'(?)... .,
W(1)) con Wi(0)=0, m activos riesgosos tales que dS; (1) =S, (r)[u;dt + E "0 W/ (1)] con
§;(0)=5,>0 para todo i=1, ..., m, y un activo libre de riesgo tal que dS(t)=rS,(f) con
S, (0)=s,> 0. En este marco, si la AFP determina una estrategia 6ptima x ER" (pesos en
los activos riesgosos) como por ejemplo la determinada en Bielecki et al. (2005), entonces
para los pardmetros iy o de la EDE (1) se puede inferir que #4=r+ x'byo =HX*TC|
donde: MT es la transpuesta de la matriz M = (my), b= (4 -r,....u,, - M, C= (o) (se
asume positiva-definida) y IIMll es la norma-L? del vector o matriz M, i.e., M= E,m,f
9 Laasignacion de activos, performance y riesgo de fondos de pensiones con contribucién
definida durante su fase de acumulacién y distribucion han recibido atencion en la literatura
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comisiones por saldo y flujo utilizando una estructura similar a la proporcionada
en Shah (1997), Diamond (2000), Blake y Board (2000), Whitehouse (2001),
Devesa-Carpio (2003) y Gomez-Herndndez y Stewart (2008).

2.1. Comision por saldo

Sea 6 > 0 la comisién por saldo mensual expresada en tiempo continuo. !0
Ademds, en el mes i el afiliado aporta una suma W,> 0 a su fondo de capitali-
zacion individual. Si el valor cuota, V, se normaliza a la unidad en el periodo i,
entonces el aporte W, equivale al mismo nimero de cuotas. Es decir, que para
t>1i, y basandonos en la EDE (1), el aporte realizado en i seguiria el siguiente
movimiento browniano geométrico (MBG):

‘ y—ﬁ—a—z)(t—i)+a(B(t)—B(i))
2 Ws'(f)=Wie( 2 ,istsT.

Al afiliado le interesa determinar el valor final de su fondo, W (T), el que es
la suma de los valores finales de todos los aportes realizados segin la secuencia
W ={W,| W.>0, 0<i=<T-1}. Entonces,

3) W, (T)= Y W (T),

donde los procesos WY’ en (2) estan sujetos a la misma fuente de incertidumbre
B dada por (1). Ademads la esperanza E[W,(T)], y la varianza, Var(W_ (7)), del
valor final del fondo del afiliado seran:

“) E [W

s

(T)] = 3 g Wil = 2 S o0

1

) Var(W)= D15 oWl D (o7 e 4y,

sobre todo cuando los activos riesgosos siguen un GBM. Por ejemplo, Devolder et al.
(2003) derivan miltiples estrategias Optimas para diferentes funciones de utilidad. Bajo las
mismas condiciones, la eficiencia de la estrategia media-varianza en planes de pensiones
DC es estudiada en Vigna et al. (2014). Haberman y Vigna (2002) consideran el riesgo
de pérdida (downside risk) de una estrategia de asignacion 6ptima derivada mediante un
modelo de programacién dinamica en tiempo discreto. El riesgo de salario e inflacion
se incorporan en Battocchio y Menoncin (2004) y Han y Hung (2012) al maximizar la
utilidad esperada de riqueza terminal. Battocchio ef al. (2007) y Yang and Huang (2009)
incorporan el riesgo de longevidad en la optimizacion; el primer caso utiliza a la utilidad
esperada como funcidn objetivo, y la segunda utiliza la desviacién de la riqueza terminal
respecto de una meta predeterminada. Finalmente, el lector interesado en el andlisis en
la fase de distribucion puede referirse, entre otros, a Blake et al. (2003), Gerrard et al.
(2004), Horneft et al. (2008), y Gerrard et al. (2006).

10 Un valor constante de § podria implicar que el sistema ha alcanzado madurez respecto
de esta forma de cobro.
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Una propiedad interesante es que es posible expresar el valor esperado y la
varianza de W (T+1) como funciones del valor esperado y la varianza de W (T)
y el aporte de W, Las expresiones recursivas cuando T > 1 son

©) E[W, (T +1)]= " (B[W, (T)]+ Wy ),

2

(@) Var (W, (T+1))= e Var (W, (7)) +(e7 ~1)(B[W, (T)]+W; )",

donde B[W, (1)]= Wyel) y Var(W, (1)) = W) £e02 -1)
Si se asumen aportes iguales, i.e., W;=W;,>0 para todo i,

(4) se simplifica a

a esperanza en

o (6(#*5” _ 1)

®) B[W, (D))= Wo— 75—

Por otro lado, la varianza en (5) se descompone en Var (WS (T)) =E [WS (T)z]
—IE}[WS(T)]Z, y bajo los supuestos considerados se tiene

(u-68)+o’ (u-6)+o’
e +1 2e
100’ A= olH-dKe’ E[Ws (T)]}’

©  E[W(1)]=W, {

donde E[W,(T)] es dado por (8) y A, (7) satisface

eZ(u—é)+o2 (6(2(#—5)+02)T _ 1)
(10 A,(T)=W,

eZ(,u—(S)+aZ -1

Con lo cual Var(W _(T)) tendria una férmula explicita al tener disponibles las
expresiones de E[W, (T)] y E|W, (T)*| en(8) y (9), respectivamente. Notar que
A (T) corresponde al valor en T de un fondo con aportes W,=W, >0y una tasa
de crecimiento igual a 2(t— ) + 0>. En los casos extremos, U—6=0, u—6+0>=0
y 2(u—6)+02=0, las expresiones (8), (9) y (10) deben ser evaluadas utilizando
los limites respectivos.

2.2. Comision por flujo
Sea >0 la tasa de la comision por flujo.!! Si el afiliado realiza un aporte W,

en el mes 7, la comisién que pagaria a la AFP (en el momento del aporte) seria
iguala C; =W, (1 —e"“). Considerando que la comisién C; pudo ser invertida

I También se le conoce como comisién por sueldo, y puede ser cobrada como un porcentaje
del salario o la contribucién del afiliado.
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en el fondo, el aporte del afiliado ajustado por el costo de oportunidad de C;
puede expresarse como e~*W,. A partir de este supuesto, el aporte ajustado de
la comisioén por flujo en el mes i, Wf, evolucionaria segtin el siguiente MBG:

) M—U—z)(t—i)+o(3(t)—3(i))
an W;-(t)=Wie_ae( : , ist=T.

Para el afiliado es importante calcular el monto del fondo final ajustado por
el costo de oportunidad de la comisién por flujo segtin la secuencia de aportes.
Wr ={W ;I W;>0, 0=<i=<T-1}. Sidenotamos dicho monto final como W, (T)
se tiene

(12) Wi (T)= > LoWH(T).

Ademis, la esperanza y la varianza de W(T) son
(13) E[W, (1)]=e™ X igWe "™ == 3 g Wie ™.

(14) Var (Wf (T)) _ E [T=-01 ;‘;&W/;Wje—Za+M(T—i+T—j)(eGZ(T—max{i,j}) -1,

Es importante recalcar que W,(T) no representa el verdadero monto final
del fondo del afiliado, sino un monto final ajustado por el costo de oportunidad
de la comisién por flujo. El fondo final del afiliado seria igual a eD‘Wf(T) y al
incorporar dicho costo de oportunidad se han hecho W (T) y W,(T) comparables.

De la misma forma que se consideré en la COInlSlOH por saldo es posible
expresar el valor esperado y la varianza de Wy(T+1) como funciones del valor
esperado y lavarianza de W,(T) y el aporte Wy. Las correspondientes relaciones
recursivas para la comisién por flujo se obtlenen al hacer 6=0y reemplazar W,
por e *W,en (6) y (7), ademds de utilizar ]E[Wf (T)|y Var(Wf (T )) en lugar de
E[W, (T)] y Var(W,(T)), respectivamente. Por dltimo, s1 se asumen aportes
iguales a W, se pueden encontrar expresiones simplificadas para la esperanza
en (13) y la varianza en (14). Basta hacer =0y considerar We~*en vez de W,
en las expresiones (8) a la (10).

2.3. Comparacion de comisiones por flujo y saldo

Un afiliado quiere determinar la idoneidad de los esquemas de cobro de
comisiones contrastando los respectivos saldos finales generados, lo que es
equivalente a la eleccién entre dos prospectos riesgosos: W (T) y W(T). El
método natural de comparacién es por medio de las utilidades esperadas sin
embargo se han considerado ademads tres medidas adicionales de comparacion.
La primera es el ratio de riquezas terminales esperadas, esta es la mds popular
y utilizada en la literatura. La segunda es el ratio de los valores futuros de las
comisiones esperadas por pagar, dicha medida es relevante pues permite afrontar
el problema desde el punto de vista de los costos de administracién. Asimismo,
se demuestra (bajo ciertos supuestos) la equivalencia de las dos medidas antes
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mencionadas. La tercera forma de comparacién es mediante las inversas de los
coeficientes de variacion de los fondos finales. Tal medida nos brinda una idea
de la relacién rendimiento-riesgo de la acumulacién final, y ademds permite
introducir propiedades que serdn utiles para la comparacién por medio de las
utilidades esperadas terminales asumiendo una funcién cuadratica de utilidad.
A continuacién describiremos y analizaremos en detalle las propiedades de cada
uno de los métodos mencionados.

2.3.1. Ratio de los valores esperados de fondos finales

Si la comparacion se realiza utilizando las esperanzas de W (1) y W (T),
entonces se define

_ BW,(D)]
() T E[W )]

donde E[ (T )] estdn dados por las expresiones (4) y (13), res-
pect1vamente Si RE > Ifla comision por saldo serfa preferible. SiRE < 1 la
comisién por flujo serfa preferible. Ademds, cuando RE_, = 1 el afiliado serfa
indiferente frente a ambas alternativas. Es importante menc10nar que el ratio
de comparacién planteado en (15) asume que el afiliado tiene una funcién de
utilidad de riqueza terminal neutral al riesgo; y, tal como se mencioné en la
introduccidn, esta forma de comparacion es la mds comun en la literatura.

Para el caso de aportes segin la secuencia ¥V y cuando T>1 podemos
expresar RE en (15) de las siguientes dos formas:

s Wy ONT-D |y UOTD

16 RE, =
(16) f Weu(T 1)+Weu(T 2, A Wy

i

X ~(u-9) ~(u=-0)(T-1)
a7 RE,, = 00T Wy +We _ +...+WT_1e_ -
' Wy +Wie™ +.. + Wy_e™
A partir de (17) y para T> 1 se puede demostrar, haciendo a RE o Una funcién
de u, que

JRE
(18) M <0,
ou

con lo cual RE  es una funcién estrictamente decreciente en [y tal relacién es
independiente de la secuencia de aportes V.

Si se asume la existencia de un activo libre de riesgo con rendimiento r
(mensual y en tiempo continuo) y [E ol denota la esperanza bajo la medida
de probabilidad neutral al riesgo Q, entonces los precios en t=0 de las CIC del
afiliado bajo comision por saldo (p,) y comisi6n por flujo (p) son:

(19) py=eEg [W,(T)],
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20) pp=e¢"TEg[W;(T)].

Notar que Eq[W,(T)] y Eq LWf (T)] se pueden calcular reemplazando
por r en las expresiones (4) y (13), y ademds el ratio de precios satisface

14
Ps _ ().
1) . RE (r)

En general se cumple que > r, y la propiedad (18) implica que RE (1) <
RE (r). Bajo el supuesto que el afiliado pudiera invertir Gptima e instantineamente
sus aportes entre el fondo de la AFP dado por (1) y el activo libre de riesgo, la
decision entre los tipos de comision se basaria inicamente en la comparacién
de p, y p, Por ejemplo, p = p, implicaria que el ratio de riquezas esperadas
termmales Optimas sea 1gua1 a la unidad.!? Pero, tal forma de comparacién no
aplicaria para el articulo pues se asume que todos los aportes del afiliado se
invierten enteramente en el fondo riesgoso dado por (1), con lo que p, =p;no
implicaria necesariamente indiferencia entre los tipos de comisidn, y la funcién
de utilidad del afiliado resultaria relevante en la comparac10n

A partir de (18), es posible encontrar una cota superior, UB, B, y otra inferior
LB, para RE . Utilizando (16) se tiene UB = lim,_, ,RE; = €“™°, y utilizando
(17) se tiene LB =1lim,,_,,, RE ; = T Con lo cual:

(22) LB=¢""T < RE < ¢“°=UB, para T=1.

Notar que las cotas son independientes de la secuencia W y la tasa de
crecimiento U, ademds estas serfan estrictas cuando 7> 1. Si o < J, se tiene
UB < 1y por consiguiente E[W, (T)]= E[Wf (T)], i.e., la comisién por flujo
seria siempre preferible al comparar los valores esperados de los fondos finales.

Adicionalmente, a partir del valor de LB podemos afirmar que cuando 6 < 2
se tiene RE ;> 1. r

Si asumimos W,=W,>0 para todo el horizonte, RE , es independiente del
monto del aporte W,,. Bajo este supuesto, utilizando (8) y su expresién corres-
pondiente para la comision por flujo (hacer =0y considerar W, como e-*W,),
la expresion de RE ;en (15) cuando p# 0y pu # 0 se simplifica a

%0 (BT _1)(eH ~1)

23 RE" T
(23) 5f(,l.£,(x,5, ) (eﬂT_l)(e,U 5_1)

A partir de (23) se pueden verificar los valores de UB y LB en (22), ademas
de corroborar también que 6RE (,u a, 0,T)/du<0. Una propiedad intere-
sante del caso W,=W;,>0 es que RESf (u,,0.T) > REjf (1,0,6,T +1) para
todo T2 1. Ademas si se tiene i > 0 entonces lim;_,,, RE =0,y si tenemos

12 Este hecho puede extenderse también al ratio de utilidades 6ptimas esperadas de riqueza

terminal, pues la preferencia al riesgo del afiliado se volverfa irrelevante en tal contexto.
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también o > §, existird Ty tal que E[W,(T)]= E[Wf(T)] para 1sT<T, y
E[W,(T)] < E[W;(T)] para T > T .

2.3.2. Ratio de los valores futuros de las comisiones por pagar
La siguiente alternativa para comparar los esquemas de comisiones por saldo

y flujo se obtiene al considerar los montos de las comisiones por cobrar al afi-
liado. Es claro que en flujo, la tinica comisién cobrada por el aporte W, satisface

(24) Ch=W,(1-e™*),Vi=0,..T-1.

Asimismo, el aporte W, bajo comisién por saldo genera el siguiente flujo
esperado de comisiones mensuales:

25) Ci() = Wiete N (1-e70),

donde j es un mes particular tal que j =i + 1, ..., T. Si utilizamos una tasa de
descuento mensual d (en tiempo continuo) tal que d # it — 6, el valor futuro en
T del flujo de comisiones por saldo generado por el aporte W, es igual a

-1 (ed(T—i) a e(,u-a)(r_,-))

(26) VE, (d)= 3 Te"Ci () =W, T
R

Mientras que el valor futuro en 7' de la comision C} en (24) viene dado por
27 VF} (d)=W,(1-e*)e’ "™,

Consecuentemente, se puede definir el ratio de los valores futuros de las
comisiones totales a una tasa de descuento d, RCSf(d), como

> VE@

(28) RC(d)= ’T‘_l—l
SV

SiRC () < 1 la comisién por saldo seria preferible y si RC_(d) > 1 la comi-

sion por flujo seria preferible. Cuando RC,,(d) = 1, el afiliado seria indiferente

entre ambos tipos de comision.
Incorporando las definiciones (26) y (27) en la expresion (28) se tiene

oD (66_1) oo E?;‘m(ed<f—i>_ew—éxr—n)
i

- e?™® (e‘S —e”_d) (ea - 1) l:)lWied(T_i)

(29) RC(d)
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Es importante notar que cuando d = L, el ratio RCSf(d) en (28) pudo encon-
trarse de una manera directa. Basta notar que los MBG (2) y (11) asumen que
las comisiones crecen a tasa [I, y como ¢ es constante se tiene

) “B[W,(T)]-E[W,(T)] _¢“-RE;
(30) RC (u)= SB[, (D]-BW,(0)] -1

donde RE oS dado por (15). Se verifica a partir de (30) que tanto RC, (,u) como
RE f(,u) brindarian la misma recomendacién en torno a la conven1enc1a de los
esquemas de comisiones. Lo anterior implica ademads que la tasa de descuento d
debe ser interpretada como el costo de oportunidad para los fondos del afiliado
en vez de una tasa que refleje el riesgo de los flujos de comisiones.

El ratio RC (u) en (30) es equivalente al cociente entre los ratios de carga
o charge ratios generados por los tipos de cobro. Dichos ratios se definen como
uno menos el ratio de acumulacién con cargos a acumulacién sin cargos. Si
denotamos como RC_ y RC,a los ratios de carga respectivos, entonces

E[W,(T)]
RC =1-—Lt s

E[W, (7]
32 RC,=1- ,

(32) I E[W(T)]

donde W(T) es el valor final del fondo del afiliado en ausencia de comisiones,
i.e.,, =00 a=0. A partir de las definiciones previas RC, (1) en (30) se puede
expresar como

RC

S

RC

(33) RC (u)=

Entonces REYf(u) RCvf(u) y el coeficiente de los ratios de carga, RC, ,
brindan la misma recomendacion. RC;

Finalmente, si denotamos como pc,y pesa los valores de mercado en t =0
de los flujos de comisiones por pagar bajo los esquemas por saldo y flujo res-
pectivamente, entonces bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo Q y la
expresion (30) se tiene:

- Ps
(34) RCO(r) =Ll o Pr
o c e’ -1
pey

donde RCQ (r) esigual al ratio 29) conu=d=r,p,y pyson los precios en
t=0de las CIC del afiliado bajo comisién por saldo y flujo, respectlvamente
Con ello los ratios (21) y (34) brindarian la misma recomendacion si se trabaja
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tanto con los valores actuales de mercado de los fondos y las comisiones cobradas
bajo el supuesto de no arbitraje.

2.3.3. Inversa del coeficiente de variacion del fondo final

Es posible determinar la conveniencia de uno u otro esquema por medio del
ratio entre el valor esperado del fondo final del afiliado (ajustado por comisio-
nes) y su desviacion estandar respectiva. Para los sistemas de cobro estudiados,
los ratios serian

__ BW(D)] )

(35) Vaw Ty Var(W, (T))’

Donde E[W,(T)]y ELWf( )] vienen dados por (4) y (13), y Var(W(T)) y
Var(Wf(T)) por (5) y (14), respectivamente. En este criterio, si para ciertos pa-
rdmetros se cumple que H > H entonces la comision por saldo seria preferible.
Utilizando los valores esperados y varianzas de los fondos finales, los ratios en
(35) se pueden expresar como

ET ! WW (u=0)(T—i+T~j)
(36) HS = T-1 lTOlWW 1 (u=6)(T—i+T-j) 4
Ei=02j=0 Wil =De
T-I~T-1 T
w(T=i+T-j)
37) H, = 202 W
T-1 T-1 (T=isT—)) s
Ei=0 Ej=0Win (P =De" !
y p;es dado por
(38) pij _ eUZ(T—max{i,j}).

Cuando se realiza un tnico aporte en i* < T, los ratios se simplifican a

1

H =H=—ou-—
(39 e e

y ambos esquemas de comision generarian el mismo ratio. Asimismo, se puede
hacer a H,una funcién de la tasa de crecimiento 1, y se demuestra que para 7> 1

oH
f(M) <0

(40) ”

La expresion en (40) es equivalente a H >H, para cualquier conjunto comiin
de parametros, pues H,>0, 0>0yase cancela en H, Consecuentemente, la
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comisién por saldo genera siempre un mejor ratio que la comision por flujo
para cualquier sucesién W, tal que W, > 0 para todo i.

Al ser H  y H, funciones 1r monétonas en U, es posible encontrar una cota
superior UB y otra inferior LB para dichos ratios. Después de una apropiada
manipulacién de (37) se tiene que

. 1
1) UB=11m}H,me:G—2,
e —1
~ . _ 1
(42) LB=Ilim, , H,= o
e

Si asumimos W, = W, > 0 para todo el horizonte, definimos

(43) RHtf (y,é,T,az) = :; .

El ratio RH’, o en(43) por lo general no presenta monotonicidad en T; pero, para
T> 1, se verificaque RH u,o,T, o) >1 como consecuencia dlrecta de (40). En
el largo plazoy con u> 5tenemos RHsf (,u 0,00,0 ) = limp_,,, RHSf (u,5 T,0 )
donde

et -1 (e‘“_éw2 - 1)(e2(/“5)+02 _ 1)(@"*"2 R 1)

(44 RHy(u,0,%,0%)= : 7 2
sf (‘u ) M0 1 ("9 — 1)(82M+a' _ l)(e,u—5+0' +1)

2.3.4. Utilidad esperada de riqueza terminal

Consideremos un afiliado con aversion al riesgo y sea U(W) su utilidad
cuando una realizacién de riqueza terminal ajustada por comisiones es igual a W.
Para determinar el tipo de comisién mds apropiado, el afiliado quiere comparar
]E[U (WX(T))] y ]E[U (Wf (T ))] Sin embargo, expresiones analiticas explicitas
para los esperados anteriores no se encuentran disponibles en general.

Debido a que contamos con férmulas explicitas para el primer y segundo
momento de W(T) y WAT), encontramos apropiado utilizar una funcién de
utilidad cuadrética dada por

(45) U(W)=aW -bW?,

donde @ > 0y b > 0 es el coeficiente de aversion al riesgo. Notar que cuando
b =0 el afiliado seria neutral al riesgo, Adicionalmente, fijamos a =1+2b E[W]
de manera similar a Zhou y Li (2000). Si U es como en (45), tenemos

(46) E[U(W,(T))] = B[W,(T)]+ bE[W, (T)]* - EIW, (T)*),
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(47) E[U(W,(T)] = E[W,(T)]+ b(ZE[Wf (T)]2 ~E[W, (T)*].

Las expresiones de E[WS(T)Z] y E[Wf(T)Z] se pueden derivar de las
esperanzas (4) y (13), y las varianzas (5) y (14). Para un conjunto fijo de para-
metros y la utilidad cuadratica en (45), definimos Y como la diferencia entre
E[UW,(T)] y E[U(W/(T))]. Entonces,

(48) Y(b, 8)= B[U(W,(T))]-E[U(W,(T))].

En la siguiente proposicion se establecen las condiciones que hacen a Y una
funcién mondtona decreciente en 0 pues tal propiedad no se cumple en general.

Proposicion 2.1 (Monotonicidad de 'Y respecto de 8) Dada la secuen-
cia de contribuciones del afiliado Wy ={W,; |W;>0, 0=i<T-1}, y sea
A={T, a,u,0°,b, W} un escenario para los valores de las variables del
modelo. Si T>1,b>0y o* <Lin (2), entonces 95 Y (b, 8)<0 con 6> 0.

Demostracion: Ver Apéndice A.

Dado el escenario N={T, o ,02.b, W;} definimos la comisién por
saldo neutral al riesgo, 5N (N), como el valor de 8 que hace RE  en (15) igual
a uno. Asimismo, para el escenario A=NuU{b} definimos la comisién por
saldo aversa al riesgo, §,(A), como el valor § que hace E[U (W, (T))] igual
a E[U (Wf( ))] En la siguiente proposicion se establecen condiciones que
aseguran que tanto 5x(A) como Y sean crecientes en b, i.e., la comisién por
saldo mejora respecto de la de flujo al aumentar la aversién al riesgo.

Proposicion 2.2 (Efecto de la aversion al riesgo en Yy 6: YDadoT> 1y
un conjunto de pardmetros N ={T, a,u,az,b, Wi}, entonces para el escenario

A=NU{b} con b >0 tal que o’ =Ltin(2) se cumple que Y(b, 5y (N))> 0,
3, Y (b, 5y(N) >0, 5, (A)>8\(N) y 9,0, (A)>0.

Demostracion: Ver Apéndice B.

Es importante notar que Y definida en (48) se considerd una funcién solo de
by §debido a que en las Proposiciones 2.1 y 2.2 se asume (indirectamente) un
nivel fijo o de la comisién por flujo. Si Y se define en términos de b y ¢ para un
valor fijo de 6, i.e., Y (b, &), entonces es posible extender los resultados obtenidos
en esta seccion. En primer lugar se verificaquesi7>1,b>0y o’ =Lin(2),
entonces 9, Y (b, @) >0 para o> 0. De manera similar al caso de la COInlSlOIl
por saldo, se pueden definir como aN(N) y aN(A) con N ={T, d,u, o.b, W}
y A=NU{b} alas comisiones por flujo neutral y aversa al riesgo, respectiva-
mente. Entonces bajo los mismos supuestos de la Proposmlon 22se demuestra
que Y(b, aN(N)) >0, 9,Y(b, ay(N))>0, aA(A) <ay(N) y abaA(A) <0.
Los resultados anteriores implican que la comision por flujo empeora respecto
de la de saldo al aumentar la aversion al riesgo.
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2.4. Comisiones equivalentes desde la perspectiva de la Administradora
de Fondos de Pensiones (AFP)

Los métodos para comparar comisiones por flujo y saldo presentados en la
Seccidén 2.3 fueron desarrollados desde la perspectiva del afiliado. Sin embar-
go, es importante determinar la equivalencia de comisiones desde el punto de
vista de una AFP. Es por ello que en esta seccion, haciendo uso de un modelo
simplificado, se estudian los flujos de ingresos de las AFP bajo ambos tipos de
comisiones y se determinan las comisiones de equivalencia.

Sean ¢,, €EN la edad minima en la que un afiliado puede incorporarse al
sistema pensionario, ¢, € N la edad de jubilacién comiin del sistemay t €N
un indicador de un mes cualquiera, todas las variables anteriores se expresan en
meses y se cumple que 7, < ¢.. Definimos como x°(#)) al ndmero inicial de afiliados
de edad ¢, + 1, tal que ¢y =1,..., 7, -1, —1. Luego, en cada ¢ > 0 se incorporan
al sistema un niimero de afiliados igual a x™(¢) todos los cuales tienen edad -

Vamos a estudiar el caso simplificado correspondiente al inicio de un siste-
ma de pensiones, en el cual primero se afilia a toda la poblacién relevante (en
términos de edad) y después solo se incorporan nuevos afiliados en la medida
que cumplen con la edad minima. Un afiliado “inicial” de edad ¢, + ¢, con
to=1,..., 1, -1, - 1. contribuird al fondo con aportes W, (z,) parai =0, ...,
t~t,—1; y un afiliado con edad igual a #,, que ingresa en ¢ > 0 contribuird al
fondo mediante una secuencia de aportes WiN () coni=0,...,1~t, —1. Ademds,
definimos como 7, al horizonte de tiempo en meses que fija la AFP para el
andlisis (solo se van a considerar las comisiones generadas en este lapso), y es
tal que satisface la condicion t,—, 2T, p .

Si la AFP fija una tasa de descuento 4y mensual en tiempo continuo para sus
ingresos por comisiones por flujo, entonces para el caso de un nivel de comisién
por flujo constante durante el periodo de andlisis, ¢, los valores presentes de las
comisiones cobradas a los afiliados iniciales (aquellos con edad mayor que ¢, que se
incorporan en el momento inicial) y nuevos (aquellos que se incorporan al sistema
con edad minima ¢, en cada periodo incluyendo el inicial) serfan, respectivamente:

t-t, 11, )
(49) VP (Typp) = E Exo (tg)e™" Wy’ (’o)( 1-e™ )

ty=1  j=0

TAFP -1 TAFP_t_l

(50) VP (Typp) = N () W (1) 1-7),

donde #, =min {T,zp -1, 1, -1, —t, -1 }. Es importante mencionar que tanto
W (ty)(1-e*) como W (1,)(1-e %) en las expresiones (493 y (50) repre-
sentan las comisiones por flujo generadas por los aportes W; (1)) y W;" (1),
respectivamente. Con lo que el valor presente de todas las comisiones por flujo

generadas por los afiliados, VAT, rp), seria:

(51 VP, (Turp) = VP/?(TAFP)"' VPfN (Tarp)-
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Por otro lado, si se considera una comisién por saldo fija igual a § (mensual)

durante TA Fp> entonces:
t—t,-11, .
(52) VP (Tarp) = Y, Yx°(19)e™ VPCY (19,i),
t,=1 i=0
TAFP 1 TAFP_t 1 .
(53) VB (Tapp) = > M)t HVPC (1i);

t=0 i=0

tal que VPC? (1,,i) y VPCY (1,i) se definen como:

Typp . Lo

(54) VPCS (to,i) = E WiO (tg)e™ e" - O=(+) (1 e ),
=i+l
Tyrp X L.

(55) VPCY (1,i) = E W (t)e 7 " e(”_[s)(’_('Jrl))(l—e"‘S )
Jj=i+l

Notar g, es la tasa de descuento respectiva, VP (Typp) en(52) es el valor pre-
sente de las comisiones por saldo por cobrar a los afiliados que en =0 tenfan una
edad mayor que ,,, y VPsN (TA #p) €0 (53) es el valor presente de las comisiones
por saldo por cobrar a los afiliados con edad igual a ¢,, en el momento inicial y en
cada mes subsecuente hasta llegar a T, ;,,—1. Asimismo, tanto (54) como (55) se
basan en la expresion (25) y representan el valor presente (al mes en que se realiza
el aporte) de las comisiones por saldo generadas por los aportes Wi0 )y WiN ),
respectivamente. Con ello el valor presente de todas las comisiones por saldo
generadas por los afiliados durante el periodo T, zp, VP (T 4 p), seria:

(56) VP, (TAFP) = VRvo (TAFP ) + VPX‘N (TAFP )

A un nivel de comisién por flujo ¢, la comisién por saldo equivalente de la
AFP, §,,.p, es el valor & tal que VP(T ) en (51) es igual a VP (T, p) en (56).
Dicha comisi6n equivalente 8, ., es ademds una funcién de T, p, U, g %, las
secuencias del nimero de afiliados {x°} y {x}, y los aportes { W0} y { WN}.

Es importante mencionar que el modelo presentado compara las comisiones
cobradas por las AFP desde la etapa inicial del sistema hasta un periodo 7, .
Sin embargo, si se considera el mismo horizonte de andlisis de T, ., meses, en-
tonces lo m4s probable es que la comisién 8, ., disminuya en el tiempo debido
al crecimiento del fondo total administrado. Este hecho podria entenderse debido
a que la parte correspondiente a los componentes transitorios VPC? y VPC;
tienden a tener menor preponderancia a medida que se avanza en el tiempo, pues
los flujos de comisiones restantes de los afiliados iniciales van disminuyendo.
Por otro lado, VPC ﬁv tiende a crecer respecto de VPC ?» en razén a que con
el tiempo las comisiones por saldo de los afiliados que quedan en el sistema
tienden a incrementar respecto de las de flujo. Asimismo, dependiendo de los
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pardmetros, se podra determinar una comisién por saldo equivalente de largo
plazo, d4zp, que es la que se obtendrd cuando el flujo de comisiones alcanza
un estado de estabilidad. Tales situaciones se mostrardn en los experimentos
numéricos de la Seccién 4.

De la forma en que se ha presentado el modelo, la tinica fuente de incerti-
dumbre en los flujos estaria dada por la evolucion del valor cuota del fondo.
Este hecho hace que g, la tasa de descuento de los ingresos cuando se asume
comisién por flujo, sea igual a la tasa libre de riesgo, r. Asimismo, es impor-
tante notar que en el caso de la comisién por saldo, los ingresos por comisiones
corresponden a valores esperados, y por lo tanto se tendria que estimar g, pero
bajo la condicién g, > r. Una forma de evitar el célculo de g, es trabajar bajo
la medida de probabilidad neutral al riesgo Q, bajo esta medida se tiene que
W=ryademds g, = g,= r. Tal método de valuacién es que se empleara en los
ejemplos numéricos. lén caso que existiera aleatoriedad en las secuencias {xV},
{WP} y {WN}, no seria posible trabajar bajo el enfoque anterior pues los flujos
de ingresos no podrian ser replicados utilizando el activo riesgoso y el activo
libre de riesgo, y por tanto se tendrian que estimar adecuadamente 9y 4,

Finalmente, es p051ble adaptar este modelo para comparar cambios e en laforma
de cobro de comisiones cuando ciertos grupos de afiliados antiguos mantienen
su tipo de comisién anterior, mientras que los nuevos afiliados estdn sujetos a la
nueva forma de cobro Tal 51tuac10n se podrd modelar mediante cambios en la
estructura de VPC y VPC en funcion del tipo de comisién que seleccionan
los afiliados, i.e., cwrtos x(’(to) podran multlphcar valores presentes de comisiones
correspondientes al otro tipo de comisién.

En la siguiente seccidn se estudia el efecto que tiene la interrupcién de apor-
tes en los métodos de comparacion descritos en la Seccion 2.3. Tal proceso de
interrupcién, como se verd a continuacion, se introduce por medio de un proceso
estocdstico que representa la ocurrencia o no de aportes en un periodo respectivo.

3. INTERRUPCION DE APORTES

Existe la posibilidad de que el afiliado no sea capaz de contribuir con un
monto W, > 0 para todo i. Para representar tales interrupciones, introducimos
un proceso estocastico Z = {Z O<sisT- l} independiente del proceso B, tal
que Z es una secuencia de variables aleatorias independientes Z, ~ Bernoulli
(p;) con al menos un i* tal que p;.> 0. Si Z; = 0, no existirfa contribucion en el
periodo i, lo que ocurre con probabilidad 1-p;. Asimismo, denotamos como P,
ala secuencia de probabilidades de aportar, i.e., P,={p;|p,€[0,1],0<i < T-1}.

El proceso Z es una de las formas mds simples de incluir interrupciones en
la secuencia W ={W,| W, >0, 0=<i=<T-1}. Adicionalmente, W, podria
ser interpretada como el flujo de contribuciones representativas para grupos
homogéneos de afiliados compartiendo un mismo 7. Por ejemplo, es posible
determinar YV, mediante proyecciones de salarios dependiendo de una tasa de
crecimiento promedio que es a su vez funcidn de la edad, sexo, nivel educativo, etc.

También definimos

T-1
(57) W,(T) = ZW/(T),
i=0
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T-1 )
(58) W, (T)=YZW/(T),
i=0

donde W (T) y Wf(T) estdn dados por (2) y (11), respectivamente. Ambos

W (T)y W, (T) representan riqueza terminal (bajo los esquemas de saldo y

ﬂUJO) cuand{) las interrupciones se modelan a través del proceso estocdstico Z.
Calculando los valores esperados de W, (T) y Wf (T') tenemos

-1 T-1
(59) E[ W,(T)1= Y ELZW, ()] ="y pwe ),
i=0 i=0
T-1
(60) E[ W, (T)]= Y BIZ,W/(T)]=e **" zp,We M
=0 i=0

Para obtener (59) y (60), se ha utilizado la independencia de Z; con respecto
aW,(T)y Wf(T) Las varianzas de W, (T) y Wf(T) pueden ser determinadas
ut1l1zand0 la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 (Varianza de riqueza terminal) Bajo el proceso de interrup-
cion Z, las varianzas de W,(T) y W, (T) en (57)y (58) son

T-1T-1

Var(VVZ (T)) = zzpipjmwje(u—ﬁ)(ﬂwr_j) (egl(T—max{i,j}) _ 1)
©1) i=0 j—O
+ zp P W ¢ (2(u-6)+0” )(T-i)
Y T-1T-1 ) ) s B
Var(Wf (T)) = Zzpipijje—2a+ﬂ(T—l+T—j) (66 (T-max{i.j}) _ 1)
(62) 1—0]—0
+ zp 2 —2a+(2,u+0'2)(T—i)
l l l

Demostracién: Ver Apéndice C.

Si se asume p; = p con p €(0,1] para todo 0 <i < 7-1, el afiliado tiene la
misma probabilidad de contribuir en cada periodo (mes). En consecuencia, la
probabilidad p se puede interpretar como la densidad de cotizacién del afiliado.

Si en la comparacién de comisiones se utilizan los valores esperados de
riqueza terminal ajustados por comisiones, entonces se define

g5, - EIW(D)

(63) E[W,(T)]’
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donde E[VV\(T)] [W (T)] se encuentran en (59) y (60), respectlvamente La
regla de decisién para determlnar el tipo de comisiéon mds conveniente es la
misma que en el caso de RE . en (15). Si en el proceso Z se asume que existe
i*"#i" tal que p,.. € (0,11, y si consideramos REy en (63) como una funcién
de la tasa de crecimiento U, entonces para todo 'y 7>1:

dREy (1) _

64
9 a(u)

La derivacion del resultado anterior es similar al de la expresion (18). Sip;=p
para todo i con p € (0,1], el ratio RE sf se vuelve independiente del proceso de
interrupcion Z'y de la densidad de cotizacién p, i.e., REy = RE ;.

En el caso de 1a comparacion de las inversas de los coeﬁcientes de variacién
de los fondos finales ajustados tenemos:

E[W, ()] L A
.

(65) H=7————  y H=rr—t—o
JVar [W,(D)] Var [W;(T)]

donde las varianzas de V/V\Y My V/V; (T) seobtienen por la Proposicién 3.1. Bajo
el proceso de interrupcion Z, no es posible demostrar la monotonicidad de H ,

respecto de (1 tal como se hizo en (40). Sin embargo, es posible analizar el efecto
de la densidad de cotizacionpen H_ y }/I\f através de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2 (Impacto de p en }/I;\ y ﬁi) En el proceso Z se asume
p;=ptalque p € (0,1, se considerana H; y H, en (65) como funciones de
p. Bajo tales supuestos se cumple lo szgmente
(1) Sl u+0 <0, Wy 2 W, para todo 0=i<T -1y T>1, entonces existe

p e (0, l)talque H (p )< H, +(p) cuando p <p".

(2)Si_u 6+U >0, W, =W, para todo 0=si<T-1y T>1, entonces

i+l

H( )>Hf( )paratodop

Demostracion: Ver Apéndice D.

La Proposicién 3.2 muestra que la densidad de cotizacién p podria afectar
la comparacic’)n de comisiones cuando se utiliza la inversa del coeficiente de
variacion. Ademds bajo ciertas condiciones la comision por flujo se beneficiaria
con una reduccién en p. Notar que cuando p = 1, H, (1) > H, (1) sin necesidad
de los supuestos considerados.

Sea la funcidn de utilidad U dada en (45), entonces las utilidades esperadas
de W,(T) y Wf( ) son

~

(66) E{U(W,(T)] = BIW,(1)]+ bQE[W, ()] - EIW, (1))

(67) E[U(@(T»J=E[@<T)]+b(2E[@(T)]2 ~EIW; (T)*)).
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Las expresiones para E[W, (T)*]y E[V/V; (T)*] se pueden derivar a través
de (59) y (60), y la Proposicién 3.1. A la funcién Y en (48) le afiadimos como
argumento la densidad de cotizacién p, con lo cual

(68) Y(b,p, 8)= B[U(W.(T)) |+ B[U(W, ()]

Dado un escenario N = {7, o, 1, 6%, W,, P;} definimos (de manera similar
que en la Seccién 2.3) la comision por saldo neutral al riesgo, 6N (N), , al valor
de §tal que REsf =1. Es posible también definir la funcién Y en (68) como una
funciénde b, py o, y realizar el andlisis asumiendo un valor fijo de la comisién por
saldo; pero, como tal especificacion produce resultados congruentes con los que
se van a obtener en la presente seccion no se van a hacer explicitos los resultados.

La siguiente proposicién estudia el comportamiento de Y en (68) como fun-
cién del coeficiente de aversion al riesgo b bajo supuestos en la secuencia Wp;
pero antes de ello introducimos una forma particular de la sucesion de aportes.

Se puede asumir el siguiente flujo de contribuciones

(69) W, =Wpe?', BER, W,>0 y 0=i=T-1;

entonces, 3 es la tasa de crecimiento mensual de las contribuciones, y la con-
tribuci6n inicial es W,,. Notar que bajo el modelo de crecimiento exponencial'?
en (69) se tiene W, > 0 para todo i.

Proposicion 3.3 (Efecto de la aversion al riesgo sobre Y') Sean T> 1,5 >0,
p;=p€(01],enZy N 6;,(N) la comision por saldo neutral al riesgo, donde
N=:T, a, u, a . Los siguientes postulados se cumplen:
(1)Si u-o+0? >0 y W, =W, paratodo 0 <i<T -1, entonces Y(b Ds 5N)>O
y abY(b PO )>0.
(2) Sl W es dado por (69) y u- S5+0%>p entonces Y(b P’CSN)>0 y
p,éN) >0.

Demostracion: Ver Apéndice E.

La Proposicién 3.3 brinda condiciones bajo las cuales la comisién por saldo
genera mayor utilidad esperada que la comisién por flujo cuando se incrementa
la aversion al riesgo y se considera la 1nterrup010n de aportes. Notar que sip = 1
se puede afirmar directamente que Y’ (b 1, 6 ) >0y d,Y (b 1 5N >( debidoa
queH, >H 51empre se cumple (ausencia de 1nterrup01ones) La parte (1) es mds
general pues solo requiere L > Jy una sucesién decreciente de contribuciones.
Por otro lado, (2) requiere una tasa de crecimiento de contribuciones, 8, que

13" Modelos alternativos para W, se encuentran en la literatura. Por ejemplo, Devesa-Carpio
y Vidal (1997) proponen un modelo en el cual las contribuciones se incrementan con la
edad hasta llegar a un médximo, y a partir de tal punto decrecen gradualmente. Carriere y
Shand (1998) asumen que las contribuciones se incrementan con la edad; pero, a una tasa
decreciente debido a un factor de mérito que disminuye con el tiempo. Devesa-Carpio et
al. (2003) propone una funcién polinémica para modelar las contribuciones como una
funcion de la edad del afiliado.
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noexcedaa u—o0+ o?. Notar que el resultado mostrado depende de un valor
particular de & (dado por la comisién por saldo neutral al riesgo 5N) debido a
que valores arbitrarios no pueden garantizar que la Proposicién 3.3 se cumpla.

Proposicion 3.4 (Efecto de la densidad de cotizacion sobre Y') Sean T > 1,
b>0,p,=p e (0,1], en el proceso Z'y =0 (N) es la comisién por saldo
neutral al riesgo, donde N=1T, a, u, 0°, Wy ;. Las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1)Si u-8+0* >0y 1 =W; paratodo 0 <i<T-1 entonces o T(b D, 5N)>0

parap e (0,1
(2) Si Wyes dacfopor (69)y u- S+0%> B entonces 9 Y’(b p,é' )> 0 para

re(04)

Demostracion: Ver Apéndice F.

Hasta el momento se ha demostrado que bajo ciertas condiciones Y (b D, 5N ) >0
y ademds es estrictamente creciente en b y p. La siguiente proposicion generaliza
los resultados de la Proposicién 2.1 sobre la monotonicidad de Y'(b, p, 6) con
respecto de 8 al incluir interrupcién de aportes.

Proposicion 3.5 (Monotonicidad de Y respecto de 0) Sea T>1, b>0 p,=p€
(0,11 en el proceso Zy algiin escenario N = {T a, u, o’ VVT} Sio?<i ln(2p)
entonces aéY(b D, 61\5 <0.

Demostracion: Ver Apéndice G.

Dado un conjunto de parimetros A={7, ¢, i1, 6%, W, P}, definimos de manera
similar que en la Seccién 2.3) la comision por saldo aversa al riesgo, 5A(A)
como el valor dtal que EO[U (Wx( ))] esigual a E[U (Wf( ))J Si consideramos
o’ < +1n(2p), ademds de los supuestos de la Proposicion 3.3 (incluyendo el caso
de la secuencia de aportes con crecimiento exponencial) se puede verificar que
5A(A) > 5N(N) y 6b6A(A) >0 paracualquierb>0yp € (0,1). As1mlsmo vaa
existir &, (I), ., queesla comision por saldo que hace ZE[W (T)] W 1) ]
igual a 2E(W (T)] E[Wf(T) ] para I= {T a, u, o* W, p} otar que
la comision 5 (@), se puede 1nterpretar como la comision por saldo aversa al
riesgo cuando b — oo, i.e., lim,_,, (SA(A) 6 (I). Ademds podemos colegir
que 9,Y(b,p,6)>0 cuando 5<d; (1) y abY(b,pﬁ) <0 cuando 8>3, (I).
Finalmente, no es posible determinar condiciones de monotonicidad similares
para Y respecto de p cuando b >0y 6> 0 son arbitrarios,

La comparacién entre E[U (W (T )) y B|U (W (T ))J también pudo ser
realizada utilizando los respectivos equivalentes de cerfeza: CE [W (T)] y
CE Wf( )] Definimos, el siguiente ratio para establecer tal comparacion:

(70) ACE, =

Si ACE;> 0, la comision por saldo resultaria preferible. Si ACE - < 0, la
comision por flujo resultarfa preferible. Adicionalmente, cuando ACEf =0el
afiliado seria indiferente entre ambos tipos de comisién. Bajo la funcmn de
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utilidad cuadrética en (45) y utilizando la parte de la funcién que es creciente
en términos de la riqueza ajustada, se verifica que

2
(71) CE[W,(T)|=E [W(T)]+2ib—\/(2—1bj +Var W.(T),
_ 1 1\? _
(72) CE[W,(T)|=E[W,(T) ]+ - (E) +Var W, (T).

Notar que las proposiciones que describen el comportamjento de [& [U (W (T))} -

E(U (W (T )) también aplican para CE|W, (T )Ij CE [Wf( )] pero, ellas no
pueden ser generahzadas para describir ACE .

Finalmente, si WV, tiene una estructura tal que Wy, =p;W; con W, >0, en-
tonces ACE , seria 1ndepend1ente de W, dependlendo de la funcién de utilidad
seleccionada. Para el caso de la utilidad cuadratica, el ratio se veria afectado
por la contribucién inicial y esto generaria una nueva dimensién en el andlisis.

4. APLICACION DE LA METODOLOGIA AL SISTEMA PRIVADO DE PENSIONES
DEL PERU

En esta seccion se presenta la aplicacion de la metodologia propuesta al
Sistema Privado de Pensiones del Perid (SPP). Esta aplicacion es relevante debido
a que el SPP esta atravesando un proceso importante de reforma después de 20
afios de ser creado.!* Parte de la reforma consiste en el cambio de comisién por
flujo a saldo, y es en parte por ello que este articulo de investigacién analiza el
efecto de ciertas variables en la comparacion de dichas comisiones.

4.1. Parametros del modelo

Para las aplicaciones numéricas se ha considerado una edad de jubilacién
de 65 afios y dos escenarios: moderado y agresivo, los cuales corresponderian
a los fondos de riesgo medio y alto del SPP. Se han fijado ademas tres niveles
de comisién por flujo (expresados como porcentajes del salario del afiliado):
fmm = 1.47%, f =1.84%, y f,,, = 1.615%; los cuales corresponden al cargo
minimo, maximo y promedio por flujo del SPP a diciembre de 2013, respec-
tivamente. Como los trabajadores dependientes en el Perud estin sujetos a una
contribucién obligatoria de 10% del salario y f; se aplica sobre este tltimo, tene-
mos ¢, = —In(1-10f) con lo cual e, = 0.1590, o, = 0.2033 y c,,,, = 0.1761.
Es 1mp0rtante mencionar que no se esta 1ncluyendo el cargo correspondlente a
la prima de seguro obligatoria.

14 La Ley N° 29903 contiene los principales aspectos de la reforma. Uno de los cuales es
que los afiliados migrardn a una comisién mixta, la que tiene un componente por flujo
transitorio decreciente de 10 afios, y a partir del décimo afio el cargo seria inicamente
por saldo. La reforma también incluye el mecanismo de subasta de las nuevas cuentas
individuales de capitalizacion y normas para incorporar a trabajadores independientes.
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Para aplicar la metodologia es fundamental estimar los pardmetros u y
o del proceso estocdstico del valor cuota del fondo para los escenarios mo-
derado y agresivo, y determinar la sucesidon de contribuciones del afiliado.
Tales contribuciones se expresan usualmente como porcentajes de los salarios
y estos ultimos son afectos por inflacién. En un mercado con rendimientos
aleatorios es sabido que existe una correlacion entre la tasa de inflacién y
rendimiento. Con ello, introducir aleatoriedad en rendimientos pero no en
inflacién podria llevar a falsas conclusiones. Por tal razén, en la aplicacion
practica al SPP se emplean tanto rendimientos reales como contribuciones
(deterministicas) reales. Los detalles de la calibracién de los pardmetros del
valor cuota del fondo se muestran en el Apéndice A.1. A manera de resumen,
para el escenario moderado se tiene W,, = 5.3% anual y 0,, = 8.7% anual,
lo que genera un rendimiento real promedio en tiempo continuo, r,, igual a
4.90% anual (equivalente a 5.00% efectivo anual). Para el escenario agresivo se
tiene t, = 7.8% anual y 0, = 14.6% anual, lo que genera un rendimiento real
promedio en tiempo continuo, r,, igual a 6.78% anual (equivalente a 7.01%
efectivo anual). La tasa libre de riesgo también se ha estimado y se considera
r = 1.52% real anual en tiempo continuo.

La sucesién mensual de las contribuciones reales del afiliado (WV;) se asume
tal que W.,, =(1+7;,)W, parai>0y W,> 0 arbitrario. Los factores mensuales
T se calculan mediante la suma del crecimiento correspondiente a lo largo de
la curva de salario mds un componente de ganancia por incremento de pro-
ductividad. Asimismo, T depende de diferentes clasificaciones de los afiliados
segtin su género, nivel educativo y edad. Los detalles de la calibracién de los
factores se muestran en el Apéndice A.2; pero es importante mencionar que
para afiliados jévenes los factores promedio de crecimiento fluctian entre
2.5% y 3.5% anual.

A pesar que sus supuestos de independencia son fuertes, el proceso de
interrupcién Z es suficientemente flexible debido a que la secuencia de proba-
bilidades p, pueden reflejar diferentes perfiles de contribucion y circunstancias
de los afiliados. Sin embargo, en esta aplicacién hemos considerado el caso
mds simple: p, = p € (0,1] para todo i. El objetivo detrds de este supuesto es
demostrar, en la forma maés directa, el efecto de la densidad de cotizacién, p, en
la comparacién de comisiones por flujo y saldo. Futuras investigaciones podran
incluir formas mds sofisticadas y/o adecuadas para p,, y analizar su impacto en los
sistemas de cobro. Se consideran en la aplicacién dos escenarios para la densidad
de cotizacion: p = 100 (asume una sucesion ininterrumpida de contribuciones)
y p = 0.458 (densidad de cotizacién promedio del SPP a diciembre de 2012).
El Cuadro 8 de SBS (2013) muestra la densidad de cotizacién para diferentes
grupos de edades del SPP. Con lo que, segin la base de afiliados del SPP, el
valor de p = 0.458 es representativo pues no se observan diferencias marcadas
de la densidad de cotizacién por grupo de edad.

4.2. Resultados numéricos
En esta seccion presentamos los resultados numéricos correspondientes a

las diversas formas de comparacién de comisiones por flujo y saldo descritas
en las secciones previas.
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4.2.1. Comision por saldo neutral al riesgo (5;)

La Tabla 3 muestra los valores de 6; anualizada y en porcentaje, para ciertas
edades, cinco perfiles (M/SU, M/U, H/SU, H/U y E) donde los primeros cuatro
se describen en la Tabla 2, un escenario moderado (asume un rendimiento anual
real del fondo igual a 5% efectivo anual) y tres valores distintos de comisién
por flujo correspondientes a 1.47%, 1.615% y 1.84% del salario (¢,,;, = 0.1590,

a,,,=0.1761 Y O = =0.2033). La Tabla 4 muestra la misma informacién pero
para el escenario agresivo, el cual asume una rentabilidad anual real del fondo
igual a 7.01%. Notar ademds que 6N es independiente de la contribucion inicial
W, > 0. Se puede observar en ambas tablas que dy es estrictamente creciente con
la edad (o estrictamente decreciente en 7) para un perﬁl un oy un escenario fijo de
rentabilidad. Asimismo, dy es estrictamente decreciente en la tasa de crecimiento
tal como se derivé en la expresion (18), esto para 7, oy perfil de contribuciones
fijos. En el escenario moderado y con51derand0 un afiliado de 30 afios con perﬁl
H/SU (segiin la Tabla 2), se tiene 8y = 0.792% anual para o, = 0.1590, oy
=0.879% para a,,, = 0.1761 y Sy = 1.019% para @, = =0. 2033 Por ejemplo,
esto implica que cuando se considera una comision por ﬂu]o igual a o, un cargo
por saldo menor a 0.792% har4 preferible la comision por saldo para el afiliado
de 30 afos y perfil H/SU. En el escenario agresivo dichas comisiones limite
serfan 0.707% para @, 0.784% para ¢ oo Y 0.908% para o, ... Notar que 6N
> 0.518% para todos los escenarios de las "Tablas 3 y 4 (sin considerar el perfil E).
Tal valor corresponde a un afiliado de 20 afios de edad con perfil M/SU y bajo un
escenario agresivo de rentabilidad del fondo. Es decir, que una tasa de comisién
por saldo menor o igual a 0.518% haria preferible a tal comision para todos los
tipos de afiliados (sin E) y escenarios considerados. Asimismo, las diferencias
entre 5N para los distintos perfiles (sin E) son de alrededor de 0.04% para afi-
liados menores a los 40 afios, esto implica que las diferentes tasas de crecimiento
de salario generan valores bastante similares de dy, . También se ha incluido un
caso particular, E, el que corresponde a una secuencia de contribuciones reales
iguales a W, > 0. Los valores de 6 que genera E bajo el escenario moderado
son s1m11ares a los del escenario agresivo (sin considerar £y para un mismo ).
Este hecho es interesante porque la diferencia entre los rendimientos esperados
de los escenarios moderado y agresivo es 2% anual, mientras que la tasa de
crecimiento de las contribuciones es cercana a 2% para los diferentes perfiles.
Entonces, un incremento de las contribuciones produce un efecto similar en 6N
que un incremento similar en el rendimiento esperado del fondo. La Figura 1
muestra el grafico de 5N como una funcién de la edad y perfil de contribuciones
pero solo para el escenario moderado y considerando o,

Bajo el supuesto de existencia de la medida de probabilidad neutral al riesgo
Q es posible determinar la comisién por saldo que hace a los pre01os p,en (19)
y ppen (20) iguales. Tal comision de indiferencia equivale a 5 cuando Les
i gual alatasalibre de riesgo r. La Tabla 5 resume tal 1nf0rmac10n para distintas
edades de afiliados, tasas de la comisién por flujo y perfiles de aporte. Ademas,
debido a la propiedad (18) todos los valores de la Tabla 5 son mayores que los
de las Tablas 3 y 4. Por ejemplo, para un afiliado de 20 afios bajo una comisién
por flujo . el promedio de 8y excluyendo el perfil E es igual a 0.85% para
r equlvalente a 1.52% anual (Tabla 5) mientras que se tienen 0.66% y 0.58% en
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el caso de rendimientos del fondo correspondientes a 5.00% anual (Tabla 3) y
7.01% anual (Tabla 4), respectivamente. Para la misma edad pero bajo ¢, , los
valores promedio de la comisién de indiferencia serian 0.77%, 0.60% y 0.52%;
y, para o, tendriamos 0.99%, 0.76% y 0.67%. Finalmente, a medida que la
edad del afiliado se incrementa, las diferencias entre las respectivas comisiones
de las Tablas 3 y 5 se hacen més significativas.

FIGURA 1
COMISION POR SALDO NEUTRAL AL RIESGO, &,
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Comision por saldo neutral al riesgo, 5;1 , en porcentaje (%) y anualizada para diferentes combinaciones
de edad y género/educacion bajo un escenario moderado (r,, = 4.90% anual en tiempo continuo).
Se ha incluido el caso de contribuciones iguales (E). Se ha asumido o= 0.1761 (corresponde a un
cargo por flujo igual a 1.615% del salario bajo una tasa de contribucién constante de 10% de este
iltimo) y una edad de jubilacion de 65 afios.

4.2.2. Comision por saldo aversa al riesgo 6:

Queremos estudiar el efecto de la aversion al riesgo en 5A ecordar q
dx es la comisién por saldo que hace E|U (W, (T))] esigual a ETU (Wf( )])J]e
bajo la funcién de utilidad cuadritica en (45) e manera mds especifica,
se brindard informacién acerca de 8, —dy con el efecto de aislar el efecto
causado por la aversion al riesgo. La Tabla 6 muestra los valores de 5A 6N ,
anualizados y en porcentaje, para distintas edades, perfiles de contribucion (ver
Tabla 2) y valores de comisién por flujo pero bajo el escenario moderado de
rentabilidad. Se ha asumido p = 1, i.e., no hay interrupci(’)n en la secuencia de
contribuciones y b—ee (caso extremo de aversion al riesgo). Notar que cuando b
se acerca a infinito 5A se vuelve independiente de la gontrlbumon igicial W;>0
porque se necesita encontgar 6 tal que ZE(W (T )) - E[W (T )] es 1gual a
ZEin( )) - E[Wf( )] y es posible factorizar ‘W, en ambas expresiones.

os resultados numéricos de la Tabla 6 (escenario moderado) muestran que

6N se mantiene estable para los perfiles M/SU, M/U, H/SU, y H/U. Por ejemplo,
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-8y =0.021% para @, 5 — Oy ~ 0.024% para o,y 5y -0y =~ 0.027%
para ' ax- £ €] caso del perfil E, los valores de 5, — Oy tienden a ser 0.005%
menores que los correspondientes a los otros perfiles. Sin embargo, y tal como
lo indican los valores de la Tabla 7, la situacién cambia dramdticamente cuando
se considera el escenario agresivo. Por ejemplo, si consideramos los perfiles de
la Tabla 2 (se excluye E) para un afiliado de 20 afios O =0y =~ 0.25% para i
85 -0y ~0.28% para Q,,y 8y — Oy ~0.32% para o,,..- Sin embargo, para un
afiliado de 50 afios tales Valores no excederian a 0.1%. Ademas el perfil £ tiende
a presentar valores de 8, — 5N mayores, sobre todo en afiliados menores de 25
afios. La Figura 2 muestra los valores de 6A 6N como funcién de la edad y
del perfil de contribucién para el escenario agresivo y o, oro

FIGURA 2 _
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Comisién por saldo aversa al riesgo menos comisioén por saldo neutral al riesgo, 52 _&s . en
porcentaje (%) y anualizada para diferentes combinaciones de edad y género/educacion bajo un
escenario agresivo (r, = 7.68% anual en tiempo continuo). Se ha incluido el caso de contribuciones
iguales (E). Se ha asumido b—eo, p = 1 (sin interrupciones), o = 0.1761 (corresponde a un cargo
por flujo igual a 1.615% del salario bajo una tasa de contribucién constante de 10% de este dltimo)
y una edad de jubilacién de 65 anos.

4.2.3. Comparacion de equivalentes de certeza ( ACEXf)

En esta seccidén vamos a estudiar el ratio

(73) ACE, =

El valor de ACE ,, bajo funci6n de utilidad cuadrética tiene expresion ana-
litica explicita debido a que las férmulas (71) y (72) pueden utilizarse en (73).
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Pero, ACE, dependera de W, inclusive se asume YV, como en la Seccién 4.1.2.
En consecuenma este hecho compllca el estudio del comportamiento de ACE
debido a cambios en b y p porque los resultados dependerdn también de W
Una alternativa para eliminar la dependencia de W, es utilizar una funcién de
utilidad tal que ACE, sea independiente de W,, cuando WV, se asume como en
la Seccién 4.1. Si utilizamos una funcién de utilidad CRRA de la forma

wlr
(74) UuWw)= —
-y

donde W es la riqueza terminal ajustada y y> 0, entonces ACE ,no dependerd
de W,,. Este hecho serd importante para separar el efecto de la aversién al riesgo
y de la densidad de cotizacién en ACE , del causado por W,,. Es importante
mencionar que las expresiones para CE W (T )l y CE Wf (T)| no estdn dis-
ponibles para (74), con lo que se tendrd que utilizar simulacién para obtener
un estimador de ACE|

La Tabla 8 presenta los valores estimados de ACE ,para: diferentes edades,
dos valores de densidad de cotizacién (p = 1.00 y p = 0.458), el perfil de con-
tribuciones M/SU (como los resultados para los otros perfiles de la Tabla 2 son
muy similares entre si estos no se han reportado) y los escenarios moderado
y agresivo descritos en la Seccién 4.1. Siguiendo a Poterba et al. (2005), se
consideran tres valores distintos de aversion al riesgo del afiliado: y=1 para un
grado bajo y en este caso U(W) = In(W), Y= 4 para un grado moderadoy y= 8
para un grado alto. El valor de la comisién por saldo, §, se fija en 1% anual, y
el valor de la comisién por flujo, o, se fija en 0.1761. El niimero de caminos
muestrales de la riqueza ajustada utilizados para estimar ACE, se determiné
utilizando el procedimiento secuencial de Kelton y Law (2000) con un error
relativo de 0.0001 y un nivel de confianza de 99 %. Asimismo, las Figuras 3 y
4 resumen la informacién contenida en la Tabla 8.

A partir de los resultados obtenidos se observa la poca o casi nula influencia
que tiene la densidad de cotizacién en ACE , esto en consecuencia a que las
curvas correspondientes a p = 1.00 y p = 0.458 précticamente se superponen
en las Figuras 3 y 4. La mayor diferencia causada por la densidad de cotizacién
se obtiene para el escenario agresivo y cuando y= 8, tal diferencia no excede a
0.2%. Asimismo, se puede observar que ACE ,es una funcion creciente en y para
una edad fija, esto corrobora parcialmente 1];1 Proposmlon 3.3 en relacién con
el hecho que a mayor aversion al riesgo la comisién por saldo mejora respecto
de su par por flujo. Sin embargo, no se obtiene ACE ;> 0 para toda edad, pues
estamos fijando 6 en 1% en vez de trabajar con la com1s10n por saldo neutral
al riesgo, On correspondiente. Ademds, a partir de cierta edad se tiene que
ACE > 0 (tal edad depende de los valores considerados para las variables), lo
que en parte verifica el rol que tiene 6, en la funcién y segin lo establecido
como consecuencia de los resultados de la Proposicion 3.5. Consecuentemente,
incrementos en ¥, manteniendo fijas las otras variables, tienden a disminuir la
edad a partir de la cual la comisién por saldo se torna favorable. Asimismo,
si 6 disminuye, i.e., la comisién por saldo se vuelve mds atractiva, las curvas
de ACE, correspondientes a un Y fijo deberian subir. También, a medida que
aumenta el riesgo del fondo el efecto de la aversion al riesgo es mas marcado,
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FIGURA 3
DIFERENCIA PORCENTUAL EN CE (ESCENARIO MODERADO)
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Valores estimados de ACE,, =CE[17V:(T)]/CE[‘7V7(T)]—1 en porcentaje (%) para diferentes
edades, valores del coeficiente de aversion al riesgo (¥ = 1, 4, 8) y densidades de cotizacién
(p = 1.00 y p = 0.458) bajo un escenario moderado (u,, = 5.3% anualy o, = 8.7% anual) y
perfil de contribucién M/U segiin Tabla 2. Se ha asumido utilidad CRRA, § =1% anual, a =0.1761
(corresponde a un cargo por flujo igual a 1.615% del salario bajo una tasa de contribucion constante
de 10% de este dltimo) y una edad de jubilacién de 65 afios.

FIGURA 4
DIFERENCIA PORCENTUAL EN CE (ESCENARIO AGRESIVO)
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Valores estimados de A CExf = CE[W: (T)] / CELV/V} (T)] —1 en porcentaje (%) para diferentes edades,
valores del coeficiente de aversion al riesgo (7= 1, 4, 8) y densidades de cotizacién (p = 1.00 y
p=0.458) bajo un escenario agresivo (u, =7.8% anual y 0, =14.6% anual) y perfil de contribucién
M/SU segiin Tabla 2. Se ha asumido utilidad CRRA, § = 1% anual, oc= 0.1761 (corresponde a un
cargo por flujo igual a 1.615% del salario bajo una tasa de contribucién constante de 10% de este
tltimo) y una edad de jubilacién de 65 afios.
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pues las curvas correspondientes tienden a alejarse entre si y tal separacion es
mayor para los afiliados de menor edad. Por ejemplo, si fijamos una edad de
20 afios, en el escenario moderado se tiene que ACESf €[-7.76%, -3.93%]
(este rango aplica para los valores de Yy p considerados) y en el agresivo
ACEy €[-10.12%, -1.40%], mientras que para un afiliado de 35 afios los
rangos correspondientes son ACE, €[1.15%, 3.04%] en el escenario moderado
y ACE €[-0.11%, 4.76%] en el agresivo. Notar que tales rangos son vlidos
para los valores considerados en esta aplicacién. Finalmente, la pendiente de
ACESf tiende a ser positiva, mantenerse constante con la edad y disminuir al
incrementar el grado de aversion al riesgo.

4.2.4. Comision por saldo equivalente desde la perspectiva de la AFP (8,p)

A continuacion se va a estudiar la evolucion de la comision por saldo equivalente
delaAFP, 6 ), rp» Utilizando el modelo simplificado descrito en la Seccién 2.4. Se
han considerado tres valores de comision por flujo correspondientes a 1.47%,
1.615% y 1.84% del salario (e, = 0.1590, o, = 0.1761 y o, = 0.2033) y
cinco valores de la tasa de descuento, r, iguales a: 0.5%, 1.0%, 1.5%, 2.0% y
3% anual en tiempo continuo. Se fija ademds una edad de jubilacién de 65 afios
la cual equivale a ¢, = 780 meses y una edad minima de afiliacion de 20 afios la
cual equivale a ¢,, = 240 meses. Los aportes de los afiliados iniciales (secuencia
{W°}) y nuevos (secuencia { WN}) se asumen bajo el modelo exponencial dado
por (69) con B=3% anual y W,,> 0 arbitrario; con lo cual, independientemente
de la edad y del momento en el que ingresan al sistema, todos los afiliados tienen
el mismo perfil de aportes.

Ademds, se asume una distribucion en la poblacion tal que x%(#,) es igual
a xN(r) para todo 1, y ¢, i.e., existe la misma cantidad de afiliados por edad y se
incorporan al sistema siempre un nimero igual de ellos. Los supuestos anterio-
res hacen que 8, ,p se vuelva independiente de la contribucién inicial de cada
afiliado y del nimero de afiliados. La AFP fija un horizonte de andlisis de 45
afos, es decir que T, -, = 540 meses, i.e., solo se van a considerar ingresos por
comisiones en un rango de 45 afios.

La Tabla 9 muestra la evolucién en el tiempo de 8, segiin los supuestos
descritos anteriormente. Es importante mencionar que el modelo descrito en
la Seccion 2.4 solo brindaria el valor correspondiente a =0 (primera fila de la
tabla). Para calcular los valores subsecuentes de 8, se han considerado los
ingresos por comisiones que se dardn en un horizonte de 45 afios empezando
en un afio especifico. Dichos ingresos contienen el “stock” de comisiones de
los afiliados actuales en el sistema mds las comisiones generadas por los afi-
liados nuevos (en la tabla se presenta el tiempo en afios pero los ingresos por
comisiones han sido actualizados mensualmente). Observando los valores de
la Tabla 9 se aprecia que 0, es una funcién decreciente del tiempo para o
y r constantes. Tal comportamiento es esperado, pues a medida que el tiempo
pasa, el fondo total administrado por la AFP crece y por ende los ingresos bajo
comisién por saldo; pero tal reduccién es menor con el tiempo, debido a que se
va llegando a una situacion de estabilidad en la cual el efecto de los aportes de
los afiliados iniciales del sistema en ¢t = 0 va desapareciendo. Como se puede
observar, los valores de largo plazo de §, -, convergen a diferentes valores para
las combinaciones de oy r consideradas. Por ejemplo, cuando o, ,=0.1761
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(valor promedio de comision por flujo del SPP que corresponde a 1.615% del
salario) y r igual a 1.50% anual, 6, ., tiende a 0.84% anual aproximadamente.
Asimismo, resulta interesante comparar los resultados de la Tabla 9 con los valores
de las Tablas 3,4, 6 y 7, esto con el fin de determinar la edad del afiliado para la
cual la comisién 6, -, €s menor o mayor que las comisiones por saldo neutrales
y aversas al riesgo, y asi analizar la conveniencia de los esquemas de cobro. La
Figura 5 muestra graficamente la informacion de la Tabla 9 para o, =0.1761
y alli se observa claramente la convergencia de §,,, a valores distintos de r.
Ademais, cada 0.5% anual de incremento en la tasa libre de riesgo corresponde
aproximadamente a una reduccién de 6, - igual a 0.6% anual.

FIGURA 5

COMISION POR SALDO EQUIVALENTE DE LA AFP: §

AFP

16 | T S " S R S T =T & It b & T T T 1%
i a r=0.50%
r=1.00%
vk - r=150%|_
M e r=200%
& Ko oo r=300%
w £\ 'a
—~ 12 \N\\ a
xR .. 'k\ “w, .
S r, L =]
o . A Cw Tig
= Sa el ' @iy
© . . : @y
w 1r v g “-u‘_ 2 R e T e S
‘6 v O e, S 2
a .. e Rt ;
* oI e L
.g H i T n g Sl N SR
— f. L, TSt S, T i - il -
‘Q 08 -...__'_I' + e e S W Sy
i,
g g, %
t LAlET T .
O ¥ - S RO * *
06+ .
0.4 1 1 1

i 1 i | I | | i I i i | | |
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44
Tiempo (afios)

1
0 2 4 6 8

Evolucién de la comisién por saldo equivalente para la AFP, §,,, en porcentaje (%) y anualizada.
Se ha asumido & = 0.1761 (corresponde a un cargo por flujo igual a 1.615% del salario bajo una
tasa de contribucién constante de 10% de este ultimo), cinco escenarios de la tasa libre de riesgo
riguales a 0.50%, 1.00%, 1.50%, 2.00% y 3.00% anual, una edad de jubilacién de 65 afios, una
edad minima de ingreso al sistema de 20 afios, un horizonte de andlisis T, =45 afios, una tasa de
crecimiento del salario 8= 3% anual, una contribucién inicial comiin W, > 0 y una distribucién de
la poblacién tal que xV = x.

La Tabla 10 muestra los valores de largo plazo de 8, (en porcentaje y
anualizada) para diferentes tasas de crecimiento anuales del salario, 3, y valores
de la comisién por flujo ¢. En la mencionada tabla se muestran los valores de
la comisién por flujo también en términos del porcentaje del salario, f, cuando
la contribucién obligatoria es igual a 10% del salario. Asimismo, se especifica
un valor de la tasa libre de riesgo igual a 1.52% anual. Es importante mencionar
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que se mantienen los supuestos y los valores de los otros pardmetros del modelo
tal como se considerd al inicio de la seccién. Se puede observar que 5A Fp €8
creciente tanto en 3, como en el valor de la c0m1s1on por flujo. Mis atn, los
valores de la Tabla 10 pueden contrastarse con 6N y (5A para determinar la
conveniencia de los sistemas de cobro en el largo plazo. Cuando 3 €[2%, 3%]
y a=0.174 (equivalente a 1.615% del salario) se tiene que 5AFP € [0.75%,
0.83%] aproximadamente. Lo anterior implica que en el escenario promedio
de acen la Tabla 3 (0,,,), se tiene (3 <d,pp para un afiliado menor a 28 afios
y 5N >0, pp paraun afiliado de 32 afios. En el escenario agresivo de la Tabla 4
las respectivas edades de corte serian 27 y 33 afios, aproximadamente.

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente articulo se ha desarrollado una metodologia en tiempo discreto
que permite comparar comisiones por flujo y saldo en sistemas de pensiones
con cuentas individuales de capitalizacion durante su fase de acumulacién. Al
considerar el proceso estocastico subyacente del valor cuota como un movimiento
browniano geométrico se han podido calcular analiticamente valores esperados y
varianzas de fondos de pensiones, los cuales han permitido introducir diferentes
métodos para realizar la comparacién y demostrar propiedades importantes de
los tipos de comisién antes mencionados.

Los métodos de comparacién considerados fueron: ratio de valores esperados
de fondos finales, ratio de valores futuros de comisiones a pagar, inversas de
los coeficientes de variacioén de fondos finales y diferencia de utilidades espe-
radas de riqueza terminal. Ademads, se introdujo un modelo simplificado para
determinar comisiones equivalentes (en el corto y largo plazo) desde el punto
de vista de una AFP. En muchos casos se obtienen resultados muy generales en
cuanto al desempefio relativo de los esquemas de comision, y estos se logran en
su mayoria sin la necesidad de asumir un patrén particular en la secuencia de
aportes. Adicionalmente, en el marco de la metodologia considerada, se brindan
férmulas y/o expresiones que permiten determinar el tipo de comisién que seria
conveniente para cada afiliado.

Se ha estudiado también el efecto que tiene la aversion al riesgo del afilia-
do en la comparacion de comisiones por flujo y saldo. A partir del uso de una
funcién de utilidad cuadratica, se demuestra, por lo general, que incrementos
de aversion al riesgo mejoran el desempefio de la comision por saldo respecto
de su par por flujo. Asimismo, incorporando un proceso de interrupcién de
aportes independiente del proceso estocdstico del fondo, se ha podido estudiar
el efecto de la densidad de cotizacién en la comparacién de comisiones. Sin
embargo, a pesar que se derivan propiedades importantes para los otros criterios
de comparacion, solo es posible brindar resultados parciales respecto del efecto
de la densidad de cotizacién cuando se utiliza el criterio de la utilidad esperada.
Tales resultados son validos al considerar valores especificos de comisién por
saldo, por lo que su generalizacién es limitada.

A partir del desarrollo tedrico y su aplicacién prictica al SPP, se puede afirmar
que una comparacién utilizando solamente valores esperados de fondos finales
resulta incompleta e imprecisa, ya que cuando se afiade el efecto del riesgo de
acumulacién del fondo en dicha comparacidn las conclusiones tienden a cambiar,
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y en algunos casos de manera importante. Por ejemplo para el SPP, utilizando
Unicamente valores esperados y ciertos supuestos, una comisién por saldo de
0.5% anual haria conveniente al esquema por saldo sobre el flujo en casi todo
escenario; esto considerando la comisién minima por flujo del SPP que es
igual al 14.70% de los aportes. Sin embargo, si se incorpora aversion al riesgo
en la comparacion, dicha comisién de indiferencia podria incrementarse hasta
en 0.3% anual para ciertos escenarios relevantes. Por otro lado, densidades de
cotizacién de 50% y 100% producen practicamente los mismos efectos en los
equivalentes de certeza generados bajo ambos esquemas de comision, incluso
al considerar diferentes niveles de aversion al riesgo. Lo anterior comprobaria
empiricamente que la densidad de cotizacién tiene un efecto secundario en la
comparacién de comisiones.

Utilizando el modelo simplificado desarrollado desde el punto de vista de
la AFP, es posible determinar la evolucién en el tiempo de la comisién por
saldo equivalente y su valor de largo plazo. Para una comision por flujo igual
a 16.15% de los aportes (promedio del SPP) y una tasa de crecimiento de los
salarios igual al 3% anual, el valor de largo plazo de tal comisién de equivalencia
es cercano a 0.8% anual. Asumiendo que el afiliado exhibe neutralidad al riesgo
y el rendimiento del fondo es igual a 5% anual, tal valor de la comisién por
saldo harfa a esta preferible solo para afiliados mayores a los 28 afios. Ademads,
incrementos en la aversion al riesgo del afiliado tenderian a disminuir tal edad
critica. Consecuentemente, dada una comision por flujo constante (con valores
similares a sus niveles actuales), es posible que la comisién de indiferencia
por saldo de la AFP no llegue a niveles que la harfan preferible para cualquier
afiliado del SPP, y en especial para el segmento mds joven.

Es posible hacer muchos refinamientos a la metodologia y a los métodos de
comparacion, los cuales pueden generar nuevas investigaciones. Por ejemplo,
podrian considerarse comisiones variables por saldo segtin la evolucion de las
comisiones equivalentes de la AFP y procesos estocasticos mds sofisticados para
el valor cuota. Asimismo, seria interesante contrastar los esquemas utilizando
politicas 6ptimas que permitan cambiar el nivel de riesgo y rendimiento del
fondo de acuerdo con la edad del afiliado y tamafio del fondo, en un contexto
de optimizacion estocdstica. Mds aun, es posible trabajar bajo el supuesto de
complecién del mercado y brindar expresiones para determinar utilidades termi-
nales esperadas empleando valuacién en ausencia de oportunidades de arbitraje.
Finalmente, utilizando todos los métodos desarrollados, se podria estudiar a
profundidad las implicancias del cambio de comisién por flujo a comisién mixta
en el marco de la reforma del SPP.

A. Estimacion de los parametros del modelo
A.l. Calibracion del MBG

Es necesario calcular los pardmetros 1 y o del proceso estocdstico del valor
cuota del fondo. Para el escenario moderado, la volatilidad mensual de los
rendimientos reales es 0,,=2.511%, y tal valor se ha estimado a partir de los
rendimientos logaritmicos diarios corregidos por inflacién de los fondos Tipo 2
(riesgo moderado) del SPP. Para el escenario agresivo, la volatilidad mensual
se fijaen 0, =4.212%, y se ha estimado a partir de los rendimientos logaritmi-
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cos diarios corregidos por inflacién de los fondos Tipo 3 (riesgo alto) del SPP.
En ambos casos se ha considerado para la calibracion informacién diaria del
02/01/2009 al 30/05/2013. Debido a la corta historia de los rendimientos de los
fondos del SPP es de esperar que los drifts calibrados tengan un alto error de
estimacién. Por esta razoén, y siguiendo las justificaciones del Anexo Técnico
N° 2 de SBS (2013), se asume un rendimiento anual real para el escenario mo-
derado igual a 5.0% efectivo anual (el rendimiento histdrico real del fondo Tipo
2 es aproximadamente 6.0% efectivo anual). Por teoria del MBG se verifica
que 7y =y —0.5 O,@ ,, donde r,, es el rendimiento esperado mensual real en
tiempo continuo del fondo moderado. Después de las transformaciones adecua-
das se obtiene r,, = 0.0041 con lo cual u,, = 0.0044. Para el caso del escenario
agresivo consideramos que el market price of risk es constante, i.e., “‘g’ =k
para i = M, A donde r es la tasa de interés mensual libre de riesgo ajustada por
inflacion y expresada en tiempo continuo. El pardmetro » se estima por medio de
los rendimientos reales de los bonos VAC Soberanos (indexados a la inflacién)
a 6 afios (se toma este punto como representativo de la estructura de plazos
pues proporciona un balance entre el horizonte de aportacion y los plazos de
reinversion). La serie de datos consta de observaciones diarias de la tasa real a
2160 dias del periodo 12/20/2005 al 05/16/2013. Con la informacién se obtuvo
r=0.0013 mensual (lo que equivale a 1.52% efectivo anual), entonces k=0.125
y con ello es posible estimar L. Después de realizar los cdlculos respectivos
se tiene L, = 0.0065 mensual, lo cual corresponde a un rendimiento real apro-
ximado de 7.01% efectivo anual. Es importante mencionar que los valores de
Uy o presentados en la Seccidén 4.1 son referenciales y se obtienen escalando
directamente sus respectivos valores mensuales.

A.2. Crecimiento real de los salarios

Esta parte se basa enteramente en SBS (2013). Estudios empiricos y tedricos
en economia laboral indican que la tasa de crecimiento del salario real es expli-
cada en su mayoria por el nivel de productividad del trabajador (Mincer, 1974
y Ashenfelter, 2012), ademas las ganancias en productividad estdn asociadas
con el nivel de educacion y la experiencia laboral. Para la economia Peruana,
Castro y Yamada (2010) muestran evidencia empirica de diferencias salariales
explicadas por género y edad.

La tasa de crecimiento del salario real a lo largo de la curva de salario de los
afiliados al SPP se determind utilizando los correspondientes salarios implicitos
(contribuciones sobre tasa de contribucién obligatoria) entre junio de 2010 y
septiembre de 2012 (10 trimestres). Los afiliados fueron clasificados a base
de su género y nivel educativo: universitario y no universitario, y se calculé el
correspondiente salario promedio por rango de edad a soles de septiembre de
2012. La Tabla 1 muestra los porcentajes de crecimiento real como funcién de
las diferentes combinaciones género/educacioén y un rango de edad de 5 afios.

El impacto de la productividad en el crecimiento del salario real se estimé
utilizando la Encuesta Permanente de Empleo (EPE) entre los afios 2003 y
2012. La variaci6n anual de los salarios reales fue determinada para las mismas
combinaciones de género/educacién. Los valores para mujeres y hombres sin
educacidn superior fueron 2.73% y 3.52% por afio, respectivamente. Por otro
lado, las variaciones fueron 1.69% y 0.63% por afio para mujeres y hombres
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TABLA 1
PORCENTAJE ANUAL DE CRECIMIENTO REAL DE LOS SALARIOS DEL SPP
Mujer Hombre
Edad
Sin universidad Universidad Sin universidad Universidad

18-22 2.33% 3.26% 2.03% 3.90%
23-27 1.44% 2.05% 1.12% 3.06%
28-32 0.71% 1.26% 0.51% 2.35%
33-37 0.56% 0.98% 0.30% 1.89%
38-42 0.46% 1.10% 0.23% 1.66%
43-47 0.35% 1.46% 0.21% 1.66%
48-52 0.22% 1.22% 0.17% 1.48%
53-57 0.09% 0.71% 0.11% 1.16%
58-64 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%

Fuente: Base de datos trimestral del SPP Junio 2010-Setiembre 2012.

con educacion superior, respectivamente. Es importante considerar que la tasa
de crecimiento por ganancia de productividad no deberia ser constante en el
tiempo. Con lo que los cambios porcentuales presentados son considerados
para los primeros 10 afios, después de 20 afios se asume que las ganancias en
productividad convergen a 1.00% (valor de largo plazo), y para los afios del 11
al 20 se considera el promedio entre las ganancias actuales de productividad
y las correspondientes de largo plazo. La Tabla 2 resume la informacién del
crecimiento del salario real debido al incremento en la productividad.

TABLA 2
INCREMENTOS PORCENTUALES ANUALES EN SALARIOS REALES DEBIDO A
GANANCIA EN PRODUCTIVIDAD PARA DIFERENTES COMBINACIONES

DE GENERO/EDUCACION
Periodo
Género/Educacion Abreviacion
1-10 afios  11-20 aflos 21 o mds
Mujer / Sin universidad M/SU 2.73% 1.87% 1.00%
Mujer / Universidad M/U 1.69% 1.35% 1.00%
Hombre / Sin universidad H/SU 3.52% 2.26% 1.00%
Hombre / Universidad H/U 0.63% 0.82% 1.00%

Se incluye abreviacién de dichos perfiles.
Fuente: Encuesta Permanente de Empleo 2003- 2012 (sélo primera columna)

La tasa de crecimiento del salario real (anualizada) es la suma del creci-
miento correspondiente a lo largo de la curva de salario mds el componente de
ganancia por incremento de productividad. Por ejemplo, una mujer con estudios
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universitarios de 23 afios tendrd un crecimiento real del salario igual a 3.74%
por afio (2.05% de la curva de salario mas 1.69% por productividad) hasta que
llegue a los 27 afios. De los 28 a los 32 afios de edad la tasa de crecimiento
real serd de 2.95% (1.26% de la curva de salario mas 1.69% por productivi-
dad). Adicionalmente, de los 33 a los 37 afios la tasa de crecimiento serd de
2.33% (0.98% de la curva de salario mds 1.35% por productividad), notar que
el cambio de la ganancia por productividad después de 10 afios, va de 1.69%
a 1.35 %. Se puede continuar de la misma forma hasta que se determinan las
tasas de crecimiento durante toda la fase de acumulacion. Finalmente, las tasas
de crecimiento anuales son transformadas a tasas mensuales, T, con lo cual la
sucesién mensual de contribuciones W, serd tal que W, =(1+7)W, parai >0
y W> 0 arbitrario.
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TABLA 10
COMISION POR SALDO EQUIVALENTE DE LARGO PLAZO PARA LA AFP, O,rp EN
PORCENTAIE (%)
Comision por flujo Crecimiento anual del salario (f3)

f a 0.0% 1.0% 2.0% 3.0% 4.0% 5.0%
1.00% 0.105 0.372 0.407 0.448 0.495 0.548 0.609
1.10% 0.117 0.412 0.451 0.496 0.549 0.608 0.676
1.20% 0.128 0.452 0.495 0.545 0.603 0.669 0.744
1.30% 0.139 0.493 0.540 0.595 0.659 0.731 0.813
1.40% 0.151 0.535 0.586 0.646 0.715 0.794 0.883
1.50% 0.163 0.577 0.633 0.698 0.773 0.858 0.955
1.60% 0.174 0.620 0.680 0.750 0.831 0.924 1.028
1.70% 0.186 0.663 0.728 0.803 0.890 0.990 1.103
1.80% 0.198 0.708 0.777 0.857 0.951 1.058 1.179
1.90% 0.211 0.752 0.826 0.912 1.012 1.127 1.257
2.00% 0.223 0.798 0.876 0.968 1.075 1.197 1.336

Comisién por saldo equivalente de largo plazo para la AFP, §,,p, en porcentaje (%) y anualizada
bajo una tasa libre de riesgo igual a 1.52% anual en tiempo continuo. Se calcula dicha comisién
para diferentes valores de la tasa de crecimiento anual del salario, f3, y valores de la comisién por
flujo. Esta dltima se expresa como porcentaje del salario, f, y a través de o (asumiendo un aporte
igual a 10% del salario). Se ha considerado una edad de jubilacién de 65 afios, una edad minima
de ingreso al sistema de 20 afios, un horizonte de andlisis 7, ., = 45 afios, una contribucién inicial
comiin W,, > 0 y una distribucién de la poblacién tal que xV = x0.
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APENDICES
A. Demostracion de la Proposicién 2.1
A partir de la definicién de Y"dada por (48), tenemos
(A1) 35 Y (b,8) = I5EIW,(T)]+bx5( 2BIW, (1))’ — ELW,(T)*]).

Como Jd5E[W,(T)] <0 para el escenario A y se asume b > 0, solo debemos
establecer las condiciones para que

(A2) 05(2BIW,(T)I” - BIW,(T)’]) < 0.
Utilizando las expresiones para E[WS(T)]2 y E[WS(T)Z] se verifica que

(A3) 85 BIW, (DI =~ I S 10 QT i~ jyWWetd@T-=)

(Ad)  O,BIW(T) ==Y 3 15T —i = WWel e Dot (T-max{ich),

A partir de los resultados previos y después de algunas simpificaciones,
obtenemos

T-1
85QEIW, (T ~BIW,(T)*]) = -2 3(T ~ W27 (2 - e"“T-”)
(AS) =

2 ] wz ,l'& QT -i-HWW, o (H=02T=i=)) (2 —e° (T—max{z,m).

Finalmente, (A5) sera menor o igual a cero si 2—e” =D

lo cual se cumple cuando 2-¢° * =0.

=0 para todo i,

B. Demostracion de la Proposicion 2.2

Si § se fija en el nivel dado por 5N g utilizamos el hecho que H; > H,, en-
tonces E[W (T)]=E[W,(T)]l, E[W,(T)"]> E[W, (M?*y

(B1) Y(b,8y)=ELUW,(T))]-EUW, ()] = b(EIW,(T)*1-E[W,(T)*])> 0

Como el lado derecho de (B1) es positivo y creciente en b, tenemos Y (b, Sy v) >0
y ademds 9, Y'(b, 6N) >0.
Para 6 > 0, definimos la funcién A(d) como

(B2) A(8) = 2B[W,(T))* - B[W,(T)*1- QE[W,(T))* - E[W,(T)*]).
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A partir de la demostracion de la Proposicion 2.1, sabemos que si o’ < 1 In(2),

entonces dsA(d) <0. Més atin, va a existir 5 > 6;, tal que A(é:,) =0. Para
cualquier b > 0, se tiene

(B3) Y(b,6.,) = BIW,(T)]-BIW(T)]= K

Notar que K < 0 y es independiente de b. Si tomamos dos valores arbi-
trarios del coeficiente de aversion al riesgo b, > 0, b, > 0 tales que b, > b,, y
= ((SN,(S ), entonces podemos afirmar que Y(bl,é) > Y(bz,é) con 5dentro del
intervalo previamente establecido, y ademas 8, (b)) > 5, 4(b,). Notar que ambos
S,(by) y 6A(b2) existen porque Y(b, 5 )>0, Y(b,6.)<0y 95Y(b,6)<0
para cualquier b > 0.

C. Demostracion de la Proposicion 3.1

Solo vamos a mostrar el resultado correspondiente a Var(W (T)), debido a
que Var(Wf(T)) se puede obtener asumiendo 6 =0 y multiplicando la expresién
resultante por e2,

Primero trabajamos con Var(Z;W, (T)) Es claro que

(CDH E[W!(T)*]1= Var(W.(T))+ E[W, (T)]* = W/iZeZ(#—é)(T—i)eoz(T—i)
porque

(C2) E[Wf (T)] = Wie(”"‘s)(T_” )

y

(C3) Var(W!(T)) = W22 H-9XT= (eo%r-o _ 1)_
Entonces,

(C4)  Var(Z,W!(T)) = E[ZW (T)*1-B[Z,W, (T))?

(C5) ELZJEIW,(T)*1-ELZ, " EIW, (D))

(C6) = pEIW,(T)*1- pTEIW, (D))’

(C7) - piWiZeZ(u—é)(T—i)eaz(T—i) _ piZWiZeZ(u—é)(T—i)
(C8) = p W2 6><T—z>( o’ (T-i) —P,-)-

Para obtener (C5), utilizamos el hecho que Wsi (T) y Z; son independientes.
La expresion (C6) se justifica porque Z~Bernoulli (p,) y IE'J[Z,-2 1=E[Z;]=p,.
Para obtener (C7), se han utilizado (C2) y (C1). A continuacién, se va a
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verificar que Cov(W,(T),W/(T)) = (e’ “(T-max{ij) 1y para i # j donde
¢ =WWe (W=dXT=+T=)) A sumiendo j > i, definiendo

2
(=0T )T =i+T-j)
(©9) vy =WiWe 2

y utilizando las propiedades de Wsi , tenemos

(C10)  Cov(W,(T),W/(T)) =v; Cov(e? NP (o BD5)

(C11) =, cov(eO(B(T)-B(j)+B<j)—B<i)) O BIB j)))
(C12) = qu[e”(B(f)‘B<i>)] vgr(ec’(B(T)—B(j»)

(C13) —vez(j i) U(T ])( o(T_j)_l)

(C14) -4 (eoz(T—j) - 1)_

Para obtener (C12) hemos utililizado el hecho que B(T) B(g) es independiente de
B(j)—B(i). La expresion (C13) se verifica porque ambas ¢ B(')) ¢ BB
son variables aleatorias con distribucién log-normal. Si se asume i > j, entonces en
vez de (C14) se obtiene Cov(W, (T), W’(T)) ¢ (e? (T —1). Consecuentemente,
hemos demostrado que Cov(W, (T), W’ (T)) ¢ (e’ (T-max{i.j) —1). También es
importante calcular la covarianza de Z (T y Z; W’ (T) coni #j. Entonces,

Cov(ZW,(T),Z;W,(T))
> = E[ZW,(T)Z;W(T)]-EIZ,W, (T)IELZ,W/ (T)]
(C16)  =E[Z,Z;[BIW, ()W, (T)]-E[Z,E[Z; |EIW, (T)IE[W/ (T)]
(C17) = pip; (BIW (MW, (T)] - EIW, (DIEIW/ (T)])
(C18) = p;p; Cov(W,(T),W/(T))
(C19) = p;p,WW,e O THT=D) (" H(T-max{ij) _py,

En (C16) hemos utilizado el hecho que By Z son procesos independientes.
Ademas, (C17) se justifica debido a que {Z;} es una secuencia independiente
y E[Z;1= p; para todo i. De esta forma, Var(W,(T)) se puede expresar como

Var(W(T) =3 50> 155 i ConZWAT).ZW] (D) + Y, 5 Var(ZW,(T))

ZT 1IN T-1 (U~ 5)(T—i+T—j)(eoz(T—max{z,]})_1)

(C20)
Jj=0 j#zpzpjww i€
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T-1 (u-0)(T—i+T-j) X(T- i,j})
=El 0 Jj= 0j¢lplpJW/ine 3 e (60 (Trmax{in]) _1)
2 2(u-6)(T-i X(T—i
El L pW 20X ’)(e“( ”-P,-)-

Para obtener (C21) se han utilizado las expresiones de Cov(Z,W, \(T), Z; W/ (1))
y Var(Z;W/(T)). Finalmente, después de algunas mampulacmnes algebralcas
obtenemos Var(W (T)) la cual coincide con la expresion dada en (61).

(C21)

D. Demostracion de la Proposicion 3.2

Empezaremos demostrando la parte (1). Para lo cual definimos
(D1) v(x) = 2 iT=_ol‘Vi€_ix,
D2) zx)= E W —(i+j)xegz(7_max“,m’
(D3)  u(x)= E Wle ixto (i)

v()c)2

—u(x)+z(x)- v(x)2 ’
p

(D4) w(x,p) =

donde x ER, T >1, 0< p<1. Lafuncién w(x, p) corresponde a Hf(p)2 cuando
u=x,0aH(p)?cuando u-8=x, y lim p—oW(x,p)=0. Ademds, calculamos
la derivada paxmal de w con respecto a p

Iw(x,p) _ u(x)v(x)*
ap 2’
() P Pz(u(x)ﬂ(x) V(x))
p
y definimos,
- \2
S awlep) v? 1 (X AW ™)
D6 — = .
(D6) w(x) }1)12(1) op u(x) eo‘T T01W Dix—o%i

La probabilidad p* existira si se verifica que w(u) > Ww(u—0) porque u(x) >0
para todo x, 6 > 0, y la expresion (40) implica que

(D7) H,(1)> =w(u-0,1)>w(u,1)=H ((1)*

para todo u. La prueba se basa en que H(p) y Hf(p) se 1ntersecan en algin p
si la derivada de H2 +(p) en cero es mayor que la derivada de H? ;(p) en cero.
Entonces, solo se debe verificar que



148 Estudios de Economia, Vol. 43 - N° 1

Iw(x) S

D8
(D8) oy

0.

Derivando la funcién vAv(x) en (122) respecto de x, obtenemos

Iwx) 1 2) L we™
D9 T o
(D9) ox e° ( iT;OlWiz o250 ,)

¥ (T),

) o, . .
(D]O) W(T) _ _E iT=01VVil-e lxzi];()lvvize 2ix-07’i +E{=01‘/Vi2ie 2ix—-0 tElT:OlvVie tx.
Consecuentemente, necesitamos encontrar condiciones bajo las cuales

Y (T)>0 para todo T > 1. Utilizaremos induccién para determinar tales con-
diciones. Cuando 7'=2, tenemos

(Dl 1) l[/(z) - (WO + W/le_x )(WIIZe—(ZX+OZ)) _ (W/]e—x )(W02 + w/lze—(zx+o'2))
(D12) _ WO‘/VIZe—(2x+oz) _ Wozvvle—x
(D13) =W, We™ (We ™) - W),

y al tener x+ 0%<0 y W, =W, implica que ¥ (2)>0.. A continuacién deter-
minamos en que casos ¥ (T +1)>0 dado que ¥ (T) > 0. Entonces,

T-1 T-1
UT+1)= (Eme—ix + WTe—xT)(Em2l—e—(2x+a')i + W%Te—(2x+0 )T)

i=0 i=0
(D14)
T-1 ) T-1 . 5
_(E‘}Viie—m + WTTe—xT)(EVViZe—(ZJHU )i + WTZe—(2x+a )T]
i=0 i=0
T-1 . 5 T-1 )
_ lI/(T) + WTe—xT E‘/Vizie—(bﬁa )i + WTgTe—(Zxﬂf 7T E‘/Vie_lx
i=0 i=0
(DIS) T-1 . 5 T-1 )
_WTTe—xT E‘}Vize—(bwo )i W]ge—(2x+o T E‘}Viie_lx
i=0 i=0
T-1 ) N .
(D16) =W(T)+Wre ™ Y We™ (T = )(Wye™ T —Weh,
i=0

Como asumimos ¥ (7T) >0, ¥(T +1) en (D16) serd mayor que cero cuando
Wiz W, paratodo i=0,..,T-1,y x+0°2 <0 . Entonces, se verifica la parte
(1) al hacer x= .
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Para demostrar la parte (2), determinaremos condiciones bajo las cuales
ag(x) <0. Es fécil inferir que si ¥(T)<0 para T > 1, entonces ’(x) <0.
El supuesto necesario para obtener ¥ (7)) <0 se encontrard utlhzando induc-
cién. Empezando con (D16), si W,,; =W, para todo i=0,...,T7 -1, y también
x+0%>0, entonces ¥ (T) <0 y entonces ”5(” < 0. Paratodo 6> 0, latltima

condicién implica

v(x-0)? - v(x)?

(D17) W(x—0) = oo

=w(x).

Si o> 0, entonces (D17) es equivalente a

o u(u—é)z <a M(M)T
v(u-9) v(u)

(D18)
Ademis, (D7) es equivalente a

u(p=9)  (u-9)-vu-0° uw)  w-vw®
v(=0)° V(-0 vw?® v’

(D19)

Las desigualdades (D18) y (D19) implican

2 2
(D20) v(u-9) > v(u) =
(+a)u(u—-0)+z(u=-0)-v(u=-0)"  (I+a)u(u)+z(u)-v(u)
Si consideramos 1+a =1 entonces O<p<1, o= Lp, y (D20) es equiva-

lentea H ((p)> H 7(p)s lo cual completa la prueba de (2) cuando x = - 6.

E. Demostracion de la Proposicion 3.3

Comenzaremos con la parte (1). Si 0 se fija en el nivel dado por 6N _y utili-
zamos el E)ostulado (2) de la Proposicién 3.2, entonces E[Wf (D1=EW,.(1)],
E[W,(T)*]1>EIW,(T)*] y

(E1) E[U(W,(T)]-EB[U(W, (T)] = b(E[W,(T)*1- EIW,(T)*]) >0

Como el lado derecho de (EI) es positivo y creciente en b, tenemos
Y (b, p,éN) >0 y ademds 9,Y'(b, p,é )>0. A continuacién demostraremos la
parte (2) de la proposicién. Si ademds de los supuestos de la Proposicién 3.2,
también consideramos

(E2) W, =Wy, BER, W,>0, 0=i=sT-1.



150 Estudios de Economia, Vol. 43 - N° 1

Asumiendo (E2), tenemos que en la demostracién de la Proposicién 3.2

(E3) W(2) = We P (e CFrod) .

Ademés, el lado derecho de (D16) bajo (E2), es dado por
(E4) W()Be—(x—ﬁ)TE TBle-i(x-ﬁ)(T _ 1)(6—(x—[)’+az)T _e—(x—ﬁ+az)i)
i .

Si x+0’< B, entonces ¥ (2)>0y ¥(T+1)>0 en la demostracién de la
Proposicién 2.4, y la parte (1) de tal proposicion también se cumple bajo (E2).
Por otro lado, si x+0~ > (3, entonces ¥ (T +1) <0 y ¥ (2) <0, lo cual satisface la
prueba de la parte (2) de la Proposicién 3.2. La demostracién concluye al utilizar
este ultimo resultado dentro de una légica similar a la utilizada en la parte (1).

F. Demostracion de la Proposicion 3.4
Empezaremos demostrando la parte (1). Si la comision por saldo se fija en
un nivel dado por 6 = @!(N) y utlhzamos la parte (2) de la Proposicion 3.2,

entonces ]E[Wf MI1=EW,(Dly E[Wf(T) 1> E[W (T) ] paratodo p € (0,1].
También se tiene

(F1)  Y(b,p.8y)=b(BIW, (T 1-E[W,(T)’])

(F2) = b(p* (BIW, (T’ 1-EIW,(T) )+ p(1- p)(X - X,))
(F3) =b T, p)>0.
donde

T-lyr2 (2(u-8,)+o”)T-i) 2 2a+Q2u+o’\(T-i)
(F4) Xs=Ei=OVVie U—0y i y Xf E W o+(2u+o NT~0)

Con lo cual, (F3) 1mphca que E[W (T) 1> E[W, (T)?] paratodo p €(0,1),
pero X, > X,y E[W (T) 1-EIW.(T ]>X - X, so6lo se cumplen cuando
pE(0.D). Calculando la derivada parcial de Q(T p) con respecto a p, tenemos:

(F5) %ﬁf) = ZP(E[Wf(T)Q]—]E[WS(T)Z])+(1—2p)(Xf -Xs) >0.

Entonces, hemos demostrado que %”"m >0 para p €(0,4). La prueba

de la parte (2) es similar; pero, utilizamos el resultado parcial obtenido en la
demostracién de la Proposicion 3.3.
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G. Demostracion de la Proposicion 3.5

A partir de la definicién de Y"dada en (68), se tiene

(G6) 95 Y'(b. p.8) = 05 E[W,(T)]+ b x d5(2E[W,(T)I* —E[W,(T)]).

Debido a que d; E[W; (T)] < 0 parael escenario N, solo debemos establecer
las condiciones bajo las cuales

(G) 95(2ELW, ()P - E[W,(T)*1) <0
A partir de las expresiones (59) y (61), asi como los supuestos de la proposicion:

(G8) E[W,(T)I* = p’EIW,(T), 'y BIW,(T)*1= p*EIW,(T)*1+ p(1- p)X,.

Recordar que X fue definido en (F4) pero ahora § = 6 Ademads, utilizando
las expresiones adecuadas para E[W, (T)] y E[W, (T) ] es fécil verificar que

(G9) 95 BIW,(T)I* =—ET 'Y l(2T—l—])WW H-OCT=i=))

(G10) aéE[WS(T)2]=—ET 1\ 7- 1(2T—1—])WWe(“ ~8)(2T=i~j)+o*(T-max{i,j})

(G11) =_2E (T = i) W2 DT o (T-i)

Utilizando los resultados previos y después de algunas simplificaciones se
obtiene

95 OEIW, ()~ BIW, (1)) =2 (T — W51~ "(2p-em )
(G12) =0

T-1 -1 .. -6)(2T—i—j (T- i\J
Y e S T T — i~ W W e DT n(2_ea (T—-max{i m).

Finalmente, (G12) sera menor 9 1gua1 acero 2p-e’ T

lo cual se satisface cuando 2p—e° Tzo0.

=0 para todo i,






