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RESUMEN

En este articulo se proporciona una herramienta que permite estudiar las
distribuciones de renta en una poblacién a lo largo del tiempo, sin impor-
tar que los datos se distribuyan de forma irregular. Incluso, se posibilita la
aproximacion de curvas de Lorenz en instantes en los que no se cuenta con
los datos necesarios. Finalmente, se presenta un ejemplo de aplicaciéon de
la técnica en un pais europeo en que las desigualdades son especialmente
relevantes: Espaiia.
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Analyzing the Income Inequalities
with Irregular Time Series

ABSTRACT

This article provides a tool to study over time the distributions of income
in a population, regardless the irregular distribution of data. We even ap-
proach Lorenz curves at the times when we lack the required data. Finally
we apply the present technique to a European country where inequalities
are particularly relevant: Spain.

Keywords: Lorenz curve; Gini index; irregular time series; income distri-
bution.

JEL classification: D31; D63; C81.

MSC2010: 91B82; 60E15; 52A38.
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1. Introducciéon

Las curvas de Lorenz, complementadas con el indice de Gini, constituyen probablemente la
herramienta mas utilizada para estudiar el grado de desigualdad econémica que se mani-
fiesta en las distribuciones de renta en una poblacién. Su solidez estd bien documentada
por los numerosos autores que se refieren a ellas. A este respecto pueden consultarse, por
ejemplo, [13] y [15]. No obstante, atin no se ha resuelto satisfactoriamente el problema de
la medicién del grado de desigualdad registrado globalmente a lo largo de un intervalo de
tiempo. Si bien, cuando se dispone de datos regularmente espaciados y fiables en todas
las unidades de anélisis, se pueden utilizar a este fin numerosas técnicas de estadistica
descriptiva béasica o de andlisis funcional; sin embargo, cuando los datos estan irregu-
larmente espaciados la aplicacion de tales técnicas no resulta tan inmediata, debiéndose
adoptar otras alternativas como, por ejemplo, considerar variantes de las ideas propues-
tas en [14], que fueron posteriormente utilizadas en [4] para analizar las desigualdades en
cuatro paises europeos. En lo que sigue, ademés de introducir algunas mejoras a la técnica
original y de analizar su aplicacion a las series que presentan especificamente problemas de
regularidad, se llega a proponer otra posible utilidad de la misma: la obtencién de curvas
de Lorenz en casos en los que no se dispone de suficiente informacién para construirla por

los procedimientos habituales.

En esencia, el primer objetivo de este trabajo es introducir un instrumento que per-
mita expresar el grado desigualdad de una poblacién medido globalmente a lo largo de
un periodo de tiempo; y, en consecuencia, también se pretende comparar los grados de
desigualdad de varias poblaciones (por ejemplo, regiones) medidos globalmente a lo largo
de un mismo periodo. Para ello, se propondrd un indicador que generaliza el indice de
Gini, incorporando la dimensién temporal. El segundo objetivo, como ya se ha insinuado,
es proporcionar un procedimiento que permita obtener curvas de Lorenz en instantes no
observados, a partir de la informacion observada en el resto del periodo de tiempo del

estudio.

Este articulo consta de cuatro secciones, ademas de esta breve introduccén. La siguiente
se dedica a la presentacién de los conceptos esenciales para desarrollar la técnica. Sigue un
resumen de las propiedades que pueden resultar més interesantes y ttiles al investigador
que desee aplicarla. Después, la parte tedrica se ilustra con datos de Espana en el periodo
2003-2009 y se propone su aplicacién en diferentes situaciones. Finalmente, se resumen
algunas conclusiones. Para facilitar la lectura del articulo, se ha decidido incorporar las

cuestiones mas técnicas en un Anexo, tras las referencias bibliograficas.
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2. Definiciones basicas

El interés de la comunidad cientifica en la problematica de la desigualdad econdémica
experimenté un notable incremento tras la publicacion de los emblematicos trabajos de
Atkinson en 1970 [1] y de Sen en 1973 [19]. Desde entonces los articulos y libros sobre
este campo han proliferado enormemente, derivando hacia otros cercanos de gran interés

social, como los estudios sobre pobreza, movilidad, polarizacién y privacion.

En concreto, Rawls definié la desigualdad en [16] a partir de las diferencias entre los
beneficios y cargas vinculados directa o indirectamente a ellos, tales como prestigio o
riqueza, o sujecién a imposicién fiscal y a servicios obligatorios. Por tanto, para medir
la desigualdad, beneficios y cargas han de ser cuantificados, lo que resulta problematico;
habitualmente, y quizas de una forma excesivamente simplista, esta cuantificacién se suele
hacer a través de las distintas componentes y variantes de la renta. Pese a la existencia
de voces criticas al respecto, es evidente que la distribucién personal de la renta esta rela-
cionada, légicamente, con la desigualdad y el reparto de la riqueza. Asi, al estudiar la
distribucién de la renta, podemos ver qué parte de la poblacién concentra mas o menos
recursos (acercandonos al estudio de la desigualdad); o qué otra parte de la poblacién
no tiene acceso a niveles de vida que se consideren aceptables en una regién (lo que nos
acerca al estudio de la pobreza). Este trabajo se centrard estrictamente en el campo de la
desigualdad y se basa en la concepciéon de desigualdad subyacente en los trabajos de Gini
y Lorenz, por lo que se parte de los instrumentos que especificamente aportaron ellos y

que se exponen a continuacién.

La curva de Lorenz de una distribucién de rentas se define como una funcién que,
para cualquier proporcién p (0 < p < 1), indica la proporcién de renta, respecto del
total, poseida por la subpoblaciéon cuyas rentas no superan el valor del cuantil de or-
den p (obviamente, dicha subpoblacién esta formada por la proporcién p de la poblacién
con menores rentas). Dicha curva suele denotarse por L,(p) y, desde un punto de vista
empirico-descriptivo, para un vector de rentas observadas, x = (z1,z2,...,x,), la curva

de Lorenz se aproxima mediante una poligonal cuyos vértices son los puntos (p, L.(p)),

siendo:
. LA Zf:l Ti _ Zw’f:l i
Lﬂ?(p) - LlE — ] = n - )
n Zi:l Z; Ny
donde pu, es la media de la distribucién x, £k = 0,1,2,...,n y n representa el tamano de

la poblacién (ver [3], [17] y [18]).

Algunas de las propiedades ma&s relevantes que verifica la curva de Lorenz son que
L,(0) = 0, que L,(1) = 1 y que, ademés, es siempre no-decreciente y convexa en el

intervalo [0, 1]. Por otro lado, practicamente cualquier curva que verifique estas condiciones
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puede considerarse una curva de Lorenz de una poblacién hipotética.

Las curvas de Lorenz se pueden emplear para comparar poblaciones, desde el punto de
vista de la desigualdad que presentan, en el conocido como “sentido de Lorenz”. Asi, al
comparar dos distribuciones, x e y, se dice que la distribucién z domina en el sentido de
Lorenz a la distribucion y cuando la curva de la primera distribuciéon queda siempre por
encima de la segunda, en todo el intervalo abierto (0, 1). Y si la distribucién  domina en el
sentido de Lorenz a la ¥, eso significa que la primera poblacién presenta menos desigualdad
que la segunda. Pero llegar a una conclusién de este tipo exige que las respectivas curvas de
Lorenz no se corten, lo que suele ser bastante infrecuente en la gran mayoria de situaciones

de interés.

Tratando de dar una respuesta parcial al problema de comparar la desigualdad entre
distribuciones que no se dominan estrictamente en el sentido de Lorenz y empleando la
informacién que se recoge en sus respectivas curvas de Lorenz, se puede medir numérica-
mente el grado de desigualdad dentro de cada distribuciéon mediante el indice de Gini, que
mide el grado de concentracién de la renta. Usualmente se calcula multiplicando por 2 la
llamada “drea de desigualdad” (drea de la regién comprendida entre la curva de Lorenz
y la linea de distribucién igualitaria L;(x) = x). Si G es el indice de Gini asociado a la

curva L, (p):
¢=2[ o L@d=1-2[ Lo

En el caso extremo de desigualdad absoluta, el indice de Gini serfa igual a 1; en el caso
contrario, en el que se da una distribucién totalmente igualitaria de la renta, el indice de
Gini seria igual a 0. Cuanto més cercano a 0 se encuentre el indice de Gini, mas igualitario
serd el reparto de los ingresos, mientras que cuanto mas cercano esté a 1, menos igualitario

resultard ese reparto y la renta estard mas concentrada.

Debe tenerse en cuenta que, ademds de la anterior, hay muchas formas alternativas
de expresar el indice de Gini, como por ejemplo las utilizadas en [5], [2], [6] o [12]. A los

efectos de este articulo, no hay problema en considerar cualquiera de dichas definiciones.

Hay que reconocer que el Indice de Gini no es el dnico indicador de desigualdad posi-
ble y que hay investigadores que prefieren utilizar en su lugar otros indices que verifican
ciertas propiedades deseables, que el indice de Gini no cumple, como ocurre por ejemplo
con: el indice de Theil [20], que verifica la propiedad de descomposicién aditiva (es decir,
que el indice de desigualdad de una poblacién se puede obtener a partir de los indices
de desigualdad de cada una de las subpoblaciones en que se subdivida); o el de Atkinson
[1], que recoge de forma flexible la llamada “aversién al riesgo”, que puede variar de una

sociedad a otra; entre otros. Sin embargo, por su simple interpretacién y aceptacion mas
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generalizada, este articulo se ocupa especialmente del indice de Gini, como una primera
experiencia, con la esperanza de que los resultados aqui obtenidos puedan servir para
alumbrar otras extensiones a otros indices en un futuro. Asi pues, a continuacién se pre-
senta el indice de desigualdad en el tiempo (I DT'), que se propone como instrumento para
medir el grado de desigualdad de las distribuciones de renta, que se aprecia globalmente

a lo largo de un intervalo de tiempo fijado.

2.1. Indicador de las desigualdades a lo largo del tiempo

Inicialmente supondremos que se dispone de sendos conjuntos de datos conocidos (de
renta) para cada una de las unidades de andlisis del estudio (por ejemplo, regiones) y para
diferentes instantes de tiempo del periodo que se desea analizar. Para facilitar la siguiente
exposicién, se fijard una de dichas unidades de analisis y se consideraran sus distribuciones
de renta a lo largo del tiempo (posteriormente se generalizaria el mismo proceso para las

otras unidades de anélisis).

Se puede representar conjuntamente las correspondientes curvas de Lorenz de dichas
distribuciones de renta en un espacio de 3 dimensiones, determinadas por tres variables
(z,y,2). Asi, las variables x e y (sobre sus correspondientes ejes OX y OY) representaran,
respectivamente, a modo de variables independientes, las proporciones p y el instante de
tiempo ¢t que determinarén la ordenada de la curva de Lorenz para la proporcién p (de
poblacién con menor renta) sobre la distribucién de renta observada en el instante t;
reservando la variable z (sobre su correspondiente eje OZ) para representar, a modo de

variable dependiente, la ordenada de dicha curva de Lorenz.

Asi pues, fijada una de las unidades de anilisis, se dispone de datos en diferentes
instantes de tiempo que, desde un punto de vista empirico-descriptivo, determinan nodos
sobre el plano (X, Y), cuyas coordenadas (z, y) se componen con el instante de observacién
(y) y el orden (x) del cuantil de renta con el que se corresponde cada dato observado para
la distribucién de renta en dicho instante. Dichos nodos, junto con los valores de la variable
dependiente en ellos (ordenadas de las curvas de Lorenz), se utilizardn para construir una
superficie poliédrica a partir de técnicas sencillas de interpolacién (en concreto, se trata
de aproximaciones funcionales lineales). Una descripcién méas detallada de este proceso
puede encontrarse en [14]. Si procedemos paso a paso, se tiene la siguiente descripcién

algoritmica:

Supéngase que, para cada unidad de andlisis, se observa la distribucién de la renta
en k + 1 instantes de tiempo ¢ (to,t1,...,tx), obteniéndose k + 1 conjuntos de datos

con tamanos n (ng,ni,...,ng) no necesariamente iguales. A cada una de las k curvas de
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Lorenz, en cada instante ¢, las representariamos por L;(x) para t € {tg,t1,...,t;}, conz €
[0,1] (por ser Li(x) una curva de Lorenz). Sin embargo, desde una perspectiva empirico-
descriptiva, basta con conocer sus valores en los nodos de cada corte temporal (sobre cada
recta y = t). Estos nodos vienen dados por IIx = {0 =29 < z; < ... < x, = 1}, una
particién del intervalo [0, 1]. Obviamente, IIx viene recomendado por los datos de los que
se disponga o por los que fueron utilizados para construir las curvas de Lorenz. Realmente
no existe ninguna limitacién para elegir los datos, salvo que es necesario contar con algin
x; distinto del cero y el uno. Més adelante, en la Figura 1, se presentara un ejemplo de
conjunto de nodos irregular. Fijado el valor (disponible) en z; € IIx para cada instante
de tiempo t;, se tienen los puntos (zj,t;, Ly, (z;)) parai=1,...,ky j =1,...,n, donde
My ={ty =0 < t; < ... < ty1 <ty = T}, es una particién del intervalo [0,T], que

normalmente vendra determinada por la disponibilidad de los datos.

A partir de aqui, se puede calcular una funcién de interpolacién para los puntos de IR
que surgen de los nodos y sus respectivas ordenadas. Para ello, seria necesario utilizar una
interpolacién en dos variables y en la malla rectangular [0,1] x [0,7]. Supongamos que
decidimos resolver este problema de interpolacién mediante técnicas sofisticadas, como el
método de interpolacién de Lagrange (luego se recomendard un procedimiento mucho més
sencillo). A la funcién de interpolacién obtenida utilizando la interpolacién de Lagrange
para los puntos (x;,t;, Ly, (x;)) se representa ahora por L(x,t) (que es un polinomio en las
variables x y t de grado n para la variable x y de grado k para la variable ¢, luego es un
polinomio de grado n + k), donde = € [0,1] y ¢t € [0,T]. Por supuesto, este procedimiento

deberia repetirse para cuantas unidades de andlisis compongan el estudio.

A partir de las funciones interpoladas L(z,t) (que luego propondremos reemplazar por
otras mas simples, que producirdn una o varias superficies poliédricas), se va a definir
el indicador propuesto IDT, que permitird comparar la desigualdad en distintas zonas

durante un periodo temporal de amplitud 7.

Construida dicha superficie, z = L(z,t), se calcula el volumen que queda por debajo,
aunque nuestra propuesta es aproximarlo por la suma de los volimenes de cada uno de los
prismas triangulares truncados en que se puede descomponer el volumen que queda por

debajo de la superficie poliédrica.
Definicion 2.1 En las condiciones anteriores y con la notacion establecida,
1 T
IDT =T - 2/ / L(x,t) dt dx.
0 Jo

En cualquier caso,! el indicador IDT se puede interpretar como una generalizacién

del indice de Gini, cuyo valor se corresponde con el doble del drea comprendida entre

LComo se veré enseguida, también tiene sentido definir el 7DT sin multiplicar por dos la integral.
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la diagonal del cuadrado [0,1] x [0,1] y la curva de Lorenz. Por su parte, el indicador
IDT, tal y como queda determinado por la Definicin 2.1, representa el doble del volumen
comprendido entre el plano z = z (la “diagonal” del cubo [0, 1]x[0,T] %[0, 1]) y la superficie
interpolada por las curvas de Lorenz en cada instante. Légicamente, cuanto menor sea tal

volumen, menor desigualdad existira en el periodo de tiempo estudiado.

Recordemos que el indice de Gini es un ejemplo de indicador de desigualdad construido
a partir de la curva de Lorenz, el cual calcula la desigualdad de cierta distribuciéon en un
determinado instante de tiempo. En este caso, al definir el indicador I DT, se persigue un
objetivo distinto, ya que una vez calculadas (o aproximadas) las curvas de Lorenz para una
misma distribucién en instantes de tiempo distintos, proponemos caracterizar el grado de
desigualdad globalmente observado, o “tipico”, en el periodo de observacion, a partir de
c6mo han evolucionado dichas curvas; es decir, de cémo ha evolucionado la desigualdad a

lo largo de un periodo de tiempo. Este es el primer objetivo del I DT

3. Algunas propiedades

Cuando el nimero de unidades de andlisis (por ejemplo, zonas geogréficas) objetos del
estudio que se realiza es reducido y el nimero de nodos es suficiente, sucede que el in-
dicador IDT se comporta de forma similar a la media de los indices de Gini en cada
instante de tiempo para cada una de las zonas. Esto puede hacer pensar que el IDT no
es suficientemente 1til como para justificar su estudio, pero la ventaja mas importante del
uso de este indicador frente a la media aritmética de los indices de Gini es que permite
la realizaciéon de un andlisis temporal comparativo incluso cuando no se tengan datos con
estructuras andlogas en todas las unidades de anélisis; es decir, cada unidad de anali-
sis puede tener distinto nimero de datos, estos pueden estar desigualmente distribuidos
(diferente espaciamiento o un espaciamiento no uniforme), pueden incluirse nuevos datos
conforme se vayan obteniendo, etc. y, ademds, el proceso propuesto es independiente de
la irregularidad temporal de los datos con los que se cuenta, algo que no se verifica para

otras técnicas estadisticas.

Pero, ciertamente, una desventaja del indicador IDT (en su primera version, tal y
como se presenté en la Definicién 2.1) es su coste computacional, ya que para su célculo
seria necesario determinar las curvas de Lorenz para varios instantes de tiempo, ademas

de calcular una funcién de interpolacién polinémica en dos variables.

Por otro lado, es posible normalizar este indicador dividiendo por 7. Pudiera, incluso, considerarse la
posibilidad de dividir por T antes de realizar la triangulacién, para que el rectangulo de la malla base sea

un cuadrado.
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Hemos detectado, ademés, que el cdlculo del IDT' (en su primera versién) puede pre-
sentar algunos problemas adicionales, como pueden ser: la sensibilidad a que algunos datos
sean incorrectos (por ejemplo, si los datos son agregados, pueden haberse producido errores
significativos por falta de informacién al agregarlos); errores significativos de pérdida de
informacién; se incrementa el riesgo de errar el valor del indicador por la complejidad de
su célculo; y, finalmente, puede ocurrir que la “superficie de Lorenz”, z = L(z,t), obtenida
mediante interpolacién, y en la que se basa el calculo del IDT', no se ajuste conveniente-
mente conforme a lo deseado (esto es bastante probable, pues tal superficie, en general, no
es convexa). Para resolver estos problemas, se propondran pautas alternativas de célculo
del IDT que evitan las complejas interpolaciones y que permiten calcular el I DT mediante
operaciones muy sencillas y facilmente implementables con un programa de computacién
simbélica o, incluso, en una hoja de célculo, lo que mejora y dota de mayor potencia a

este indicador de desigualdad.

Una primera pauta seria, en vez de trabajar con los datos agregados, utilizar directa-
mente todos los datos (o microdatos, procedentes de las encuestas), de forma que se es-
tarian reduciendo los posibles errores por pérdida de informacién en los datos. No obstante,
es obvio que un gran nimero de datos, ademas de proporcionar una mejor aproximacion
final, también genera un mayor coste computacional. A continuacién se verd cémo solu-
cionar este problema gracias a las superficies poliédricas de las que ya se habia comentado

algo con anterioridad.

Consideremos que se tiene una malla de puntos en el rectangulo [0,1] x [0,7] (los
nodos en los que se cuenta con datos para la correspondiente curva de Lorenz); si los
denotamos por (xj,t;), los datos son Ly, (z;) y la funcién L(x,t) debe pasar por todos
ellos. Recordemos que (considerando las curvas de Lorenz en tantos por uno y no en
tantos por ciento) siempre se verifica que: L(0,¢) = 0 para todo ¢t € [0,7]; y L(1,t) =1
con t € [0, T]. Por tanto, siempre podrian considerarse nodos informados, tanto los (1,¢;)

como los los (0,¢;), cualquiera que sea el t; € [0,T].

A continuacién se desea establecer una triangulacién en el rectdngulo [0, 1] x [0, 7]
que utilice todos los nodos anteriores y que pueda ser 1util para dividir el volumen bajo
la superficie z = L(x,t) en prismas triangulares truncados. De todas las triangulaciones
posibles, las mas convenientes para nuestros intereses son aquellas que minimizan las areas
de los tridngulos (més precisamente, con el mayor nimero posible de tridngulos y, a la
vez, minimizando el drea del mayor tridngulo) y, de entre todas ellas, las que minimizan
sus perimetros, porque todo ello supondra un mejor ajuste a la “superficie de Lorenz”
por parte de la superficie poliédrica que se va a definir. Ademaés, merece la pena tener
en cuenta que dicha superficie poliédrica no es necesariamente convexa (a pesar de serlo

todas las curvas de Lorenz en cada instante), por lo que tampoco es una buena idea definir
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triangulos con vértices en dos instantes temporales no consecutivos. Segin todo lo anterior,
para encontrar estas triangulaciones éptimas, se puede recurrir al siguiente algoritmo, que
presenta una posible variante en algunos de los pasos, por lo que puede llegar a producir

varias triangulaciones distintas en la misma malla:

Algoritmo para triangularizar la malla de puntos:

1. Dos nodos de la forma (z;,t;) y (xj41,t;) estan siempre conectados para todos los
instantes.

2. Por las restricciones explicadas anteriormente, se reduce el problema a obtener una
triangulacion entre los nodos correspondientes a dos instantes consecutivos, esto es,
thyti,dondeh=i—1oh=1i+1.

3. Se ordenan los valores de la primera variable de los nodos correspondientes en ty y t;;
es decir, todos los nodos en esos dos instantes de tiempo determinarian un conjunto
de valores distintos en la primera variable: IIx = {z¢9 = 0,z1,...,z, = 1}. Téngase
en cuenta que algunos z; pueden corresponder a nodos en ambos instantes y otros
pueden corresponder a uno solo.

4. Se conectan (zo,t;) y (zo,tn).

5. Supongamos conectados los puntos (xj,t;) y (xx,ts), donde j y k pueden ser iguales
o distintos, pero consecutivos; esto significa que en el instante ¢; se tienen conectados
todos los nodos hasta el x; (pongamos que el siguiente nodo en el instante ¢;, atin no
conectado, se llama x,) y que en el instante ¢, tenemos conectados todos los nodos
hasta el 23, (pongamos que el siguiente, atin no conectado, se llama ).

6. Se calcula la distancia entre (z;,t;) y (zs,tn) v la distancia entre (zg,ts) y (2r,t;).
Se elige la menor de esas distancias y se conectan los nodos correspondientes. En
el caso en que ambas distancias sean iguales, hay que elegir una de las parejas de
nodos y la eleccion de la otra pareja produciria otra triangulacién distinta.

7. Se vuelve al paso 5 mientras queden nodos por conectar (es decir, hasta que j y k

sean los dos 1).

En la Figura 1 se representa graficamente la triangulacién en un ejemplo en el que
surgen unicamente dos posibilidades si se aplica el algoritmo anterior. El que el algoritmo
de triangulacion anterior pueda proporcionar varias triangulaciones diferentes no parece
producir graves problemas desde el punto de vista aplicado, pese a que después de la
Proposicion 3.1 serd evidente que las triangulaciones obtenidas no son equivalentes para
nuestros propésitos. Como en general no serd posible determinar cual de las triangulaciones
proporciona un mejor ajuste de la superficie poliédrica a la superficie tedrica que se desea
aproximar, se podria elegir una de ellas, pero lo més razonable parece ser realizar los

calculos siguientes para cada una de las triangulaciones (lo que permitird alcanzar varias
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Figura 1: Dos posibles triangulaciones para el mismo conjunto de nodos.

aproximaciones al volumen real) y al final calcular una media aritmética entre todos los

voliimenes obtenidos.

La funcion bidimensional quedaria definida en cada tridngulo como aquella funcién
lineal cuya representacién grafica es el plano que pasa por los datos de los tres vértices.
Una vez conocida dicha funcién (para cada una de las triangulaciones, si asi se ha decidi-
do), se deberfa calcular el volumen bajo la funcién lineal bidimensional en cada uno de los
triangulos, para después calcular las sumas de todos los voliimenes de los prismas trun-
cados y, finalmente, la media de las aproximaciones al volumen (utilizando las distintas

triangulaciones).

Por supuesto, el cdlculo de los volimenes puede realizarse mediante integrales dobles
en regiones triangulares, pero este procedimiento es tedioso y puede provocar errores de
computacién (aparte de que, a pesar de que las funciones son lineales en cada tridngulo,
puede tener un coste elevado si el nimero de nodos es considerable). Por eso, se trata
de evitar errores en los calculos de los volimenes aplicando la Proposicién 3.1, que per-
mitird calcular el volumen de cada prisma truncado multiplicando el area del tridngulo

(base) por una determinada altura, también facil de calcular.

Proposicién 3.1 En la situacion anterior, consideremos el prisma triangular truncado
cuya base viene determinada por los nodos Ni(x1,t1), Na(xa,t2) y N3(z3,t3) y cuya altura
en cada nodo (xj,t;) es el valor de Ly (xj). Entonces, se tiene que el volumen de dicho
prisma se puede calcular como el producto del drea de la base por la media de las tres
alturas en los nodos; o, lo que es lo mismo, el producto del drea de la base por la altura

que tiene el prisma en el baricentro del tridngulo.
La demostracion de la Proposicién 3.1 puede consultarse en el Anexo.

Corolario 3.2 Dos triangulaciones distintas (de las generadas por el algoritmo anterior)

pueden producir prismas cuyas sumas de volimenes son distintas.
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La demostracién del Corolario 3.2 también puede consultarse en el Anexo.

Por otra parte, el cdlculo de las areas de los tridangulos es bastante sencillo en nuestro
caso, por las caracteristicas de la malla en la que trabajamos. No obstante, por si en algin
caso fuera conveniente el calculo del area del tridangulo de la base de cada prisma, en el

Anexo se recuerda una féormula clésica: el Lema 5.1.

Pese a lo anterior, la Proposicion 3.1 proporciona una forma alternativa y directa de
calcular los volimenes de los prismas triangulares, que son facilmente identificables y sus
volimenes facilmente acumulables, a partir de la representacion grafica de la malla de
nodos. En lo que resta, nos centraremos en las propiedades més tutiles del DT en cuanto
a los objetivos de este articulo: su significado (en el siguiente parrafo) y su relacién con la

estimacién de curvas de Lorenz (en el apartado 3.1).

Evidentemente, el I DT que se ha propuesto presentard un mayor valor, cuanto mayor
sea la desigualdad en la distribucién de la renta en los distintos instantes del periodo
de tiempo observado. El valor 0 se corresponde con el caso de total equidad y el valor
T (o 1, si se normaliza convenientemente el IDT') corresponde con el caso teérico de
total desigualdad. Finalmente, conviene tener en cuenta que el IDT determina mejor la
desigualdad cuanto mayor sea el nimero de nodos (datos) con los que se cuente, aunque
también es relevante que los nodos estén suficientemente distribuidos en el rectdngulo
[0,1] x [0,T7].

3.1. Estimacién de una curva de Lorenz

Otra posible aplicacion de esta técnica puede ser la de estimar la curva de Lorenz en un
instante de tiempo t dentro del periodo en estudio, aunque no se disponga de observaciones
en dicho instante; para ello, una vez calculada la superficie poliédrica, se realizara el corte
de dicha superficie poliédrica en el instante de tiempo ¢ con un plano vertical de la forma
y = t. Esta idea proporciona una forma relativamente asequible de obtener estimaciones
de curvas de Lorenz sin necesidad de aplicar exigentes técnicas de interpolacién funcional,
lo que hace atin més interesante la utilizacién de la metodologia empleada para el calculo
del IDT y, en concreto, de la superficie poliédrica subyacente. A continuacion se veran las

propiedades maés relevantes que verifica la curva que se obtiene mediante el corte.

Consideremos la superficie poliédrica z = L(z, y) obtenida por el procedimento descrito
en esta seccién. Para que el corte de dicha superficie con y = £ (curva de Lorenz estimada)

sea realmente una curva de Lorenz, deben verificarse varias condiciones ya comentadas:

La primera propiedad se cumple trivialmente y es que la curva de Lorenz estimada
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pasa por (0,0) y por (1,1), ya que la superficie z = L(x,y) contiene, por construccién al

eje OY y la recta que pasa por (1,0,1) y (1,1,1).

La segunda cuestion que hay que comprobar es que la curva estimada es no decreciente.

La verificacién de este aspecto puede consultarse en el Anexo.

Finalmente, en lo que respecta a la tercera propiedad, seria muy deseable que la curva
estimada fuese convexa. Sin embargo, es necesario exigir condiciones adicionales a los
datos (aunque habitualmente se verifican cuando no hay grandes modificaciones al variar
el instante temporal considerado) para poder garantizar algebraicamente la convexidad.
A modo de boceto del razonamiento necesario para establecer las condiciones adicionales,

se puede consultar la 1ltima parte del Anexo.

4. Aplicacion al analisis de la desigualdad en Espana

A continuacién se presenta, a modo de ilustracion de la técnica anteriormente descrita, una
valoracion de la desigualdad en Espana en el periodo 2003-2009. Para ello, hemos empleado
la informacién sobre la distribucién personal de la renta que se encuentra, concretamente,
en la Encuesta de Presupuestos Familiares y en la Encuesta Continua de Presupuestos Fa-
miliares (la Encuesta de Presupuestos Familiares, iniciada en enero de 2006, sustituye a la
Encuesta Continua de Presupuestos Familiares base 1997, que se realizé con periodicidad
trimestral desde 1997 hasta 2005), utilizando como unidad bésica de anélisis el hogar. Sin
embargo, tienen caracteristicas muy diferentes respecto al niimero de individuos que los
forman, sus edades, el nimero de componentes que realizan un trabajo remunerado, los
niveles educativos, etc. No obstante, sin perjuicio de las multiples formas en que se pueden
aplicar las escalas de equivalencia, por motivos didacticos y de simplicidad, en este ejemplo
se utilizard la renta per capita, al dividir la renta del hogar por el nimero de individuos

del mismo.

Las Encuestas de Presupuestos Familiares (en adelante EPF) a lo largo del tiempo
han ido sufriendo diversos cambios, tanto en lo que se refiere a su periodicidad como a
cambios de tipo metodolégicos, pero todas ellas informan sobre diversas caracteristicas (o
variables) relativas a las condiciones de vida de los hogares asi como a los ingresos y gastos
de ellos. Tales cambios se han realizado por recomendaciones metodolégicas de distintos

organismos internacionales en general y de EUROSTAT en particular.

Desde hace unos anos el INE pone a disposicién de los usuarios ficheros de microdatos
para que se puedan analizar los datos contenidos en esta encuesta, siendo estos ficheros los

que se han utilizado en este trabajo, explotando los datos que en ellos se proporcionaban.
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En particular, interesa la informacion recogida referente a los ingresos de los hogares.

La variable ingreso del hogar se ha construido de la siguiente forma: en la encuesta se
pregunta el ingreso mensual neto regular de todos los miembros del hogar y, en caso de
que no sepan dar el valor puntual, el intervalo al cual pertenece; asi, en algunos casos se
dispone del punto y en otros del intervalo. Por ello, se ha imputado a todos los hogares
de los cuales se dispone de intervalo pero no de un valor puntual, unos ingresos netos
regulares, condicionado a que dicho valor esté situado dentro del intervalo que se ha dado.
Esto se ha llevado a cabo segtn el programa de imputacién IVE (Imputation and Variance
Estimator), del Institute of Social Research de la Universidad de Michigan, corregidos

después de falta de respuesta e inflacion.

Una vez obtenidos tales datos se ha tenido en cuenta el tamano del hogar y se ha
calculado el ingreso mensual neto regular per capita del hogar, que es la variable que se
utiliza en el presente estudio, a modo de ejemplo. De forma andloga se podria replicar
el caso usando otras escalas de equivalencia si el investigador lo creyera mas conveniente

para su propésito de analisis.

En los anos estudiados (2003 y de 2006 a 2009) la encuesta cambia sustancialmente en
el ano 2006. Las principales diferencias entre la encuesta del anio 2003 [7] y las de los anos
de 2006 a 2009 [8, 9, 10, 11] son las siguientes:

= Cambia la periodicidad, que pasa de ser trimestral a anual.

» Aumenta el tamano muestral; en la encuesta base 1997 (la utilizada en el ano 2003) se
entrevistaban unos 8 000 hogares cada trimestre, lo que suponia (al tener en cuenta
el diseno de panel rotante de la encuesta) una muestra anual de aproximadamente
11 000 hogares. En la EPF base 2006 (la utilizada a partir del ano 2006) la muestra

de hogares esta en torno a los 24 000.

s El tiempo de colaboracién de los hogares seleccionados para formar parte de la
muestra cambia sutilmente; pasan de colaborar en esta durante ocho trimestres a

colaborar durante dos anos consecutivos.

En las encuestas utilizadas, la representatividad de la muestra es buena tanto a ni-
vel nacional como de comunidades auténomas, por lo que, aunque en esta ilustracién se
utilizan datos a nivel nacional, andlogamente se podria replicar para cualquiera de las

comunidades auténomas del pais.

Sin embargo, los datos también presentan irregularidades. La primera que salta a la
vista es la temporal, puesto que la serie comienza en el anio 2003 y después faltan dos anos.
Aunque en 2004 si se realiz6 la encuesta, no incluia la variable ingresos, mientras que en

2005 no se realizé dicha encuesta. Ademaés, los datos son irregulares en cuanto al nimero,
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Atio | Hogares Indice de Gini
2003 9132 0,2998
2006 | 19 391 0,3177
2007 | 21514 0,3149
2008 | 22027 0,3137
2009 22 272 0,3211

Tabla 1: Nuimero de hogares de la muestra e indices de Gini calculados para Espana en el
periodo 2003-2009.

ya que cada ano se realizé la encuesta a un nimero distinto de individuos (los tamanos

muestrales con los que se trabaja son exactamente los que se recogen en la Tabla 1).

Antes de calcular el IDT de Espana para el periodo de andlisis, decidimos realizar el
ejercicio de determinar las curvas de Lorenz y los indices de Gini anuales. El procedimiento
seguido para determinar las curvas de Lorenz para cada ano, asi como su correspondiente

indice de Gini, fue el siguiente:

1. Se calculan los ingresos regulares netos mensuales per capita para cada hogar, en

cada ano de la encuesta.

2. Se ordenan, para cada afio, los hogares segin la variable anterior y se le asigna un

“orden” (entre 1y el tamano muestral).
3. Se anade un hogar con orden 0 e ingreso 0.
4. Se calcula una columna de ingresos acumulados.

5. En el eje X se colocan los valores orden/tamafio muestral; la altura viene dada por
el ingreso acumulado hasta el hogar/suma total del ingreso acumulado. Con estos

datos, se dibuja la curva (poligonal) de Lorenz.

6. También se puede aproximar el indice de Gini: primero se calcula la distancia entre
dos puntos consecutivos del eje X (por construccién, son equiespaciados para cada
ano) y se multiplica por la diferencia entre el valor de X y el de la altura; después

se suman todos esos productos y se multiplica por dos.

En la Figura 2 se muestran las curvas de Lorenz obtenidas para cada periodo (nétese
que son muy similares al nivel de resolucion de la representacién, pero los indices de Gini
demuestran que son distintas). El valor correspondiente de los indices de Gini calculados

se puede consultar en la Tabla 1.

Después de este ejercicio, calculamos el I DT para el periodo. Puesto que las opera-

ciones eran relativamente sencillas, decidimos realizarlas con la hoja de calculo Excel 2003,
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Figura 2: Curvas de Lorenz calculadas para Espania durante los anos 2003, 2006, 2007,
2008 y 2009.
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Curvade Lorenz estimada para Espana 2004
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Figura 3: Estimacién de la curva de Lorenz para Espana en el afio 2004.

calculando el volumen para cada par de instantes temporales consecutivos. El resultado
final fue de 1,0368 para el periodo 2003-2006, de 0,3418 para 2006-2007, de 0, 3428 para
2007-2008 y de 0,3413 para 2008-2009, con lo que el IDT global resulté 2,0628. Este
resultado se mueve en el rango de [0, 6], siendo 0 el valor de méxima igualdad y 6 el de

mayor desigualdad.

A continuacién, utilizamos la misma hoja de cédlculo para estimar la curva de Lorenz
en un ano del que no se tenfan datos. En concreto, se eligi6 2004. Para realizar dicha
estimacién, se calculd el corte del plano vertical que representaba a 2004 (a un tercio
de distancia de 2003 respecto de la distancia total entre 2003 y 2006, instantes de los

Y

que si disponiamos de datos) con la “superficie de Lorenz” calculada anteriormente y eso
produjo la curva de la Figura 3. A partir de la curva de Lorenz estimada, repitiendo el
ejercicio anteriormente realizado para los anos de los que se tenian datos, se calculé el indice
de Gini para 2004, que resulté ser de 0,3058, muy similar a los estimados oficialmente para

dicha fecha.
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5. Conclusiones

En lo que respecta a la cuestién metodolégica, en este articulo se ha presentado un
conjunto de conceptos y técnicas que consideramos que pueden ser ttiles para las futuras
investigaciones sobre desigualdad, en muy diversos ambitos y zonas geograficas. Como se
ha visto, ademéas de proporcionar una forma de medir las desigualdades en un periodo de
tiempo, se posibilita una estimacion de la curva de Lorenz en un instante del que no se
tengan datos suficientes. A pesar de que el comportamiento del indicador y del método de
estimacién parecen adecuados, hay que advertir de que su funcionamiento correcto depende
de la coherencia de los datos a los que se aplica, pues en ocasiones el I DT puede compensar
o enmascarar situaciones anémalas puntuales y, por otro lado, la estimacién de una curva
de Lorenz, aunque aproxime a la funcién efectiva, puede no ser totalmente convexa en casos
extremos. Queda para el futuro la determinacién explicita de las condiciones que deben

verificarse para garantizar el funcionamiento correcto de los procedimientos presentados.

Asimismo, queda pendiente la utilizacién de las ideas anteriores para generalizar (en

cuanto a su aspecto temporal) otros indices de desigualdad distintos del de Gini.
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Anexo: algunos resultados geométricos y demostraciones

Demostracion de la Proposicion 8.1. Sin pérdida de generalidad, y a fin de simplificar
la demostracién analitica, podemos descomponer el prisma triangular truncado en dos
volumenes: un prisma triangular regular que se obtiene desde su base al truncarlo regu-
larmente a la altura del menor de sus aristas verticales (que suponemos la del nodo Nj)
y la pirdmide irregular que quedaria en el extremo desgajado al truncar, que en general
puede tener base trapezoidal. Al realizar esta operacién pueden presentarse dos casos, A

y B, como ilustra la Figura 4.

En primer lugar calcularemos el volumen de la pirdmide trapeizoidal, para lo que, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que el vértice sobre el nodo N; estd situado en el
origen del sistema de referencia, por lo que sus coordenadas serian (0,0, 0). Andlogamente,
aplicando un movimiento conveniente, podemos suponer que las coordenadas de los otros

dos vértices situados sobre los nodos Na y N3 son (e, c,a) y (0,c+ d,b), respectivamente.

En cualquiera de los dos casos, A y B, la base trapezoidal de la piramide irregular
desgajada tendria por area ‘LTH’ -ve? + d?, mientras que su altura h se podria obtener
aplicando dos veces el Teorema de Pitdgoras (en el caso A aparece “+z” en algunas de las

13

expresiones siguientes, mientras que en el caso B aparece “—x”; por lo que, para presentar

los dos casos a la vez, escribimos el simbolo “+” delante de la z):

h?2+22=c?+¢é? h?2+22=c*+¢é?
2+ (fz +Ve2 +d?)? = (c+d)? | R+ (fz +Ve2 +d?)? =+ d? + 2cd

Luego +2xve? + d? + e? = 2cd — €? y, por tanto, r = \;3217622 , lo que nos lleva a que
2 9 9 d—e2 2722+d2+2d72+d2
h*=c"+e” — (i@_ﬁcp) =< (Ce2+d2 D) = ee(;er?) :
Con esto, la altura h de la piramide trapezoidal resulta ser h = \j(eC;Tdd)?' De ahi que el

volumen de la pirdmide se puede calcular, multiplicando el area de la base por la altura y

dividiendo por tres, como sigue:

a e(c+d
V= PVETE- S (et b)(c+d)
n 3 N 6 '

O, lo que es lo mismo:

V_e(c;—d).(a—?i)—b).

Para finalizar la demostracion, el volumen total del prisma truncado es la suma del

volumen de la pirdmide anterior més el volumen de un prisma (no truncado) de base
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Figura 4: Dos casos posibles de pirdmide irregular en la Proposicién 3.1.
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triangular y altura la de la menor de las aristas sobre los tres nodos:

d b
Vol. prisma truncado total = e(c; ) . (a;r > + Vol. prisma no truncado
_ (@ —m) - (b3 —t1) (Lty(wa) — Lty (1)) + (Lay (23) — Ly, (21))
2 3
To —x1) - (t3 —t
plmmm) mh) g
_ (@2 —m1) - (t3 —t1) Ly (21) + Ly (w2) + Lig (w3)
N 2 3 ) O

La demostracién anterior se podria haber afrontado desde un punto de vista geométrico
(v no tan analitico), con solo comprobar que el prisma triangular tiene el mismo volumen
que otro de igual base y que tenga por altura un determinado “punto intermedio” del
tridangulo inclinado de la base superior. Pero dicho punto ha de dejar el mismo volumen
por encima y por debajo de él, lo que solo puede conseguirse en la interseccién de las
tres medianas del tridngulo inclinado, es decir, en su baricentro, cuya proyeccién en el
plano horizontal es también el baricentro del tridngulo de la base. Para ver esto, conviene
recordar que las medianas unen cada vértice con el punto medio del lado opuesto, por lo

que cada mediana divide al tridngulo en dos triangulos de igual area.

Demostracion del Corolario 3.2. Basta con darse cuenta de que en los cédlculos de los
volimenes interviene el valor en un nodo concreto tantas veces como el niimero de triangu-
los a los que pertenece dicho nodo y ese niimero de tridngulos no se mantiene invariante
en las diferentes triangulaciones (el drea de los tridngulos si puede ser la misma, pero la
altura variard en general).

O

Lema 5.1 Considérese el triangulo cuyos vértices (A, B y C') tienen por coordenadas

respectivas (xa,y4), (xB,yB) ¥ (xc,yc). Entonces, el drea de dicho tridngulo viene dada

por:
) A ITB ¢ )
5 Det | wa yp yo |I=5lways +xpye +rcys = woys — Taya — Taycl
1 1 1
1
=5 l@a—zc) (yp —ya) = (za —25) - (yo —ya)l,
stendo Det el determinante e indicando el valor absoluto por lineas verticales. O
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Comprobacién de que la curva estimada en el apartado 3.1 es no decreciente

Para confirmar esta cuestién, conviene comentar algunos aspectos geométricos e introducir
una notacion sencilla y coherente con lo anterior. Como antes, supondremos los valores x;
(en los que se tienen datos para algin instante) ordenados de menor a mayor. Llamemos
t; v ti+1 a dos instantes en los que se tienen datos o las correspondientes curvas de Lorenz;
esto es, en dichos instantes se conocen los valores L;(z) o, lo que es lo mismo, se conocen
las coordenadas (z;,t;, Ly, (x;)). Supongamos que se desea calcular las coordenadas de un
punto de corte de la superficie poliédrica con el plano y = t, siendo £ € (;,t;11). En esta
situacién, consideremos tres nodos conectados por una triangulacién (por lo que dos de
ellos corresponden a los dos instantes consecutivos). Sin pérdida de generalidad, se puede
suponer que dos de dichos nodos son de la forma (z;,t;), (zj+1,ti+1) (el que x; = 41 no
es mas que el caso limite y tampoco presenta mayor dificultad que el analizado) y el tercer
nodo, para comprender la situacion més facilmente, podria ser (z;42,t;) 0 (zj12,ti+1); en el
primer caso, el triangulo lo formarfan los nodos (z;,t;), (j11,titv1) ¥ (xj42,t;), mientras
que en el segundo caso los tres vértices serfan (xj,%;), (zj11,tiv1) ¥ (Tj42,ti+1) (como
antes, hay otros casos posibles, pero su comportamiento es similar). En ambas situaciones,
el que las curvas de Lorenz sean no decrecientes en t; y en ;11 nos asegura que Ly, (z;) <
Ly (xj42) ¥y Lty  (xj41) < Ly, (242), respectivamente. Por consiguiente, La altura Lg(x)
vendrfa dada por la pendiente de un plano inclinado (el que pasa por (z;,t;, L, (z5)),
(i1, tivt, Ly (T41)) ¥ (Tj42,t, Ly, (2j42)) 0, en el segundo caso, por (xj,t;, Ly, (x5)),
(@541, tits Loy (2551)) ¥ (@42, L, Ly (2542))) en el que Ly, (2)+ 5505 (Leyyy (241) —
Ly (x5)) < Ly, (z42) + tlitjtl “(Liyyy (w41) — Ly, (2542)) (equivalentemente, en el segundo

caso serfa Ly, (#j)+ 7t (L, (wj41) = Le, (25)) < Le, (25)+ =50+ (Lt (w542) — L, ()

7
tiy1—t; tiy1—t;

y, por tanto, la curva estimada siempre serd no decreciente.

Condiciones para que la curva estimada en el apartado 3.1 sea convexa

Para comprobar que las condiciones que hay que exigir a los datos son naturales, co-
mentaremos lo que sigue. Utilizando la notaciéon anterior, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad (renumerando los indices y obviando casos similares), que todas las con-
figuraciones posibles de nodos se pueden encuadrar en una de las dos representadas en la
Figura 5: (x1,t;), (x2,ti+1), (x3,%:) ¥ (x4,ti+1) (en la representacion de la izquierda) o, en
el segundo caso (representado a la derecha), (z1,t;), (x2,ti+1), (x3,t;) y (24, t;). En ambos

casos, debido a la linealidad de la superficie poliédrica, probar la convexidad de la curva

95



oy TS
AVARY; WARRNE

to to
X, X; X

4

Figura 5: Dos triangulaciones de interés para comprobar la convexidad de las curvas de

Lorenz estimadas.

de Lorenz estimada es equivalente a demostrar que se verifica lo siguiente:

L(N2) — L(Ny) < L(N3) — L(N>)
z(N2) —z(N1) = 2(N3) —2(Na)’

donde, para i = 1,2,3,4, x(N;) denota la primera coordenada en el nodo N;, mientras
que L(N;) es la altura propuesta para dicho nodo. En particular, z(V;) se puede calcular
ficilmente a partir de la Figura 5; ademds, L(Ny) = L(xy,t;) + =4 - (L(z2,ti11) —

? tit1—t;
L(z1,t;)) y L(N2) = L(xs,t;) + tzizﬁtl - (L(z2,tiy1) — L(xs,t;)); en cuanto a L(N3), en
el primer caso es L(N3) = L(xs,t;) + tzi:t—ztz - (L(x4,tiy1) — L(xs3,t;)), mientras que en el
segundo vale L(N3) = L(zy4,t;) + t::ﬁtl - (L(x2,tit1) — L(x4,t;)). En la configuracién de

la izquierda de la Figura 5 si es posible concluir la convexidad de la superficie poliédrica;
sin embargo, dicha desigualdad no tiene que verificarse siempre en la configuraciéon de
la derecha, aunque es una condicién muy razonable si las curvas de Lorenz tienen un

comportamiento similar en i e 7 + 1.
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